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Préface

Un seul coup d’ceil aux rayons « mathématiques » des librairies scientifiques suffit pour
réaliser qu’il est inutile de convaincre les étudiants de la nécessité de faire des exercices pour
réussir leurs examens. Les éditeurs le savent, qui publient une multitude de recueils d’exer-
cices ; les étudiants le savent, qui achetent ces ouvrages.

Tout mathématicien, méme apprenti, sait cependant qu’une condition nécessaire n’est pas
toujours suffisante. Ainsi, il ne suffit pas d’acheter un livre d’exercices, ni méme de le lire,
pour réussir une épreuve de mathématiques, et, encore moins, pour comprendre les éléments
d’une théorie et la facon de 1’appliquer.

Il convient de faire un usage judicieux d’un ouvrage d’exercices corrigés. Les auteurs s’ex-
pliquent plus longuement sur ce point dans leur avant-propos.

Ceux-ci travaillent (ou ont travaillé) au sein de 1’équipe d’enseignants des mathématiques du
signal au Conservatoire National des Arts et Métiers. Ils y ont acquis une grande expérien-
ce pédagogique au service des étudiants de cet établissement et ont su mettre au point, avec
toute 1’équipe, en particulier Bénédicte Logé, des exercices variés et progressifs, adaptés a
cette discipline. IlIs ont noué avec des collegues d’autres disciplines, comme avec les étu-
diants, un dialogue riche dont ils ont su tirer parti.

Les lecteurs devraient donc trouver dans cet ouvrage un outil particulierement
efficace pour tester et approfondir leurs connaissances.

Hervé Reinhard
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Avant propos

Les mathématiques du signal concernent le signal analogique, le signal numérique
déterministe et le signal aléatoire.

Ce recueil d’exercices résolus recouvre I’ensemble de ces domaines mais les notions et
les outils correspondants (analyse de Fourier, distribution et probabilités) sont utiles dans un
cadre bien plus large incluant la mécanique, le contrdle.

Ce recueil compléte 1’ouvrage Eléments de mathématiques du signal de H. Reinhard. Le
plan et le contenu des chapitres correspondent a ceux du volume précité.

Chaque chapitre s’ouvre sur des rappels des définitions, des propriétés et des théoremes
nécessaires a la résolution des exercices proposés.

Une liste de notations et un index complétent la table des matieres.

Deux types d’exercices sont proposés. Certains visent seulement a 1’apprentissage du
maniement des concepts fondamentaux et peuvent, de ce fait, sembler un peu abstraits. Il
convient cependant de ne pas les négliger car ils ont été sélectionnés pour permettre au lec-
teur d’éviter certaines idées fausses ainsi que des confusions avec des objets mathématiques
déja connus. D’autres sont orientés vers 1’utilisation des concepts dans des applications pra-
tiques.

Pour chaque exercice, le lecteur devrait essayer de chercher la solution, question par
question. Une fois la réponse trouvée, ou en cas d’échec prolongé, on peut se reporter a la
solution proposée et essayer de comprendre les erreurs ou les points de blocage éventuels
avant de passer a la question suivante. Lire d’emblée la solution d’un exercice n’est d’aucun
profit méme si celle-ci est rédigée pour étre facilement compréhensible.
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Index des notations

n!

coefficient du bindme : C} = , noté aussi (Z)

(n—p)ip!
espace vectoriel des fonctions continues sur l'intervalle /

espace vectoriel des fonctions n fois continiment dérivables sur
l'intervalle /

espace vectoriel des fonctions indéfiniment dérivables sur l'intervalle /

espace vectoriel des fonctions sommables sur 1'intervalle 7
norme de f dans L' (1) < |1l = Ifll1p) = / £l dt
I
espace vectoriel des fonctions de carré sommable sur l'intervalle /

produit scalaire de deux fonctions dans L(I) : (f,g) = f f(g(t)dt
I

norme de f dans L*(1) = || fll, = I fll 2y = /Ilf(t)lzdt

espace des fonctions indéfiniment dérivables a support compact
espace des fonctions indéfiniment dérivables a décroissance rapide
espace des distributions
espace des distributions tempérées
transformée de Fourier de f, aussi notée f
transformée de Laplace de f
transformée de Hilbert de f
transformée en z
fonction de Heaviside ou échelon unité : Y (t) = 1 [0, oo ()
notée aussi H () ou u(t)
fonction signe : égale 2 1 sur R™, a4 —1 sur R™*etaOens =0.
fonction caractéristique de l'intervalle [a,b] :
1 sitelab
Lan® =g g 1 . {a:b}



X Index des notations
P,(1) fonction porte centrée de longueur a : P,(t) =1 4,44 1(®)
t
Ay (1) fonction triangle : A, (t) = (1 — ‘— ‘)]] [—a.+a] (1)
a
o
I'(a) fonction gamma : I'(«) = / u®'e™du pour o > 0
0
(1) densité de probabilité de la loi normale centrée réduite
12
)= —e 2
@(1) 5=¢
(1) fonction de répartition de la loi normale centrée réduite :
1 ! uz
O(t) = — / e 2du
V271 J -0
1 t u2
erf(?) fonction d'erreur : erf(t) = —— / e 2du
V21 Jo
[f] distribution réguliere associée a la fonction f
VP / f(t)dt valeur principale de l'intégrale divergente / f@)dt
I I
Pf pseudo-fonction
Ous O(t — a) masse de Dirac au point a. On note § = dy = (¢)
L peigne de Dirac
N(©,1) loi de probabilité de Gauss (loi normale centrée réduite)

N (p,0%)

loi normale de moyenne y et de variance o
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Chapitre 0

Intégration

RAPPELS

b
Si la fonction f est continue sur I'intervalle fermé borné [a,b], / f(x)dx est
a
une intégrale définie et c’est un nombre si a, b et f sont spécifiés.
X
Pour x € [a,b], / f(t)dt est une fonction de x. C’est la primitive de f qui s’an-
a

nule pour x = a.
Si I’intervalle est non borné ou si f n’est pas bornée, on dit que I’intégrale est
impropre (ou généralisée).

00 X
- / f(x)dx est convergente si lim / f (x)dx existe et a une valeur finie.
a X—+00 Jg

b b—e
— Si f n’est pas définie en b, / f(x)dx est convergente si lirg f(x)dx
a e—04 J,
existe et a une valeur finie.
Sinon, ces intégrales divergent.
Criteres de Riemann
oo
/ —dx converge si et seulement si o > 1, diverge sinon. (RO.1)
xa
a

b
1
/ ﬁdx converge si et seulement si a < 1, diverge sinon. (R0.2)
« (x—a

b b
Si,Vx € [a,b], 0<g(x) < f(x),alors 0< / g(x)dx < / f(x)dx.
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b b
e Une intégrale / f(x)dx est dite absolument convergente si / | f(x)|dx a une
a a

b b
valeur finie. Cela implique qu’elle est convergente car | / fx)dx| < / | f(x)|dx.
a a

On dit alors que la fonction f est sommable sur [a,b].

* Critéres de comparaison
eX In(X) )
—Pourn >0,— —— + o0, — 0, &"ln(e) — 0.
X——+o00 X" X400 £—0

. .. - X
— fet g sont équivalentes au voisinage de a, si lim ZACY
x—a g(x)

=1, onnote f ~g.
a

b b
— f et g sont continues sur Ja,b] et si f ~ g alors / f(x)dx etf g(x) dx sont
a a a
de méme nature.

o
—si f et g sont continues sur [a,4oo[ et si f ~ g alors / f(x)dx et
=00
a

(o)
f g(x)dx sont de méme nature.
a

* Intégrales doubles
— Changements de variables : si x = g(u,v) et y = h(u,v),ona:

// f(x,y)dxdy =// f(g(u,v),h(u,v))|J (u,v)|dudv (RO.3)
D A

ou A est I'image du domaine D, J est la matrice jacobienne : J = ( g;‘l gz )
u v

et |J (u,v)| son déterminant, appelé Jacobien.

— Théoréme de Fubini
Si f est sommable sur le domaine D, on peut indifféremment intégrer d’abord
en x ou en Yy, le résultat est identique.

Exercice 0.1

En appliquant la définition d’une intégrale impropre, dire si les intégrales suivan-
tes sont définies ou non.

I = J.:e_tdt L=I(n)= J:t"_le_’dt avecn = 1

1 ooe_t _ 2 dt
13 :Joll'ltdt 14:“'0 le IS_J.—Z\"4_t2
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0 e Intégration 3

X
1) I, = lim e'df= lim [—e"]g = lim (1—e‘X): 1. Donc, I est définie et vaut 1.
X—+e0d0 X—+oo X—>+oo

X
2) I, = lim " le7'ds. Or, en intégrant par parties et si n > 1,
X—+e 0
X b
j "le7ldr =—x""1e7X +(n—1)J "2e7ldt
0 0

X -1 _—t X -2 —t
d’ol: lim t"e'dt=(n-1) lim "7 dt
X—+ 90 X—+00 90

X
o =(n=1)(n=2)...1 lim J e'dt = (n—1)!
X—+0d0
Donc, I'(n) existe et vaut (n —1)! On a :

r(n)=m-Hrn-1)=n-1)!

1
3) L= lim lntdt— lim {[tlnt] —Idt}z lim {~€lng—1+¢&} = —
e—0"

0" 0"
Donc, I existe et vaut — 1.
-1

1 A ,t x -t
4) I, = lim e—dt+J Cdr+ tim [ E—ar.
1t t

e—0" t X—+odA

17t
Posons J(€) =J. Tdt. En intégrant par parties, on a :
&

1
J(e)=—Inege ® lnt e”'dt et lim J(&)=+oo car I'intégrale est bornée.
e—0"
Eneffet: 0< lim I Inte'dt|< hm I [Inz| e ’dt<j Intdr=1 d’apres 3).
e—0"
Agt X!
D’autre part, I ——dr est finie et lim ——dr existe car :
1t XoteodA  f
X et X 1
0< lim | —dt< lim | e 'dt<—;V A=1. Donc, I, diverge.
X—+eodA f X—+eodg e

5) La fonction a intégrer étant paire, la nature de /5 est la méme que celle de /5 ou

2 dr , 2-¢  dr
16:J. 5 etlona: [y = lim .
0~J4—¢ e—0"Jo 412

cosx i
En posant 7 = 2 sinx, I = lim J dx ol o = arcsin(1 —€/2)
e-0" Jo [cosx]

£ T
d’ou I = lim (arcsm(l _Ej) =5 donc /5 existe et vaut 2/, , soit T.

e—0"
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Exercice 0.2

Donner la nature des intégrales I, , I, , 1, , I5 précédentes en utilisant la comparai-

. dr
son avec les intégrales de référence Jg et Jia
t* (b-1)

oo
1) 11=I e’'dt. Le seul probleme est a linfini. Or, si X est assez grand et

0
I e~'dt
X

oo

< dr e < *
t=X,el>12et 0< < I —, cette derniere intégrale €tant convergente, j e 'dt
Xt X

aussi et /, converge.
tee n—-1 -t )

2) I, = I t"7" e"'dt. Laaussi, la fonction est continue en 0. A I’infini, si 7 est assez grand,
0

. - - 1 T A
on peut écrire e’ > 1 et, alors, t" le ' < t—z dont I’intégrale converge sur [X, o[ V X > 0.

I, converge aussi.

—t —t

tee e 1 L
3) I,= J-O Tdt. Pour 7 assez grand, ¢’ > ¢, et donc T < t—z dont I’intégrale converge

-t —t
. o .e 1 Xe - -
au voisinage de I’infini. Mais T~; en 0 et I Tdt n’a pas de valeur finie V X fini.
0

Dong, 1, diverge.

Cette facon de procéder par équivalences est plus rapide que 'utilisation de la définition.
(Comparer avec I’exercice 1).

2 2
4 152_[ dt :J dt

J , et au voisinage de 2 (respectivement
242 221 2+t

ou

1 (respectivement # ). Or, sia<b, dt

_2)’ : ~
Ja—12 22—t 22+t a(b-1)*

b dr .
converge si 0. < 1. Donc /5 converge.
o
a(t—a)

Exercice 0.3

Examiner la nature des intégrales suivantes :

oo o df +eo In ¢t +oo Int
I, = “dt L=| —— L=| —dt I, = dr.
: -[— ¢ ? j0 t+Dvr J-l t* ! J.0 |

=3
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0 e Intégration 5

0 - 0
1) = J e”'dt +J‘ ~'dt. La premiére intégrale vaut Jim e”'dt = +oo apres intégra-
e 0

Yo—olJy
tion directe et on a vu que la seconde converge. /| diverge puisque somme d’une divergen-
te et d’une convergente.

2) Pour 1, les seuls points a considérer sont 0 et +eo, la fonction a intégrer €tant continue

NPT 1 1 . . .
entre les deux. A D’infini, Wwﬂ qui est intégrable au voisinage de +ec. En 0,
rt+D)ve ¢

1 1
ﬁNi qui est intégrable au voisinage de 0. Donc /, converge.
t+1Nt ANt

3) En 1, la fonction est continue. Si oo > 1, 3 B tel que 1 < B < o et on peut écrire :

LI L I LN d, cette quantité est borné
[a —t y; tB T, a*ﬂ (e ? onc, pOUrtaSSCZ grand, cette quantute est bornee par une

Int 1 . .
constante ¢ et 0< t_“ = c—g quiest sommable sur tout intervalle (X, +o0) si X > 1.
t

. Int _ A
Par contre, sio < 1, — = toujours pour ¢ assez grand, car Inf tend vers +eo avec t, donc
t t*

est minoré par une constante A > 0, mais cette fonction n’est pas intégrable a I’infini. Donc
I3 diverge.

Si o= 1, on pose u = Int et I devient J.o udu qui diverge.

Donc I; diverge pour o < 1 et converge si o0 > 1.

I Int e Int
4) I, existe si j dr et J
) L 0r? -1 11

A T’infini, 0< In tl < t;ﬁl V B> 0; cette fonction étant équivalente a lzi_ﬁ, qui est inté-
grable si 2 — [3 > 1, il suffit de choisir B = 1/2 et la fonction est intégrable a I’infini.

En 0, la fonction équivaut a — In¢, donc intégrable (cf. exercice 0.1).

En 1, la fonction n’est pas définie mais, si ’on pose x = ¢ — 1, avec le développement limi-
In(l+x) 1
Q2+x)x 2+x

té de In(1 + x), qui tend vers % quand x tend vers 0. La fonction, pro-

2
longeable par continuité, est intégrable en 1. Donc I, converge et vaut T (cf. exercice
4

0.18).
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Exercice 0.4

1) Etudier la sommabilité de Lgt sur ]0,1] et [1, +eo[ selon les valeurs de o

(0> 0).

o
2) Quelles sont les valeurs de o pour lesquelles Jo Lgt dr converge mais pas
t

N
0

3) Application aux intégrales de Fresnel C = J:costzdt et S= J: sinf?dr.

sint

tO(

dr?

1) Sommabilité sur 10, 1] : la fonction est continue sur ]O, 1], non définie en O au voisina-

sint| sint ¢t 1 . . .
geduquelona: |——|=——~—-=——, fonction sommable si et seulement si o0 — 1 < 1
t t t t
e sint 1 . . .
Sommabilité sur [1, 4o : |—| < — fonction sommable si o0 > 1. Mais, si o« =< 1, on a
t t
. .y . C e sint
simplement majoré par une fonction non sommable, ce qui n’induit rien pour — - Pour
t

s sint .
s’assurer que —,— n’est pas sommable quand o < 1, minorons
t

sint .
—| parune fonction non
t

1—cos2t

sommable, a savoir : T
t

En effet,

1
sint\Bsin2t=§(l—cos2t)>O cara’<asi0<a<1l.
PourO<o<1,ona:
J“"’l—cosZt dr = 1 w_[sinZtT_ = orsin 2t dr
o - | 2% ], ot
o
2ta+1

osin 2t
=<

Le dernier terme est fini car |—— | <
2ta+1

sommable sur [1,+e[. e deuxieme terme

aut

2 . e . -
et le premier est infini car lim ¢* '=o0.
oo

Pour oo = 1, J‘wmdt=[
1 t

- in2¢t |  [~sin2 . .
Int]; - [snzlt} —J s12n2t dr de valeur infinie & cause du
N )

premier terme.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

0 e Intégration 7

t

Donc, % est sommable sur ]0,1] pour O < o0 < 2 et sur [1,+eo[ pour ot > 1.
t

2) Puisque la sommabilité de la fonction implique la convergence de I’intégrale, on peut
conclure de 1) que I’intégrale converge sur ]0,+o[ si 1 < o < 2. Voyons si I’intégrale conver-
ge pour d’autres valeurs de o .

Sur ]0,1], la fonction est positive et la convergence de I’intégrale équivaut a la sommabilité
de la fonction, et I’intégrale converge si 0 < o. < 2. Mais ce n’est plus le cas sur [1,+oo].
En intégrant par parties, on a :

J Lntdt— lim [[_
X —>+ool

t

X
cost J‘X
o I 1

cost
ttX+1

dt ] = valeur finie V o >0

car o0+ 1 > 1 et donc I'intégrale converge sur ]0,+oo[ pour 0 < o < 2.

En résumé :

0

t

+eo g

sint
—— est sommable

+esint .
J —5 dr convergesi0 << 2et
t

En particulier, si o = 1, I
0

{sur 10,1]

pour O<ax <2

sur [1,4eo[ pour o >1

sin

NS
0o | t*

nt .
—— dr converge mais pas
t

dr convergesi 1 <o < 2.

J
0

sint
— | dt.

3) Remarquons que les fonctions a intégrer sont continues mais n’ont pas de limite 3 1’in-
fini et on ne peut utiliser immédiatement d’équivalent. Alors, transformons les intégrales en

posant : t=+/x.
Cos X ° sinx > sin x
On obtient : C= J- dx et S =J. dx. §= 57 dx converge d’aprés la
0 0
question 2). Pour C, 1ntegrons par parties :
sinx |~ 1 [~sinx . sinx sinx smx
c=| X L [T e gim S iy f_[
2Vx ], 4Jo xvx x>t D x x50 N
. sinx sin x 1 . sinx .
lim ——=0 car 0sS|——|<—— et lim =0 et la derniere intégrale converge
Xt DNl x X VX x—=0 2\/)(

d’apres la question 2). Donc, C converge : on montre que ces intégrales de Fresnel valent

o \:l\

1
2\
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Exercice 0.5 Valeur principale
1) Soit f une fonction quelconque, intégrable partout sauf en +co et en —eo et soit ];
. 1 o0
sa partie paire. On rappelle que f,(#) = E[ f(®)+ f(=1)]. Calculer VPJ f()dt

en fonction de fp en précisant dans quelle condition cette valeur existe.

1+¢—1°

2) Application : f(¢)= >
1+1¢

oo X
1) VPJ_Wf(t)dt = lim_ J_X F@)de
0 X X
= Xlgngm(j_xf<r) dr+ [0 drj = Jim_ [ LF0+ f-n)dr
X
= Jim_ 2J'O £, (0 dr
qui existe si fp est intégrable au voisinage de +oo.

2) Application : f vérifie bien les hypotheses du 1) et f,(1) = 1;2 est intégrable au voi-
+1

sinage de +oo.

Alors, VPJ‘_DO f(r)det= Xllg}m 2arctan(X)=1.

Exercice 0.6 Valeur principale

1) Tracer le graphe sur R de la fonction f définie par f(r) =

H(t+2)
2
2) Vérifier que J. Gt2) dr diverge.
-L1(t+
2
3) Calculer VPJ v ! 2 dt directement, puis en fonction de sa partie paire Iy
-Lf(t+

2(t+1)

1) La fonction n’est pas définie pour r=0etzt=-2et f'(t)= ;72)2 est positive si
t+

1°(

t < — 1, négative sinon.
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2) Au voisinage de 0, 1 qui n’est pas intégra-
(r+2) 2t

21
1 lors J
ble et alors 12)

2 - 2 L e : .
3) VP.[ dr= lim J —dt+_[ —dt |. -2 - Joe 2
-11(t+2) e—0"\J-1 £(t+2) e 1(t+2) : {
En décomposant la fraction rationnelle, on a :
1 _1(1_1)
t(t+2) 2\t t+2

2 -
et VPJ.”( = 5 lim ([ln|t|] + 02 = [+ 2015 [1nfr+ 2112

dr diverge.

=—11m(1n£+1n2—1n£—1n(2 &)— 1n4+1n(2+£))——E
e—0" 2

Cette valeur représente la limite de la somme algébrique des aires hachurées quand € — 07.

VPJ. f(nde = 2VPJ f,(®)dt ou fp est la partie paire de f. Si f est impaire, fp est nulle et
—-a 0

VPJa F()di=0

Ici, fp(t)=1(f(t)+f(—t))=t%4 etf, € LI(- 1+ 1).

2
Alors VPJ. dt=2J. %dw‘[ ! dr
1t(t+2) 0t —4 1 t(t+2)

Exercice 0.7 Transformée de Hilbert

1) Etudier la sommabilité sur R de la fonction f définie par :

f(t):; et calculer VPJM f(r)dt sielle existe.

(t—a)(t* +1)
2) La transformée de Hilbert d’une fonction ¢ est définie par :

o,

— t—u

(HQ)(u)=—VP

Calculer y = Hp puis | = Hy dans le cas ou : ¢(f)=

241
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1) Au voisinage de a, f se comporte comme et n’est donc pas sommable, mais, au

t—a
.. e 1 .
voisinage de I'infini, f(z)~— qui est sommable.
t

Donc, f est sommable sur ]—eo, a — 81] U la + &, +oo[, V g ete, > 0.
En particulier, f est sommable sur ]—eo, a — €] U [a + €, +eo[, V £ > 0.

oo a—¢ +oo
Calculons alors VP_[ F(@)di = lim {j F@) di +J 1) dt}.

—oo e—0" —oo a+é&

En décomposant la fraction en éléments simples, on obtient :

= ! A[ ! ! a jou P

(t—a)i*+1)  \t—a 2+1 1*+1 a’+1

Une primitive de fest: F(t)= A[ln -4 — a arctan t).

Vit +1

Alors, VPr f(@0ydi= lim {F(a—g)= F(==)+ F(4)= Fa-+ )}

— lim {F(a—s)—M—M—F(aJrs)} avec
e—0" 2 2
{ (a+e)+1 }
Fla—€&)-F(a+€&)=A{In |-——5—— —aarctan(a — €) + aarctan(a +£) .
Va—e)+1
Ainsi, lim {F(a—&)— F(a+€) }=0 et VPr £t dr=— 22
e—0" —oo a” +
2) ww=H@w=-ve [ — Y o paprs )
LA e A L I T S
1 oo —u
n(r)—H(w)(t)—;VPj_mmdu.

L’intégration se fait en décomposant en éléments simples :
—u A + Bu+C

(u—t)(u2+1):u—t u?+1

-1
g(u)= ot C=——, A=1tCetB=-A.
" +1
Une primitive de g est :
ju—1

\e/u2+1

+ Carctanu

G(u)=Alnlu—t/+ gln(u2 +1)+ Carctanu =Aln

1 t—¢ +oo
n()=— lim { g(u) du +I g(u) du}
T e-0" oo t+e

= l[G(+oo) - G(—0)]+ 1 lim [G(t—€)-G(t+¢€)|= L _ o).
b3 T e—>0"

2l
Ainsi, | H(H(@))=—¢ | (voir exercice 9.10).




© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

0 e Intégration 1

Exercice 0.8

1
Calculer /= ”Dxdxdy avec D= {(x,y)/x2 sysxs 2}.

1) Dessiner le domaine et intégrer d’abord en y.
2) Intégrer d’abord en x. Comparer les deux résultats.

b 12 xd & 12 2 4 5
) _-[0 x(LZ yj _jo x(x—x7) —19—2.

2) D’apres la figure, x varie soit de y & +/y, soit de y a 1/2 : il faut alors couper le domai-
ne en deux.

y 1/2 =2 _
J. xdx)dy Y e

Va4l evy 172
=[] oo
0 y 174\ Jy

141 ) 1201 y? 5
1:_[ Z(y=y*)d +J — Y ay=— |
, ZOTIY 1/4T8 2 )Y T 1% LA R :

On obtient le méme résultat car on integre une fonction
continue sur un domaine fermé borné et le théoreme de 0
Fubini s’applique, mais ce dernier calcul est plus long.

Exercice 0.9 Calcul d’une intégrale multiple dans le cas ou
I'ordre d’intégration s’'impose

Soit 1= f('[jxsinidyjdx.

1) Tracer le domaine D d’intégration et calculer / directement. Peut-on calculer /
en intégrant d’abord en x ?

2) Calculer [ par le changement de variables suivant : { _
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2 2x
1) Izj —x[cosl} dx —_—
1 X 1y 5k .
2 3 y=2x
:—(cos2—cosl)j xd)C:E(COSl—COSZ). 4r 7
1
3k i
D
2t T
1k 4
0 05 1 1,5 2 25

Comme sin> est > 0 sur D, I:‘” sinzdxdy:”.
X D X D

sin X‘ dxdy d’apres le théoréme de
X

Fubini. On peut alors intégrer d’abord en x mais en vain, car on ne connait pas de primitive

.1 .y
de sin—, a fortiori de sin—.
X X

2) Le domaine D est défini par: x <y < 2xetx e [1, 2]
qui devient apres changement de variables : 1 < v <2et
u € [1, 2]. Donc I'image de D est : A =[1, 2] x [1, 2]. A e
Le jacobien de la transformation est :

ox ox
J dy W v u u [ R PR
du ov

2 2
I=J:[ sinv|u|dudv=j uduxj sinvdy
A i 1

3
=—(cosl—cos?2).
2( )

Exercice 0.10 Critére de convergence dans R?

1) Montrer que, si r= \/x2 + y2 eta>0, ” dx;ly converge si o > 2, diverge
r=a yr
sinon.
2) En déduire le critére de convergence de j J dxioc(ly.
rsa r

1) Posons {x - rcosg . Le jacobien de la transformation vaut :

y=rsin
ox o
J= or 06|_|cos@ —rsin@|_
“|dy dy| |sin@ rcos@|”
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qui

dx dy 2r( pte pdr teo dr
I = J‘IrEa rO! = IO (J‘a r(x)de = 27'[‘[1 ra_]

converge si et seulement si o — 1 > 1 soit o0 > 2.

dx d a d . .
2) I= Jj ay = 271'J a: qui converge si et seule-
r<a r 0r

ment si o, < 2. C 0 > X

Exercice 0.11

Caleuler 1=[[ e dxdy.
X

—o0

En déduire la valeur de J:e_xzdx et de Jm e dx pour a>0.

Remarquons d’abord que la fonction est sommable car elle "
. e . 2 _ 1
est continue en 0, et, a I'infini, on peut écrire : e "< - M
r
(voir exercice 0.10). r
0 [*]

| X

Puisque le domaine est un « pavé » et que la fonction est le produit d’une fonction de x par
une fonction de y, on a :

too o e o oo, Hoo 5 Hoo 5 2
1= J. e (I e’ dyjdx = J. e dy XJ‘ e dx= (J e dxj
0 0 0 0 0

x=rcosf . .
: R : [}

Posons : {y — rsing Alors, le jacobien vaut :
. . . b4 ¥3
J = r et le domaine devient : A=R X[O,E}. 2

A
,

0

2 e
/2 oo _ T
D’ou: IZ.” e_rzrdrdezj. dHXI re_rzdrzn[ ¢ :l =£.
A 0 0 2 2 4
0
+oo 2

oo, T e ] J. e*a"duzl
,J e dx—«/I—T, et,en posant: x=uva |} 2\ a
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Exercice 0.12

1
Calculer [ = HD( S g drdy avee f0)=—— Ly ()
a TNl—x

g(y)= ye‘yz/ 2]1.m (y) etD(a) = {(x,y) xy <a} avec a> 0, en faisant le change-

. . t
ment de variables suivant : x=— ety =u.
u

D(a) est le domaine hachuré mais, compte tenu

des valeurs de f et de g, on integre en fait sur
D'(a) = {(x,y)/ xy < a, x| <1,y >0} (en grisé) et
fg est sommable sur D(a).
Le jacobien de la transformation est :
ox oOx
— — |1 t
J=|ot 8u:; ==
O T
ot du
et I’image de D’(a) est :
A(a)z{(t,u)/ t<a <1, u>0}
u
u
soit : A(a) = {(t, w) / |t| < u, t < a}. N
A(a)
u =l
of !

2 2
eV /2 a teo ol /2
Alors, I(a):J.j y,—zdxdyzj _[ o du far
D'(a) g\J1—x —o\ il U —t
On integre d’abord en u, sinon il faudrait couper le domaine en deux sous-domaines et I’on
pose : vZ=u?—r2. Douvdv=udu et

a oo V212 a
I(a)=J o2 J' ¢y ldr=— _[ e
—oo 0 V4 N2 J—eo

- T 1 'z
en utilisant J‘ e dx==_I—.
0 2V a

I(a) est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
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Exercices d’entrainement

0.13 Les majorations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

D | rea- [ rean <[ oo ax

12 1 1/2 1
2 |[ " fooae-| /Zf(x) an <|[ Feoaad|f| reas

3) j Fd| = | max f(0dx

axea

0.14 Etudier la sommabilité des fonctions f suivantes sur les intervalles précisés et cal-
culer les intégrales qui convergent (notées /).

1
1) (2 + ¢+ 1)e7? sur [1,4o0] 2) —surR
cht
3 (- D Bsurly =[12[ et ] =[2.4c] 4) — sur [1,+oo[
et -1
5) L sur [0, +oo] 6) 1 sur [0, +oo]
A+1%)° ’ (1+1%)? ’
7) 2L sur 10.1] 8) M Gur [1,oof

(1+71)
0.15 Les fonctions suivantes sont-elles sommables sur les intervalles considérés ?

of 51 5]
COSs| —t COSs| —t
2 ) sur [0, 1] 2) —2 7 qur 0,11

(1_ )3/2 32

sint

3) sur ]0, 1] puis [1,4oo[ 4) arctan; sur ]0, 1] et [1, +oo[

|1|

5) sin% sur 10, 1] et [1,+oo[ sur J1,+oo[ et 1O, 1[

—rt?

0.16 Montrer que t"e est sommable sur R, V n e N.

+oo

Soit 1, ='[ "™ dt. Calculer I, sachant que I, = 1.

—oo

0.17 Etudier la convergence et la convergence en valeur principale des intégrales sui-

vantes :
1 dt 1 dt L t+2
-1t -1t -1t(t+3)
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0.18 Calculer les intégrales multiples suivantes (calcul direct)

11=”Ddxdy avec D={(xy)/0<x<1,0<y<l,x+y>1}
Izz” lzdxdy avec D= {(xy) /2 <y<dx,x<1)}
DX

13:.”‘ xdxdy avec D ={(x,y) /0<x<2,-1<y<1,0<x+y<1}
D

2 06
I =J (J e’ dx)dy
0\ Y3y
dxd . . .
I :J:[ —yz Pour I5 , intégrer 2 fois : d’abord en x, puis
R'xR* (1+y)1+x7y)

+° lnx
0o x*-1

d’abord en y. En déduire la valeur de J = dx

s =” dxdydz avec D = {(xy.2) /x> +2y2 <z < 1-)?}
D
0.19 Calculer les intégrales multiples suivantes en faisant le changement de variables
indiqué.
I, = J:[ - e—(X+y)(x+y)”dxdy enposant: x=uet y=v —u.
X

I, = ‘U e W) cos(t(u® +v?))dudv. Poser JU= Vo cosf
xR v=+msinf

I3:j-[ X—-y dxdy o D={(x,y)/0<y<ux,y<1-x}
Dl+x+y

Poser:x—y=u,x+y=v.
0.20 Critere de convergence dans R3

. | dxdyd
1) Montrer que, si r=\;‘x2 +y2+z2 et a > 0, HI # converge
r=a r

si o> 3, diverge sinon.

2) En déduire le critere de convergence de IJ. j &5(&
r<a r
Réponses

0.13 1) Faux : I'inégalité est du type |a — b| < |a + b| qui est fausse (il suffit de prendre a = 3 et
b =-5). La majoration correcte est :

+

J'Olﬂx) ar- | T dx‘ < ‘ jolﬂx) dr

ff(x) dx‘ < jjf(x)l dr
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0.14

0.15

2) Faux : I’inégalité est du type |a — b| < |a| — |b] qui est fausse (il suffit de prendre a = 3
et b =—15). La majoration correcte est :

+

12 1 12 1 1
UO £ du— L/zf(X)dx‘$Uo F(0) dx jl/zﬂx)dx‘sjolf(x)ldx

1
3) Faux : il suffit de prendre fix) = x — 1 sur [0,1], alors J f(x)dx
0

1
=— et
2

1
J max f(x)dx =0. La majoration correcte est :
0 x€[0.,1]

b b
['reoad= [ max rola= ma o -0

1

s si ¢ grand ). Ecrire la primitive sous la

1) f est intégrable (e’ <

~

forme : P(f)e~2 ol P(f) est un polyndme de degré 3 dont on détermine les coefficients en
dérivant et en identifiant (on a : P’(t) — 2P(1) = 2 + t + 1 V 7). On obtient :
I=-P1)e? = 2,2,

8
2) fest intégrable (utiliser ell > /2 si r grand) et I = 7 en posant u = .

3) festintégrable sur /| (et [= % ) mais pas sur [, .

4) festintégrable (comparer a ti" ). Poser t = chu, alors, = %
5 1
5)Poseru=1+ 1, I=E.
6) Poser t =tan6, I = %
1 .
7) f~— en0 et n’est donc pas intégrable.
t

1
8) fest intégrable (0 < f(t) < o V a > 0 quand 7 est grand, prendre o = 1/2). En inté-

grant par parties, on a : / = In2.

T

2J1-1

1) Oui: f(1)~ quand 7 est voisin de 1, continue en 0.

1
2) Non : f(t)NﬁT en 0.
. 1 T
3) Non sommable du tout : la fonction se comporte comme " en O et, a I'infini, est supé-

-1
. . € .. .
rieure a e (utiliser — 1 < sinr < 1)
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0.16

0.17

0.18

0.19

0.20

4) Oui sur ]0,1] (intégrer par parties), non sur [1,+oo[

(utiliser :  lim X arctanl =1).
X—+oo X
5) Oui sur ]0,1], non sur [1,4eo[ (poser t= l dans I’intégrale).
u

oo
6) Sur [1,+oo[, poser u = Inz. Alors, 1 :I uPe=dy qui converge sia.>letB>—1et

+w1
sur ]0,1], poser t_—, alors 1= j I du quiconvergesio< letf>-letsia=1,
u

poser u = Inz : la fonction 2 intégrer devient uP qui est sommable en +co si B<—1,eten0
sip>-1.

_T T
e 2 <Me 2 quiest sommable sur R.

ﬂtz
) _r
e | =t"e 2

n-1 Qp-1)2p=3)...1
I = 1 ) et Il 0=>12p (27[)” . 12p+1:0.

n 27r n—.

1d
I, ne converge pas mais converge en valeur principale, VP| —=0.
! -1t

bdr 2
Pour I, , pas de convergence du tout ( VP-[172 = }:1_%(_2 + E) ).

T (t+2 In2
Pour I5 , on a seulement : VPJ‘ ( ) dr = n—.
—11(t+3) 3

— (airede D) ; I, = % (intégrer en y d’abord) ; Iy = % (couper le domaine en deux)

7 -1 . .
;I = ¢ p (permuter 1’ordre d’intégration) ;

15:% (intégrer en x d’abord, puis r=./y) et si lon intégre en y d’abord,

Is=2Jdou J= % 3 I = 27?3 (intégrer en z d’abord puis en (x,y) sur I’intérieur de 1’el-
N
lipse : 3y2 +x2 < 1).

L=+ 1)!=T(+2); Izzﬁ; @:%.

X =rcosgpcosf
1) Passer en coordonnées sphériques : {y = rsin@cos@
z=rsinf
dr

rafz

06(—%,%), 0 e (0.21), U] = cosd, I = 47rJ‘

2) o< 3.
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Chapitre 1
Espaces !, L’ et convergences

RAPPELS

« L'(I) désigne I’espace vectoriel des fonctions sommables sur I'intervalle I,
borné ou non. Il est muni de la norme || f|; = / |f(@)|dt et || f]l1 = 0 implique
1

f = 0 presque partout (en abrégé pp ).

« L*(I) désigne I’espace vectoriel des fonctions dont le carré du module est som-

mable sur /. Il est muni de la norme || f|, = ./ f | f (t)l2 dr, associée au produit
I

scalaire

(f.g) = /I £ dr.

« Inégalité de Schwarz dans L(]) :

IKF8) < 1 fll2 llgll2 (R1.T)

<\/f|f(t)|2dt\//lg(t)|2dt
1 1

e Sil =[a,b] estborné, L>(I) C L'(I) et

c’est-a-dire

/1 f(g(t)dt

Iflh <~Vb—allflla<vb—asup|f(D)l (R1.2)

tel



20 Mathématiques du signal

* Convergence d’une suite (f,),cn de fonctions vers f lorsque n tend vers +00 :
— ponctuelle : f, () —+> f (@) pour chaque ¢.
n—-+00

— presque partout : f;,(¢) - f(t) pour presque tout ?.
n—+0oo

— uniforme sur [ : sup | f,(t) — f(t)] — O.
rel n—+00

* Convergence dans L'(I) ou L3(D) : || Jn— [ —+> 0 avec la norme appropriée.
n—+0oo

Pour L?(I), on dit aussi convergence en moyenne quadratique ou au sens de
I’énergie.
* Propriétés :
— Conv. uniforme = conv. ponctuelle = conv. presque partout.
— Si une suite (f,;) converge uniformément vers f sur [ :

—si les (f;;) sont continues, alors f est continue. (R1.3)

—/Ifn tendvers/lf.

— Si une suite ( f,,) converge ponctuellement vers f :

si la suite des (f,) converge uniformément vers g, alors g = f'.  (R1.4)
— Pour I = [a,b] borné, on a, d’apres (R1.2) :

conv. uniforme = conv. dans L2(I) = conv. dans L'(]). (R1.5)

Exercice 1.1 Exemples de fonctions de L' ou L2

Pour chacune des fonctions suivantes, trouver des intervalles sur lesquels f appar-
tient 2 L! ou L2 ou aux deux.

1 .1
1) f(f)=m 2) f(f)=smt—2 3) fity = (1 + et

. o . . ot dt
Pour chaque fonction, on utilise la comparaison avec les intégrales de référence |—- et
t

J—(b dr z (cf. RO.1 et RO.2) et on rappelle que fe LP(I) si L|f (n|"d a une valeur finie,
-1

ici p = 1 ou 2. D’autre part, on ne spécifiera pas les intervalles fermés bornés sur lesquels f
est continue et fe LI(I) n L2(D).
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1) fest définie sur R\[- 1,+ 1].

N 1
A Tinfini, | f(t)|~t—2 donc sommable.

Au voisinage de — 1=, |f (1)~ 577 hon sommable.

1
V2t +]

1
———77 sommable.
242t -1
Donc, fe Li(—eo, — 1 —a) U LI(1, 4+00) V a > 0.
Pour I’appartenance de fa L2, on étudie la sommabilité de f2 :

N 1 1
A linfini, f 2 (t)= —~t—4 qui est sommable.

t+1)* @ -1)

En 17, |f(t)|~

Mais fz(t)~ T en— 1" et fz(t)~

1 1
en 1* qui sont non sommables.
2le+1] 8(t—1)

Donc, fe L3 (—oo, — 1 —a) U L*(1 + a, +o0) ¥ a > 0.
2) fest définie sur R* et paire, doncfe LP(R) équivaut a fe LP(RY) (p =1, 2).

1 oo oo |s1n u|
En posant ¢ = T ,ona: I sm dt —J. du qui converge (cf. exercice 0.4).
u 0

. o] 2 oo sin2 u . . R
De méme, sin—- | dt =— ———du qui converge car la fonction que 1’on intégre
0 1t

2Jdo uu
tend vers O quand u tend vers O et est majorée a I’infini par MS% qui est sommable. Donc,
fe LI(R) N LAR).
3) Le domaine de définition de fest R*. A Iinfini, | f (t)|~t2 qui est non sommable. Quand
r—0, %e —oo, et f{t) — 0 mais, quand r — O+, |f(1)|~e"" >% qui est non sommable.

Donc fe Li(—a, 0) V a >0, et comme f(f) = e*(1 + 1*)2, on a aussi : fe L*(—a, 0) V a>0.

Exercice 1.2

) t+1 si —1=sr<0 .
Soit g(t)= =t si 0<r<l et 0 sinon.

1) Faire le graphe de f, (1) = g(ni). Etudier les convergences ponctuelle, uniforme
sur R, et en moyenne quadratique de la suite {f, }.

2) Méme question pour f,(t)= g(i).
n

3) Mé€me question pour f () = g(¢ — n).
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nt+1 si —1sm<0

1) f,(0)=<1-nt si O0smr=<I1 1
. f"l
0 sinon
101 a !
n n
) 11
Donc f, n’est non nulle que sur |——, —| .
n n

La suite converge ponctuellement vers f(f) = 0 si # & 0 et f{0) = 1. En effet, pour tout ¢ non

. . 1 .
nul, il existe N tel que, V n = N, fn(t) = 0 : il suffit de prendre N>— . Les fn étant conti-

I
nues et f discontinue, la convergence n’est pas uniforme sur R (¢f. R .3). Par contre, sur tout
intervalle 7 du type [a, +oo[ ou ]-eo, — a] ou a > 0, on a la convergence uniforme

car sup|f,,(t)—f(t)| = f,(a)=0 pour n assez grand.

tel

Si la suite converge en moyenne quadratique, la limite est nécessairement f, c¢’est-a-dire 0
presque partout. Alors, puisque fetf, € LYR) :

I, -/ =U+°°|f (r)—f(r)lzolr)”2 =(2jl/"<l—m)2dr)m:\ﬁ et 1f, ~fll, tend vers 0
" 2 e 1 0 3n " 2

quand n tend vers I’infini. La suite converge donc dans L2(R) vers 0.

t . t
—+1 si -1=—<0 L
n n
t . t S
2) f,)=91—-— si Os-—-<=I
n n | . _
0 sinon —-n 0 n t

La suite converge ponctuellement vers f(f) =1V € R : en effet, /,(0) =1 et, pour tout  non
1

n

nul, il existe N tel que, V n = N, f,(t)=1- (il suffit de prendre N > |7]). Donc,

lim f, () =1.
n—seo
La convergence est uniforme sur R si

suplf, (0= (1) = 0.

Or, f,(0) = fit) = f,(1) — 1 et Su£|fn(t)—f(t)| =L

Donc la convergence n’est pas uniforme sur R.
. a e e
Mais, sur I = [- a, al, sup|f,,(t)— f(t)| =— tend vers 0 quand » tend vers 'infini etil y a
tel n

convergence uniforme sur /.

La convergence en moyenne quadratique ne s’étudie pas, car f ¢ LX(R).
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t—n+l si —-1<t-n<0
3) f,()=yn+1-t si O0st-n<I1 1

0 sinon

La limite ponctuelle de la suite est la fonction
fidentiquement nulle : en effet, pour chaque 0 4
t fixé et n assez grand (soit n > t + 1),

Ju(®=0.

Mais, la convergence n’est pas uniforme sur R car sup| f@—f (t)|= 1, ne tend donc pas
teR

T
n+1

0
'
'
'
'
'
'
'
T

n

vers 0 quand n tend vers I’infini.

On constate que la convergence est uniforme sur |-, a] quel que soit « fini car, si n est assez
grand, f, est nulle sur cet intervalle.

Pour la convergence en moyenne quadratique, f et f, € L(R) :

-1 = ] lro-sofa=[" a-mar=[" ¢ wau

expression indépendante de 7, finie et non nulle. Donc ||f,, - fIl, ne tend pas vers O etil n’y
a pas convergence en moyenne quadratique des f, vers f.

Exercice 1.3

| \Nn
Soient les suites de signaux f, (1) = It +l et g,(t)= (1 +£) oute [0,1].
n

\'on
Examiner les convergences ponctuelle, uniforme sur [0, 1], et dans LZ(O, 1) des sui-
tesf,etg,.

1) Pour ¢ fixé, lim f,,(t)=f(t)=\f‘?, etf etfe L%0,1).
n—oo

/t+l—\/?
n

- o S . . 1 [1
tipliant par la quantité conjuguée puis en utilisant t+—= _|—. Donc
n n

1/n
= m = \_ﬁ V t € [0,1], majoration obtenue en mul-

I, (- f@)=

te[0,1] \n
vers fsur [0, 1].

1 . .
0= sup | 1, () — f(t)|$7, sup | [, ()= f(t)| j 0 et la suite converge uniformément
1€0,1] n—seo

! 1
|| fo—f ||§ = j0| f(O=f (t)|2dt =< — en utilisant I'inégalité ci-dessus, d’ou la convergence de
n

la suite vers f dans L2(0, 1).
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2) g,0)=1et limg,(r)=lim eI+ - fim o!/N" =1 sit = 0 en utilisant In(1 + )
n—oo n—oo n—oo

~ u si u est petit. Donc, la suite converge ponctuellement vers la fonction g définie sur [0,1]
par g(¢) = 1.

. t N
Pour la convergence uniforme, comme 1+— croit avec ¢, on a :

n
ND)
(1+1) -1
n

=(1+1]\ ~1=g,()-1.
n

sup |gn - g(t)| tend vers 0 quand 7 tend vers +eo puisque g, (1) tend vers 1.
1€[0,1]

sup |g, (1) — g(t)|= sup
t€[0,1] t€[0,1]

Donc la suite converge uniformément sur [0,1] vers g.
Pour la convergence dans LZ(O,l), on a, puisque g et g, € LZ(O,l) :

(1SS ||gn - g"; = Iol|gn (- g(t)|2dt < (sup |gn - g(t)|)2 d’ou, quand n tend vers l’infini,
1€[0,1]

llg,, — &ll, — O et la suite converge dans L%(0,1) vers g. (cf-R1.5)

Exercice 1.4

2 2
Soit la suite de fonctions f,(t)=n%e™" (=27

1) La suite converge-t-elle ponctuellement, uniformément sur R, et dans LXR) ?

.. teo 2 q‘;
On utilisera J. e dt= =

—o0 'a

2) Pour quelles valeurs de o a-t-on : limJ S, ()dt :J lim f,(x)dt ?
n—>o0 R Rn—)oo

1) fn(2) =n% donc lim f,(2) vaut 1 si =0, 0si o < O et n’est pas définie si o0 > 0, et,
n—oo

pour t # 2, lim f,(#1)=0 V o. Ainsi, la suite ne converge ponctuellement sur R que si
n—oo

o < 0. La limite ponctuelle vaut 0 si o0 < 0, et 0 sauf en 2 ou elle est gale a 1 si o0 = 0.

Mais, V a, la suite converge vers 0 presque partout.
Etudions la convergence uniforme sur R quand o < 0 :
1,0 = f) =f (1) sauf sit=2 et o =0, car alors f,(2) - f(2) =0.

Pour évaluer sup| (= f (t)|, on dérive donc f, :
teR

£t ==2n"(t=2)e™ D" g annule pour £ = 2, lim £,()=0,
t|—o0
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et alors sup| [, —=f (t)| = £,(2)=n% qui tend vers 0 quand 7 tend vers I'infini seulement si
teR

o < 0. D’ot la convergence uniforme pour o < 0.
Pour la convergence dans L2(R), I, € LXR) et f=0 presque partout :

2 Foo 20 A2 oo 99 T /; -
"fn—f”2 :J._ n2ae 2n°(1-2) dt:n2(xj_ e 2n“u du = _2n2a _ “‘_nza 1

, . . 1
et I’expression tend vers 0 si o < 3

oo
2) Onadonc lim f, =0 presque partout quel que soit o et J. lim f,(¢)dt =0 alors que
n—oo

—oo N—>o0

Feo 20 2 oo 22 T e . .
J. n%e 7D dtzno‘J. e du= |—=n"=~mn"" quine tend vers 0 que si o < I.
—o0 —oo n

On n’a donc I’égalité que si o0 < 1.

Exercice 1.5

: . . I 5 5 :
Soit la suite de fonctions f,(¢) = —p\/n2 - tzﬂ,[_n,n](t). Examiner les convergen-
n

ces uniforme et au sens de I’énergie de la suite pour p =2 etp = 1.

) . ! 2
Sip=2.f,€ L*R), f(t)=1lim f,(r)= lim = I, (=0
n—oo n—oo N n ’

1
sup|f, (1) — f(1)| = £,(0) == tend vers 0 quand n tend
n

(R 1/n,
vers I’infini et il y a convergence uniforme sur R. ny<n,
1/n
2 1 n 2 2 4 2
1= == [ o =tyar=— . .
n" J-n 3n t
—n, -n; 0 n n,

tend vers 0 quand n tend vers +oo et la suite converge
dans L%(R) vers 0. y

2
Sip=1, f,@®= l—t—2 sur [- n, n] et ﬁ_lv
n

f(®)=1lim f,(t) =1 partout. - A —
n—yoo

-n, -y

1 sur |— oo, —n[U]n, +oo[

o= fol=q, |7

1-—  sur[-n,n]
n
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Donc, sup| [ () — f(t)|=1 et la suite ne
teR

converge pas uniformément sur R.

La limite fn’étant pas dans L(R), iln’y a

pas de convergence au sens de 1’énergie.

Exercice 1.6

Soit la suite de fonctions définies par : f, (¢) = (sinz)" ll[o,n](t), ne N.

1) Quelle est la limite ponctuelle f de cette suite ?

2) Y a-t-il convergence uniforme sur R ?

3) Y a-t-il convergence en moyenne quadratique? (Indication : on peut calculer
I'intégrale par récurrence et utiliser la formule de Stirling : n!~n"e™ \%

valable si n grand.)

) f(m2)=1,et @) — 0 si t;t%, car [sinf| < 1, donc f est nulle sauf en 7/2 ol elle
n—>co

vaut 1 : elle est donc nulle presque partout.

2) La convergence n’est pas uniforme sur R car les f, sont continues mais pas f (cf. R1.3).

2 L L. T . . - _
3) ||fn —f||2 = J.o (51nt)2”dt =1I,. En écrivant [, = Io 31nt(s1nt)2" 'dr eten intégrant par

parties, on obtient: I, = 2n-1 I, ,.Soit I, = (2n-D@n—3)....3.1 1, avec [y =m et donc
2n 2n(2n—-12)....2
1)
n 22n (n!)Z

. . T . .
Avec I’approximation de n!,ona: I,~ /— quitend vers O quand n tend vers l'infini. La
n
suite converge donc en moyenne quadratique vers 0.
. o T2
Remarque. On peut aussi montrer que /, tend vers 0 ainsi : d’abord, [, = ZI (sint)“"dr
0
puisque sin(m — u) = sinu et on découpe I’intervalle :

T

E_g ua 2n
I,=2 JOZ (sint)¥"dr + '[,2,2_8 (sint)?" dt] < 2{(5111(% - e)) (g - sj + e}
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. . . (T N
en majorant sinf par k = sm(; - 8) <1 dans la premiere intégrale et par 1 dans la seconde

et la quantité k2"(5—8)+8 est aussi petite que I'on veut car k2" — (0. On a :

n—seo

Ve, 0= lim I, < 2¢ avec € aussi petit que I’on veut.

Donc I,

n—oo

— 0 quand 7 tend vers I’infini.

Exercices d'entrainement

1.7 Pour chacune des fonctions f suivantes, trouver des intervalles sur lesquels f appar-
tient 3 L! ou 4 L2 ou aux deux.
1 1 1
1) —5— 2)In|1-— 3) arctan- 4) |1 "B
Wit -1 ( NG ) t d
1.8  Etudier les convergences uniforme et en moyenne quadratique des suites Iy
1) n 2) n’sinzntlly | (1)
a(l+n’%) )
1-¢™" 1 1
3) e—,O en 0 4) arctan ,0en ——
t 1+nt n
t
5 —1 t).
EAE
2
1.9  Soit la suite de signaux f,(H)=rte " .
1) Examiner les convergences ponctuelle et uniforme sur R.
2) A-t-on : lim f,(¢) =i[lim RGN
n—oo dl‘ n—oo
1.10 On suppose que les suites {f } et {g,} convergent dans L2(I) vers f et g respective-
ment, pour tout intervalle /.
A-t-on lim f, +g,=f+g et lim f,g, = fg dans L(I)
n—oo n—oco
Réponses

1.7 1) Domaine de définition : / = |—oo, — 1[ U ]1,4oo[. f étant impaire et fZ paire, on raisonne

. 1 e .
sur ]1,+eo[. Au voisinage de 1, f(t)~——— et al’infini, f(t)~l2 d’oufe LY(I) mais
t

N2+t =1

fe LXD.
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2) Domaine de définition : |1, oof. A Uinfini, |f(z) |~L non sommable et, en 1, si I’on
AT
(1= ar~ [
oser=1+x, J nl-— t~J n— ui converge.
P 1 ( t j o 2 q &
Donc, fe LI(1, a) V a borné. On a de méme, fe L*(1, a).
. n
3) Le domaine de définition est R* et, f étant impaire, on raisonne sur R*. }g% f)= EX
et, a I’'infini, f(t)~l non sommable. On a donc seulement f e Ll(— a, a) V q fini. Par
1
contre, a I’infini, fz(t)'vti2 et fe LAR).
4)
a<-1 a>-1 a<-1/2 a>-1/2
B>0 LYR) LY(R)
B<0 LY(RY) L2(R™)
B=0(@@>0)| Ll(a,+=) LY(-a, a) L2(a, +o0) L3(—a, a)
L(~e0, —a) L*(—eo, —a)
1.8 1)f, — OsaufenOouiln’y apas de limite. Il n’y a donc pas convergence uniforme sur

R. En posant u = nt, || f=f ||2 =c+/n avec c constante non nulle, donc pas de convergen-
ce dans L2(R).

11
2) D’abord, lim f, =0 car [— —,—} —{0} etf,(0)=0,etf, LX(R).
n—eo nn

Mais la convergence ne peut étre uniforme puisque

1
sup| VAOGEN (t)| = f"(Z_n) =n’. Pourla convergence dans L3(R) :
teR

5 oo 2 4 +1/n .2 3 . .
1= £ = [ 1o ro] de=n L/n sin? nt dr=n’ (en linéarisant).

Donc, la suite ne converge pas dans L%(R) : on verra qu’elle converge au sens des distribu-
tions.

1
3) f(t)z; et 0 en 0. f, continues et f discontinue impliquent : pas de
convergence uniforme sur R, ni dans LX(R) d’ailleurs car f ¢ LA(R).

4) f, est discontinue, f,(0)= % fest nulle sauf en 0 ou elle vaut %

sup| S, = f (t)| = % donc pas de convergence uniforme sur R.
reR
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1.9

1.10

fi)~—= £, e Z(R)
o nt

2 oo 2
) dt=lJ. (arctanl) du=S< etc#0.
ndo n

u

Ut sl =] vt
2 J. 1+nt
d’ot la convergence dans L2(R) vers 0 presque partout.

5)1,(0)=0et, sit# 0 etn assez grand (tel que T, £,() = 0. Donc, la limite f est nulle
n

. | B
et la convergence est uniforme sur R car sup| - f (t)| =— qui tend vers 0.
teR n

T/n 2 2
||f,, - f||§ = 2-[) (%j dr = % et la suite converge vers 0 dans L2(R).

1) £,0)=0, et f,(2) = 0 sit#0,donc la limite ponctuelle f est nulle partout.
n—>c0

La convergence est uniforme sur R : En effet, f, — f = f, a pour dérivée

- . . . 1 1
fi=e n a- 2nt2), fonction paire qui s’annule en —— eten — ——.

\/27’! \/2}’[
-1/2

puisque la fonction tend vers O quand ¢ tend

1 e
Done. suplf, (1)~ £(1)= f(ﬁj = Jon

vers 1’infini.
2) g, (= [f(t)= e (1-2n1%) et g(t)=1limg,(r)=0sit +# 0, 1 sinon.
n—oo
La convergence n’est pas uniforme puisque la limite est discontinue alors que les g, sont
continues. De ce fait, on n’a pas : g(¢) = f'(t) (¢f. R1.4).
Vrai pour la somme, faux pour le produit.
If, + &= F+ DN < IIf, —fll + llg, — gll et + g € LAR).
fe LX) et g € LX) = fg € LYUJ) d’apres I'inégalité de Schwarz. Par exemple, si
1 .
f= Py et g =, alors, fe L2(0,1) et g € L2(0,1). Mais fg ¢ L%(0,1).

Ona : fge L\().
La convergence a lieu dans L) car :

/8, — 12l =< I, lallg,, — &lly + lglllfy, = f1 -
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Chapitre 2

Orthogonalite,
projections dans L’(/)

RAPPELS

e Produit scalaire dans L2(1) : (f.g) = /f(t)%dt.
I
Propriétés : — linéarité : (af + Bh,g) = o(f,g) + B(h.g)

—(f.8) = (g.f). donc (f,ag) = a(f.g)
—{fif) 2 0et(f.f) =0= f =0 dans L*(])

* Norme associée au produit scalaire : || f|| = // |f(t)|2dt =V, f)
I

- Deux fonctions f et g sont orthogonales si leur produit scalaire est nul. Alors,
If +gl*> = 1f1” + llgll> (Pythagore).
* La projection orthogonale f d’une fonction f de L2(I) sur un sous-espace
vectoriel fermé F engendré par la famille de fonctions orthogonales
(©0,P1:902,- - - ,p,) est égale a :

k=n
fO =) ap) on = oon), (R2.1)
=0 oo

C’est la meilleure approximation de f par une fonction de F.
C’est, parmi toutes les fonctions g de F, celle qui rend minimum la quantité

ILf - gll.
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Puisque f — f est orthogonal a f, lerreur d’approximation vaut :

B B B k=n 2
If = FIP = 1F17 = 171> avec ||f||2=ZM- (R2.2)
k=0 ”@k”

* Exemples de bases :
— base orthogonale dans L*(0,7) :

27t . (27t n2mt . ([ n2nt
l,cos|{ — ) ,sin{ — ] ,...,cos ,sin e (R2.3)
T T T T

— base orthonormée dans L?(—1,+1) : les polynémes de Legendre
/ 11 Ja , "
P,(t) =,/n+ 2 7] @((t - D" (R2.4)

Exercice 2.1 Rappels : projections dans R>

1/+2 1/+/2
Soient f; , f, , f; trois vecteurs de R? tels que fi=| 0 |, f=| 0 |,
/72 -1/~2

0
= [IJ On rappelle que le produit scalaire de deux vecteurs u et v de R3 de com-
0

uv;

posantes u; et v; dans la base canonique vaut : (u,v)= ) w;.

M-

i=1

1) Montrer que f| , f, , f5 sont orthogonaux deux a deux et normés.

2) Soient F I’espace engendré par f, et f3 FL={ve R¥/vLu¥ ue F} son ortho-
gonal. Décrire succinctement ces espaces.
1

3) Soit u= [2] Quelles sont les projections uy de u sur F et u,. sur FL?
3

Vérifier la relation de Pythagore.

1) En appliquant la définition, on obtient : < i f]> =6;; symbole de Kronecker, qui vaut 1
sii=j,Osinon,et]||fjl=1Vi=1a3.
a2 ]

2)F={ve R¥/v=af,+Bfy}soit v=| S
—af~2
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Et, si x, y, z sont les composantes de v, I’équation x + z = 0 définit F. C’est 1’équation d’un
plan. FL est la droite engendrée par fi : C’est ’ensemble des vecteurs qui s’écrivent : v =
o f , et si les composantes d’un tel vecteur sont x, y , z, alors on a : x = z, y = 0, équations
qui définissent la droite FL.

3) D’apres (R2.1), u est définie par :

-1 2
up ={u, fo) o+, f3) 15 :_\%fz +2f; :(%J et up. =(ufi)f; :%ﬁ :[8} et la

relation de Pythagore est vérifiée puisque upLlu., .

Eneffet, Jup[” + |, | =6+8=[uf =14.

Exercice 2.2 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

On considere I’espace vectoriel L*(—1,1) muni du produit scalaire :

1
(f.8) Z/lf(X)g(X) dx

1) a) Construire une suite de polyndmes p; 2 a 2 orthogonaux avec i = 0,1,2
de sorte que le degré de p; soit i et que le coefficient du terme de plus
haut degré soit égal a 1. On a donc po(x) = 1. Calculer p;, puis ps.

b) Expliciter les polynomes P; proportionnels aux p; et de norme égale a 1.
Vérifier que ces polyndmes sont ceux de Legendre définis par (R2.4).
¢) Généralisation : connaissant pg, py,. . . , Pu—1, calculer p, par la formule :

j=n—1

Pa(x) =x"+ > pi(x)
j=0

2) Déterminer la meilleure approximation au sens de la norme de L*(—1,1) de
la fonction f (x) = e* par une fonction polynomiale de degré n . Si on note
Jn cette approximation, on a, dans la base orthonormée précédente et d’a-
pres (R2.1) :

Ju(x) = i a;P;(x) avec a; = (f,P;)
i—0

a) Calculer a; pour i = 0,1,2. En déduire les approximations fy, fi, f> de
I’exponentielle successivement par des polynomes de degré O, 1 puis 2

dans L%*(—1,1).
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b) Calculer || f — fn||2 en fonction des a; et de || f ||2 . En déduire, pour
chaque approximation, I’erreur relative || f — f;, ||2 /I f ||2 .
¢) Faire 3 figures avec, sur chacune, le graphe de y = ¢* et respectivement
les graphes de y = fo(x) , y = f1(x) ety = fo(x).
3) Faire de méme avec f (x) = sgn(x)l[—1 11(x) en prenant des polyndmes de
Legendre de degrés < 5.

1) a) On pose pi(x) =x +a et pr(x) = x% 4 bx + ¢ et on détermine les constantes par
(Posp1) =0, (po, p2) =0 et (p1,p2) = 0.

«

On obtient (sachant que, pour g impaire et sommable sur [—a,a], g(x)dx =0):
|
f l.x +a)dx =0 <— 2a =0
—1
! 2
/ 1.x24+bx+¢)dx =0 = §+O+2c=0
—1
! 2
/ x.(x* +bx+c)dx =0 — ;b =0
—1
1

Onadonc:py(x) =1,  pi(x) =, Pz(x)=x2—§

Ces 3 fonctions polyndmes forment une base orthogonale de 1’espace vectoriel des fonctions
polynomiales de degré inférieur ou égal a 2.

pi(x) 2
—, avec || p;l
I pill

b) Les polyndmes P; sont définis par : P;(x) = = (pi,pi)

1
Ipoll® = / ldr=2

1

1
2
||p1||2=f_1x2dx=§
! 1\? 1 2 1 8
2 2 1 _ 4 < 2 7 _°
||P2||—/_1(X 3>dx /_l(x 3x+9> =

. 1 3 5, 1
dOu:P()(.x)ZE, P](.X)Z ix, PZ(X)Z g(x —§>

¢) Les n conditions (p,,px) = 0 pour k = 0,1,2,...,n — 1 s’écrivent :

(X", pr) 4+ ok (pr,px) =0

(x", pr)
Il pel?

car (p;j,px) =0pourj # ketona:a,; =— d’ot p,.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

2 * Orthogonalité, projections dans L2(l) 35

2) a) Calculons les a; = ( *UP;) etles f;:

ap = / - ( )
=/ ex\/jxdx=26_l\/§
LA G4

fo(x) = ap Po(x) =

_sh(l) ~ 1.1752

1 -l

Six) =ap Py(x) +a; Pi(x) = + 3¢ 'x &~ 1.1752 + 1.10364x

15 1
£ (x) =ag Po(x) +a; Pi(x) +ax Po(x) =sh(l) +3e 'x + (e —Te™ ) 2 <x — g)
~ 0.99629 + 1.10364x + 0.53672 x>
Si on utilise la base des p; qui est orthogonale mais pas normée, on a alors

i=n (

=Y ﬁp’j? pi(x)

i=0

ce qui évite d’avoir des racines carrées dans les calculs.

b) Lerreur || f — f,|° correspond en traitement du signal soit a 1’énergie soit a la puissance.
Ona:

If = full® =<f—i a; P, f—i aiPi>
i=0 i=0
=fI* - <f,12n: aiPi> <Z P f>+<lz aiPi,li CliPi>
i=0

=0 i=0 i=0

=I/17 = ZZa, (f.Pi) —i—ia =IfI? - Za

On retrouve (R2.2) : | £1I> = || f — full> + | £ull> . On calcule donc :

1 2 2
||f||2=/ (¢ ar = £S5 = n2 = 3.62686
-1

1 1
ag=-('—e Y =_(?—2+e¢ %) =ch2— 1 ~2.76220

al =4e?Z =6e7% ~ 0.81201

, 4502 14
o 3 3

2
5
Ze— —e-1> = 5(e2 — 144 49¢72) ~ 0.05121
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If — foll> = sh2 — (ch2 — 1) ~ 0.86
If— AP = I —ad —a} ~527 x 1072
If = fal?> = 1f1?—a2 —a? —a? ~1.44 x 1073

Les erreurs relatives sont donc :

. 2 . 2 . 2
If =0 o0y WA oo =B o
Il A1l £l

L’erreur relative en norme L2 est dans le dernier cas W =V4 x 1074 ~ 2%.
¢) Graphes

3 3 3

e

2,5 P y =fo(x)

2
1,5

1
0,5

"
2 0 1 9 0 1 91 0 1

3) a) D’apres (R2.4), P, est de degré n, Py est pair et P41 est impair.

1
Comme a; = (f,P;) = / f(x)P;(x) dx et que fest impaire, on a :
~1

0 si ¢ est pair
a; = 1 1
2/ sgn(x)P;(x)dx = 2/ P;(x)dx si 4 est impair
0 0

On n’a donc besoin que des P; pour i = 1,3,5.
Avec (R2.4),on a:

Pl 3 Py(x) 7 5x3 — 3x Ps(x) 11 63x> —70x3 + 15x
X) =4/=Xx, X) =4/ ———, X) =,/ —
! V2 3 V2 2 > V2 8
3 1
a =2 —/ xdx = E
V2, V2
7 (! 1 /7
== | ¥ =3x)dx=—-,/=
4 \Efo(x %) 4V 2
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—1,/11/1(635 70x3 + 15x)d _ /U
a5—4 2 ), X X X x—8 5

3
Jo(x) =aog Po(x) =0, fi(x) = fox) +a Pi(x) = 7% L&) = fikx)

175x%-3
@) = H) +a3 Pyx) = frlx) — — = =

42 2
fa(x) = f3(x)

—1(353+45)
T

11 63x5 — 70x% + 15
f5(x) = fa(x) +as Ps(x) = fa(x) + 16 : 8x =

_ 21(33x7 —50x° + 25x)

128
b) Les calculs sont les mémes qu’a la question 2) :
1
171 = [ rar=2
-1
3 , 1 , 11
T BT BT

Ilf—fil>’=2-15=0.5
Il f = f31> =2—ai —a3 ~0.281
If = fsI> =2 —ay —a} — a2 ~0.195
Les erreurs relatives sont donc :
_ 2 _ 2 _ 2
If ngl 025 If fzsll ~0.14. If f25|| N
£l (WAl (Wl

If = fsll
171

que les erreurs sont plus grandes qu’a la question précédente : cela est di a la discontinuité
de la fonction.

0.098

L’erreur relative en norme L2 est dans le dernier cas 0.31 ~ 30%. On notera

c)
1,5
£ f3
14 \}\
0,5 4 %
o fo
-0,5
YN
-1,5 ; +
-1 -0,5 0 0,5 1
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Exercice 2.3 Polynémes de Tchebychev de premiére espéce

1) Dans L%(— 1,+ 1), on considere ¢(f,g)= rl{/(t)g(;)dt-
T N1-t

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur L2(- 1,4 1).
2) Soit T, (1) = cos(narccost). Montrer que T, est un polyndme de degré n.

3) Vérifier que la famille des 7), est orthogonale pour le produit scalaire défini ci-
dessus. Est-elle orthonormée ?

4) Quelle est la meilleure approximation de f(r) = sgn(#) I |_; 11(#) au sens des moin-
dres carrés dans L2(— 1,+ 1) muni du produit scalaire ¢, par des polyndmes de
degré < 5 ? Comparer a I’exercice 2.2.

1) o, Hh =0, et o(f, /) = 0 = f = 0 presque partout, c’est-a-dire 0 dans
L2(— 1,+ 1). D’autre part, @ est bilinéaire et symétrique en raison des propriétés de 1’inté-
grale.

Donc ¢ définit un produit scalaire sur L2(— 1,+ 1).

2) Posons 0 = arccost ot € (- 1,+1)d’ou 0 € (0, n) et T, () = cos(n0).

On a donc ¢ = cosO, sinf = =12 et T (1) = Re(cosnO + isinn0) soit, avec la formule de

Moivre, T,(f)=Re(cosf+isin0)" = Re(t +in1—1>)".

k=n
Puis, avec la formule du bindme, 7, (¢) = Rez C,]ft"*kik (1- 2 )k/2 .
k=0

Donc T,(1)=t" - C2t" 2(1-2)+ Cl" *1-1*)* -...

C’est un polyndome de degré < n comme somme finie de tels polyndmes, et le coefficient de
Mvaut: 1+C2+Cr+C8+..C" =2""" (m désignant n ou n — 1 selon la parité de n). Cette

relation résulte des développements de (1 + 1) et de (1 — 1) par la formule du bindme.
Dong, T, est un polyndme de degré n exactement. Ainsi :

T=1, TO=t, T,H=2>2-1, T,0)=4r-31,
Tt)=8" -8+ 1,  Ts() =16 —208 + 5t, etc.

1

T dr
dt=J‘ cosnBcosmfBdO car dO=——
-1 172 0

NV

D’ou : <Tn, Tm> = %J.ﬂ[cos(n +m)0 +cos(n—m)01do.
0

=0.

Sin # m, <Tn’Tm> _ ll:sill(l’l+m)9 + sin(n _m)eiln

2 n+m n-m

0
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Mais, sin=m

n’>-n

1 (7 .
=(T,,T,)= 2J. [1+cos2n6]d6 =§ sin= 0etnsin=0.La famille
0
est orthogonale mais non orthonormée.
4) Notons f, I’approximation de f":
c’est la projection de f sur I’espace vectoriel engendré par la famille orthonormée 7, = m
k

k=n
pourk=02n et f,(1)= 2 FT )T =— Z<f,Tk>Tk(t).

A

LT,
Posons : o, = <f §>
|7
1 T/2
= ! f(t)Tk(t) J. 7}‘(1‘) —J. cosk0d6O si k est impair et oy, = 0
[ T T N
1P
si k est pair, soit : @, =&.
n(2p+1)
D’ou : 15
fony =0 1 Ny
fin=ai()=— t‘fz(t) 051 /
1
0 fo
H0=fi)+o @)
~0,51
= Et3+—t—f4(t)
3 -1
fS(t)=f4(l)+a5T5(t) -15 ; ;
~192¢% —320¢° +180¢ om0 s
157

Parmi tous les polyndmes P quelconques de degré < 5, c’est f5 qui rend minimum la quan-

L (f(H-P@1)°

dr.
RN P

tité

Exercice 2.4

Soit E={f/fetf e L3~ 1,1), a valeurs dans C} et

1 __ 1 R
o(f.9)= FOg®d+ [ Fogwar.
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1) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur £. On le notera : (f,g).

2) Soit fi(t) = ™! Calculer IIfll et < fes fP>E pour p # k ; comparer a ||f,|, et

<fk’f1’>L2(_1,1)'

3) Déterminer trois polyndmes P, , P , P, de degrés respectifs 0, 1 et 2, ortho-
normés pour ce produit scalaire.

1 o(f, ) =[f+I£1 =0, et @£, /) =0 = ||fll, = 0, ’est-a-dire f= 0 dans LX(~ 1,+ 1.

D’autre part, ¢ est linaire en f en raison des propriétés de ’intégrale, et @(f,g)=¢(g, f).
Donc ¢ définit un produit scalaire sur E et ||fllz = (¢ (f; /)%

1

2y Ile=(],
1

I =( ],

Et, sik # p,

; 1
_ 1 ikp)t g, _ etﬂ(k*[’)t _ 2sin(7r(k — ) _
<fk7fp>2 J’,le dt ln’(k_p) . n'(k_p) O,

) 1 o2 W2
e’”kt‘ dt+J. ‘iﬂke’”’“‘ dt] =~2+27%k* alors que
-1

o, 2
e'”’“\ dt) =2.

1 1
<f’<’fP>E = J_l emhPI gy 4 ﬂzkp.[_l ™k Pl4r =0 également.

Les fonctions sont donc orthogonales pour les deux produits scalaires, mais de norme diffé-
rente.

3) On part de Qy(t) = 1 et Ry(t)= %)(t) de sorte que P est bien de norme I. Puis,
OllE
_ N PRy _ _ 9@
0,() = 1 — ayPy() ol oy est déterminé par (Q),F), =0 et Pl(t)—HQ L et
1IE
_2 _ _ _ O
O,(t) = 12— B P (1) — ByPy(1), avec <Q2,P0>E —<Q2,Pl>E =0et P(1)= HQ H .
2lE

Les calculs donnent :

! 1
HQOHE = \fJ_ldl =+2, PO(I)=\/72

2 1! 1 .
Lo)p =t~ E- 9 ~%= 0="
(01, B)) . ={t.B)) . — 0| = 5 j_ltdt+j_10dt oy =0, dol oy =0
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B N 1 1/2_ g\V2 _“33
ol =([ el 0] (3] | m= 2

V2
3

(02 Ry =1 Ry) = Bil PR}y = BolFosBy) p = == Py =0,

1
<Q2aP1>E :<’2’P1>E _ﬁ1<P1vP1>E _ﬁ0<P0aP1>E =-p,=0. D’ou Qz(t)=t2 —5 et

(3 ] ] <5(3)
= 2 e[ atar| =8(=
ode=([ (-3 o] ] =33

115 5,
— =@t =1D)|.
g2 D

-

et |Py(1) =

Exercice 2.5

Soit g(1) = 11]0’1[(1) et g (1) = g(t— k) pour k dans Z.

1) Montrer que les fonctions g, sont orthonormées pour le produit scalaire réel
usuel de LA(R).

2) Quelle est la meilleure approximation f d’une fonction fde LA(R) par une

fonction de I'espace engendré par {gy, & » -+ver &} 7

1 1
D (gog,)= _[0 2. (g, (1 dt = jon]k,kﬂ[(z)u]p,pﬂ[(z)dt.

Cette intégrale est nulle si k # p car lk, k + 1[ N ]p, p + 1[ = &. En revanche, si

e+l V2
p =k, ng = (J; dt) =1. Les g, sont donc orthonormées pour le produit scalaire réel

usuel de LA(R).

. k=n k+1
2) f(= 2<f,gk>gk (1) ou (f.g) ZI f(®)dt est la valeur moyenne de f sur 1’inter-
k=0 k

~ k+1
valle (k, k + 1). Sur chaque intervalle ]k, k + 1[, f est constante et vaut . Sf(®)de.

Exercices d’entrainement

2.6 Par un changement de variables, déduire des polyndmes orthonormés de
Legendre les polyndmes orthonormés dans L%(a,b).

Expliciter les trois premiers polyndmes orthonormés dans L%(0,1).
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2.7 Soient g(x) = sup(0,1 — |x]) et g;(x) = g(x — k). Les fonctions g, sont-elles ortho-
normées pour le produit scalaire réel usuel de LA(R) ?

1
2.8 L’expression ¢( f,g):J. f'(®Hg’(r)ydr définit-elle un produit scalaire sur
-1
2= 1+ 1)?

T

2
mation ¢ de f dans I’espace W, engendré par les 2m + 1 premiers vecteurs de la
base trigonométrique complexe de E ?

2.10 Soit fir) = €', out € (0,1).
Quelle est la meilleure approximation ¢ de f par des polyndmes de degré infé-

rieur ou égal a 2 dans L2(0,1) ? Comparer au développement de Taylor limité a
I’ordre 2.

2.9 Soient E = Lz(— ) et f(t)= cost]l.[ }(t). Quelle est la meilleure approxi-
0

+1
2.11 Trouver a, b, ¢ dans R tels que J‘ ()c3 —a—bx—cx’ )zdx soit minimum.
-1

Réponses

1 2 b
26 [ BB 0= [ Be)P (s00)ds
— - a
En posant 1 = 2x — (b + @)) / (b — a) = g(x) et si on note P, les polynomes de Legendre

orthonormés sur (- 1,+ 1) et P, les polyndmes orthonormés sur (a,b), on a :

* 2 2 - . *

P'(x)= p(E=CrDN Ly sia=0eth=1: B(x)=1,

0
b—a b-a

Pi(x)=3Q2x=1), P (x)=~5(6x>—6x+1).

2
2.7 Non, |lg;ll = 3

(8- 81s2) =0, mais
k+1 1 1
<gk’gk+l> = J.k gx—k)g(x—k—-1Ddx= J; (1-t)tdt = <

2.8 Non, ¢ (f, f) = 0 = f= constante presque partout, non nécessairement nulle presque par-
tout.

2.9 Les vecteurs orthonormés sont e, (t) =

+m
e pour—-m<n<met Q)= chen(t)
-m

1
V27

. . —i(n+(=)"" . 1 (n i)
ou ¢,=(f,e,). Onobtient: ¢, =———5"—>sin# letn#-1, ¢, = ———
n=ifel N27(n* -1) * * lan\4 2

et c¢_; =¢;. Il conviendra de distinguer les cas suivants : n =4k, n =4k + 1, n = 4k + 2,

n=4k+ 3.
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2.10 Les polynomes orthonormés dans L2(0,1) sont ceux de 1’exercice 2.6.

2
o) = 2< FBOB(1) =3(13e—35)+4(147 = 54¢)t +30(7e - 19)”
i=0

=1,013+0,8517+0,839¢> et Taylor : y(f) = 1 + £ + £2/2.

2.11 Le polyndme de degré 2 , P, qui réalise le minimum de 1’expression est la projection de

3

x3 sur I’espace vectoriel des polyndmes de degré < 2. On se place dans L%(— 1,1) et

2
13(x):2<x3,Pi>E(x) ol les P; sont les polynomes de Legendre. On obtient :
i=0

P(x):ix eta=c=0, b=§.
5 5
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Chapitre 3

Séries de Fourier

RAPPELS

« Soit f une fonction de I’espace L?(0,T).
Dans la base orthogonale {yg,¢1,¥,,...,¢,} on a

+00

(fs0n)

T
fo) % cn ,(x) avec ¢, = et (f.g) Z/O

n=0

(Ons®n)

f(0)g(x) dx

* Soit f une fonction périodique de période T, on note Sy sa série de Fourier.

2mx . n
— Dans la base orthogonale {l,cos(T),sm(T),...,cos( T

2mx

27X n2mx

27X . 2mx
Sr(x) =ay +a; COS(T) + by sm(T) + ...

),sin( T )y}

X . n2wx
) + by sm(T) + ...

1 T
apg = T/(; fx)dx

)dx

b, =

2

T

+ cos(n2
ap
T
2 (T 2
ap = 7/0 f(x)COS(n Tm
T
2
/ Fsin(XEE ) ax
0 T
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. o . 27
soit en utilisant la pulsation w = T

Sp(x) =ay+ Z (a, cos(nwx) + b, sin(nwx)) (R3.1)

neN*

a+T

T
Pour tout « réel / f(x)dx = / f(x)dx.
0

«
Si f'est paire, les b, sont nuls, Sy est une série de cosinus.

Si f est impaire, les a, sont nuls, Syest une série de sinus.
— Dans la base orthogonale exp(inwx), avec n € Z

Sp(x) =) ¢y explinwy) | et . (R3.2)
nez
—1ib 14
co = ap, etpourn € N* Cp = %, C_p = an-i-%. (R3.3)
Dans les deux bases, on a | Sy (x) 124 f(x)
Th. de Dirichlet Pour f de classe C! par morceaux, on a
1 ~ ~
VxeR  Spx) = E(f(ﬁ) + f(x7)) (R3.4)

Pour f continue sur R, Sy converge uniformément vers f sur R.

Th. de dérivation Pour f de classe C! par morceaux, continue sur R, la série
de Fourier de f” s’obtient en dérivant terme a terme celle de f et elle converge
dans L%(0,7T).

Identité de Parseval (énergie du signal et des harmoniques) :

11207y = ( Z a; + b}) ) (R3.5)

=T i cnen=T i lcal? (R3.6)

n=—oo n=—0o0
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Exercice 3.1

égale a la fonction correspondante.
a) fir) = 2 site [0, ], [ paire, de période 2.
b) g(t) =t site |-m, n[, de période 2m.
c) h(t) =t site ]-1, 1], de période 2.
d) K(r) =t site ]0,2n[, de période 2.
2) Calculer les sommes suivantes :

=

S o (D" (=D"
Si=2:7, SFZITZ’ $=250T

n=1 n=1

1) a)f, étant paire, admet un développement en cosinus.

1 ¢~ §
a0=—j Pdr="-
2 d-n 3
+7T v
ak:iJ. tzcosktdtzzj 1* coskt dt
-7 TJ0

Sa=Y,

1) Développer en série de Fourier les fonctions suivantes et préciser si la série est

oo

3| —

n=1

N . z . 4 & . 4 4 k
d’ot, en intégrant par parties, a; = ——I tsinktdt = k—zcoskn = k—z(—l) .

0

La série de Fourier de fest | S,(7) = ”—2 + 42 (_1)k
! 3 k=1 K

par morceaux (R3.4), Sf(t) =fr)Vie R

b)Ona: g(t)= %f’(r) pour t #+ (2p + 1)m.

coskt | et, puisque f est continue et C!

Comme f est continue et C! par morceaux, la série 7 —7
de Fourier de g s’obtient en dérivant terme a terme
celle de f:

1o
HOESO

= (LR
S, (1) = 22( ) sinkt | . Mais, Sg n’est pas égale a g partout.
k=1

k
g(t) pour t #(2p+ 1w
S, ()= y —0 pourr=2p+1ym (R3.4)
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Donc Sg n’est pas égale a g partout, sauf si I’on impose : g((2p + 1)7) = 0.

N

1 1
c¢) h est reliée a g par la relation Ah(t)=—g(mt) d’ou Sh(t)=—Sg(7rt) soit
T T

2 N (_1)k+l . A
Sh(t)=—2—smk7tt !
T k

et, comme précédemment,

h(t) sit#2p+1
Sp(0) = { . g
0 sinon

d) Si y(r) = K(t) — m, alors w(r) = g(t— m) et K(t) = g(t — ) + 7.
Donc Si(1) = Sg(t — ) + 7 soit

(_1)k+1

Sk ()= 71:+22 sin(k(t —1r))
k=1

o k+1 _ k
=n+2ZMsmkt
=1 k

— sin kt K(t) sit#2prm
SK(t):n—Zkz:{ et Sk(t)—{” -

Pour avoir S = K partout, il aurait fallu définir K en 2p7z par K(2pn) = 7.

2) Les sommes S 15,8 s’obtiennent en prenant des valeurs particulieres de 7.
S, s’obtient avec fett=r1:

2 o Nk 2 = 2
s,m=fm=n="+4Y S coskn 545, =2 = | Y =T
k=1 n=1

k? 6

S, s’obtient avec fetr=0:

2 oo —1)"
S1(0)=[(0)=0="-+45, = yey_m|
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1 sik=4k+1
. km ) P . 11 1
et, puisque sin—=43-1 si k=4k+3, la série ci-dessus est bien Sy=l——4+-—=.. =
0 sik pair 7

i (-D" 7
“m+1 4
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S, s’obtient a partir de la relation de Parseval (R3.5) appliquée a f:

E= J'_”ﬂ F2(0)de = 27{613 +%i(af +b, )}

n=1

= = 4
W ST AP AR B o L SRS I £ AR o) R
soit J_ t'dr=2 5 —27{ 9 +2 pr :>S4—8 5 9 et ;”4 90 | -

n
n=1

On peut retrouver S; avec la relation de Parseval appliquée a g, &, ou K.

Exercice 3.2 Phénomeéne de Gibbs

On note S, (1) = hy(?) + hy(t) + ... + h,(¢) la somme des (n + 1) premiers harmo-
niques.

1) Tracer les graphes de S , S5, §;5 et Sy, pour les fonctions f'et K de I’exercice
3.1, a I’aide d’une calculatrice. Que constate-t-on ?

= sin kt
2) On s’intéresse a la fonction Keta S, () =7 — 22 SH;C .
k=1
a) Calculer S, (¢) en utilisant la relation :

. 1
i sian sm((n + 2)9) !
cos@+c0829+...+cosn9:cos( 9) 92 = -—
. . 2

sin— 2sin—

2 2

b) Quelle est la plus petite valeur positive de ¢ correspondant a un extremum de
S, 7 Quelle est la valeur m,, de cet extremum ?

¢) Quelle est la limite de m, quand n tend vers +oo ?
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1) Graphes des S, (7) pour f(¢) = 12 sur [0, 7], paire, de période 27.

-2 0 2 4 6 3
10 T T T T T T
8_ -
6_ -
4t ]
2r n=40 7
0

1 1 1 1 1 1

-2 0 2 4 6 8

A T T T

[«
[\
Ny .
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Dans le cas de f, qui est continue, S, () converge bien vers f{¢) pour tout ¢ et, d’ailleurs, la
convergence est uniforme.

Mais, pour K qui est discontinue, §,(f) converge vers K(#) seulement pour
t# 2pn (p € Z) et S,(2prm) = 7, alors que K(2pm) n’a pas été définie. On constate la pré-
sence d’oscillations au voisinage de chaque discontinuité, mais 1’amplitude de ces oscilla-

tions semble se stabiliser.
. sil(+3))
sinn— sin| | n+— |t
%) B 2

N ~ _ n+l1 _
2) a) Sn(t)——ZZcoskt——Zcos( > t) : =1

k=1 sin— sin—
2

.t
b) Sr’l(z)=0<:>cos(n;rltj=0 ou sinné=0 avec s1n5¢0 ce qui exclut

t=0ett=2r.
.t 2 2km
sinn—=0 = f=—+—
2 n n
(n+1 ) r 2km
cos t|1=0 = = + .
n+l n+l
T
La plus petite valeur positive de ¢ qui annule la dérivée est : | &, = 1
n

et, d’apres le graphe, S, a un minimum en ¢, : m, =S, (a,).

t
Par ailleurs, on peut écrire que S, (1)=7 +J.S’,’ (u)du puisque S,(0) = 7,
0

rsin((n-ké)u)
d’ou : Sn(t)=n+t—j—

. u
0 sin —
2

du
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()

n+l Jo

et du

.u
sin —
2

B2 sin((n+;ju)
© lim m, =7~ lim J, ot J, =J"+1—

n—+oo n—+oeo 0

du.
.U
sin —

2

On peut écrire :

z_sin| (2n+1) j
J = J'n+1 ( ZJ 2(n+1) sin2n+1)x L R e
g sin > sin x

n . S
) J.2(n+1) wdx + J.Z(Hl) sin((2n + l)x)[ 5 ! ! }dx]
0 sin x

0 x x
i (2n+1) Ginv
-9 J'O 2n+2 ; CLe +_[2"+2§0,,(x)dx

1 . 1 . < .

et la fonction —— — — est continue, bornée au voisinage de 0, ten-
X sinx x
dant vers 0 quand x tend vers 0 (comme on le constate avec un développement limité).

ol |p,(x)|=
S1

7 sinv
0

w
Donc lim j M0 (x)dr=0, lim J, =2 dv et
n—ecoJ() n—+oo

7 sinv

lim m, =m-2
n—+oo 0o Vv

dv=-0,562281450| .

(On montre que

=1,851937052.)

Exercice 3.3

Soit la fonction f de période 2a, définie sur [- a, a] par :
ft) = A Py (1) avec b < a.

1) Tracer le graphe de f et calculer sa série de Fourier. Etudier la convergence de
cette série.

2) En déduire le développement en série de Fourier de la fonction g définie par :

A
g(t)—f(t—b)—?
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Tracer le graphe de g.
3) Préciser les coefficients de la série de Fourier de g dans le cas b = g. Justifier

le résultat.

Calculer I'énergie E de g sur une période. Combien faut-il prendre d’harmo-
niques pour que le signal /i(?) + k() + ... + b (1), ou hp est le p'°™€ harmonique,

ait une énergie au moins égale a 95 % de E ?

1) La fonction f est paire donc sa série de Fourier est une série de cosinus.

b
La valeur moyenne est @y =AX— etona
a

2 (¢ 2
a, =—'[ f(t)cosnwtdt avec w=—”
2a - 2a
=l'[ Acosn—mdz‘:&sinn”b.
ad-b a nmw a

La série de Fourier de f est

b 2~1 . nwb nrt
S,(t)=A —+— ) —sin cos——
f() a ﬂ;n a a ]

La fonction f étant C! par morceaux, sa série de Fourier converge, et elle converge presque
partout vers la fonction f. Plus précisément, en tout point t € R, la série de Fourier conver-
ge vers la demi-somme des limites a droite et a gauche de fen ¢ (notées f(r ) et f(r7)).

Donc: Vit# +b+ka,ouke Z, Sf(t) = f(t) (c’est-a-dire 0 ou A),

Vi, =xb+ka,ouke Z, Sf(tk)=§~

2) Le graphe de g est obtenu en translatant celui de f de b horizontalement et de 5 ver-
ticalement. Sa série de Fourier est :

A
Sy =8,;(-b)-=

:A(é—l)nhﬁzlsin mrbcos nn'(t—b).
a 2 T “~=n a a
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3) Si b= g, alors la fonction g est impaire et

nwh T {0 sin=2k

T T T D, sin=2k4 T

Comme, pour tout ¢ réel, on a :
cos((x —km— %) =(-D* cos((x - %) =(-D*sine,

on obtient :

C2A 1 Qk+Dmt
Sg(t)_7;2k+1sm a :

On en déduit que :
a,=0 VneN

b 2A 1
2k+1 2e+1

Vv ke N.

L. . L. . . a
La série de Fourier de g est une série de sinus, ce qui est normal, car pour b= E, g est
impaire.

i . . Tt
Dans ce cas, (1) = a; = 0, et le p'“™® harmonique est h,(t)=b, sin 2L
a

Si on note Ep I’énergie du pi®™¢ harmonique, I’identité de Parseval implique que :
E=Tay+ Y E,.
1

Or I’énergie du p'°™¢ harmonique sur une période [ a, a] est :

Z prt 2 2a
_ : _ 2
EP—J_a(bpsm—a ) dt——2 bp.
4A% 1

Ona:E, =0et E =a——>.
2k T 22 2k +1)°
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2 2
a A aA
Or E=j tzdt=2a(—) A
_alg( )| > >
8 1
Donc : E = _F
KT 22 0k +1)?

Pour que la somme /) + ... + K, ait une €nergie au moins égale a 95 % de E, il faut et il

suffit que :

8 1 1 1 95

|+ Zt+F+t—|=—

T 3 5 k+1) 100
c’est-a-dire :

2
sk+1 :1+l+i+m+;229—5xn—=1,172 01
9 25 2k+1) 100 8

ona:s; =1,5=1111.,s3= 1,151 L., s5,= 1,171 5..., 55 = 1,183 9...
7'[2

On a donc s5 = ——X—— ce qui correspond a k = 4.
100 8

Donc, dans ce cas, il faut sommer la valeur moyenne (qui est nulle) et les 9 premiers har-
moniques pour obtenir un signal g approchant le signal initial g et tel que

lg -2l <5%E=5%]s]>.

‘- . 1. .
Dans ce cas, comme la série converge lentement (les coefficients sont en —), il faut un
n

grand nombre d’harmoniques. Il en faut moins si la série converge plus vite
(cf. exercice 3.7).

Exercice 3.4

Soient g et & deux fonctions périodiques de période 2w définies par :
gt)y=e" site [0,7] et g paire
h(t) =% site 10,x[ et h impaire avec a > 0.

1) Calculer Ia série de Fourier S P de g.

2) En déduire celle de A. Quelle valeur faut-il donner a i(km) pour obtenir I’égalité
de A et de sa série ?

1) La fonction g étant paire, sa série de Fourier
est une série de cosinus.

n b4 am _
[ = [ soar=L["ear | <71
21 -z mJdo ar

en utilisant la parité de g.

2 (7 2 (7 4
anz—f g(t)cosntdtz—j e” cosntdt.
21 J-n 7 Jo
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En intégrant deux fois par parties, il vient :
2a a?
ap =—% [e“" (=1)" —1]-—a, (avec cosnm = (- 1)")
nn .

2a an n
d’ou: |a,=—F5——[e""(-D)"-1]]|.
o " n'(a2+n2)[ D ]

La fonction g étant continue et C! par morceaux, S o €st égale a g sur R et la convergence est
uniforme sur R.

e -1 2a~= e (-1)" -1
+_ —_—
ar 1w Z‘ a* +n?

Ona:|g()=

cosnt | .

2) h se déduit de g par dérivation.
Précisément, on a :

h(t)= %g’(r) pour t # k.

Puisque g est continue, de classe C! par
morceaux et que g” existe si 1 # kT
(g”(t) = a?g(¢) si t + km), on obtient :

o 2a~0 nle™ (=" —1] .
g')= ”2—smnt

a’+n’

n=1

égalité vraie pour t # kT et

2~ nfe™(-D)"-1] . N
h(t)=——Y — = =sinnt | ou t # km.
® nz a* +n? 7

n=1

En fait, I’égalité est vraie pour ¢ = k7t si I’on pose A(kr) = 0.

Exercice 3.5

Pour toute fonction f, on définit

sa partie positive f* par : f*(f)= {f 0 s f=0

0 sinon
—f@) sif()<0
sa partie négative f~ par : f (1) = {Of( ) sin]:)(11) '

On a donc : () = f+(1) - (1) et |[fAn)] = (1) + f(0).
1) Calculer les coefficients de Fourier a, eth, du signal g* quand

g(f) = cosot, w R} .
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2) Déduire de ce qui précede et des coefficients a, et b, de g, les coefficients
a, et l;n de |gl.

Vérifier que les coefficients de rang impair sont tous nuls. Pourquoi ?

. . L. 2r . N
1) g est une fonction paire, de période T =— et il en est de méme de g*.
w

-t+elx

~

" TN\ ya

\
AESRAE

I

/7N a

I

gk
o

[\

e

gl
1

/O\/\/\/\/

T
20

Les coefficients de Fourier b, sont nuls et

10} /o W T/2w) 1
agz—j g+(t)dt=—J. cos@idr =—
2n d-nlw o /1

) /o 20 T/2w)
ay=— g+(t)cosa)ntdt=—-[ coswtcoswntdt
T d-rnlw T J0

W T/2w)
= —J [cos(w(1+n)t)+cos(w(l—n)t)]ds.
7 Jo

. n . /4
| {sm((n +1) 5) sm((l - n)2j}

Sin#£ 1, af =— +
iy loa, /4 n+l1 1-n

) ( ﬂj 0 sik=2p
Or, sinf k— | =

2 (=D? sik=2p+1

a;pH:O (p#0)
N, _1\?P
d’ou : a;p: 2(-1) ; (p#0)

n(l1—-4p~)
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N +
Il reste a calculer a; :

T/2w)
arzﬁj [1+coszwt]dt=9{i+o}=
T Jdo T |20

1
2
2) On remarque que |g| =g* + g =2¢" - g.
|g| étant paire, ses coefficients I;n sont nuls et &, =2a, —a, sil’on considere que g, &*, I8
. 2r
ont méme période T =—.
0]

Les coefficients a, et b, de g sont nuls sauf a; qui vaut 1 puisque :

2wt 2r
coswt =ay+a cosT+a2 cos 72t +...

=ay+a, cos®t+a, cos2wWt+...+a,cosn@t+...

~ 2
ay =2aj —a, =;
a=2a; —a;=1-1=0
dot: <~
A p+1 =2a;p+l —ayp4 =0 (p#0)
- 4(-1)?
ap =2a;p —a,, 271:(1_—4p2) (p>0)

L. . L. 2r
La série de Fourier de |g| s’écrit, avec T =—:

w
_2 N A
Sg(z)_ﬂ+;ﬂ(l_4p2)coszpwt. (1

. Lol L. T . . L
Mais, en réalité, la période de |cosm 7| est — et la série de Fourier s’écrit :
w

SyO=ag+ kz-{ak cos2wkt. )

On constate que les termes en cos(2k + 1)mf sont absents dans (2), donc ay,,; =0 et



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

3 e Séries de Fourier 59

Exercice 3.6

Soit f un signal périodique, de période 2a, défini par f(r) = ¢’ sur - a, af,
a>0, fla)=>.

1) Tracer le graphe de f sur [- 3a, 3a].

2) Calculer la série de Fourier S de f.

3) Etudier la convergence de la série vers f. Comment faut-il choisir b pour qu’il y
ait convergence ponctuelle pour tout ¢ ?

4) Quelle est la somme des séries :

oo

=" SR
21+n2 o Z .

n=1

1+n

n=1

1)

2) Comme fn’est ni paire, ni impaire, on calcule les coefficients de Fourier complexes o,

a, —ib,

on en déduira a, et b, par: a, = > pour n = 1.
2r 7
Onnote w=—=—.
2a a
1 e sha
(XO:_ etdt:_:ao
2(1 -a a
1 (e, sha ™  sha (-1)"
an:_ ete lwnldt:_—.:_g
2a J-a a 1-inw a l1-inw
d’ou :

_sha (-D"(1+inw) a,—-ib,
a 1+ (nw)* 2

. pour n = 1.

sha — 2(-1)" .
St)y=—1|1+ Y ———(cosnwt—nwsinnmt
® a { Zl+(na))2 ( )
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3) En tout point ou f est continue, la série de Fourier converge ponctuellement vers f. En un
point de discontinuité, la série converge vers la demi-somme des limites.

Ona: SO =ft)y Vt#all+2k), ke ”Z

et S(a)=%( fah)+ f(a™))=cha.

Pour qu’il y ait convergence ponctuelle pour tout ¢, il faut que b = cha.

4) 11 suffit de prendre ® = 1 donc a = 7 et de donner a ¢ une valeur telle que sinnt = 0 et
cosnt = 1 V n, soit t = 0. On obtient alors d’apres 3) :

— (-D)" 1( =&

§, =513
= 1+n* 2\shrz

n=1

Pour calculer la deuxieme série, on cherche ¢ tel que sinnt = 0 et cosnt = (— 1)", soit ¢ = T.

Avec a =, on a d’apres 3) :
- | I(=x
S b1
1+n~ 2\thrw

1

Cette deuxieme série étant a termes positifs, on peut essayer de la calculer en utilisant
Parseval, d’ou :

shrr ) > 1
sh2r=2r| — | [1+2 .
( T ) ( Zl“l+n2J

Comme sh27 = 2shx chz, on retrouve le résultat précédent.

Exercices d'entrainement

3.7 Soit f un signal de période 7, défini sur [0,7[ par f(r) = at(T — t) avec
a>0.
1) Montrer que f est paire.
2) Calculer sa série de Fourier. Quelle est la nature de la convergence de cette
série vers f ?
3) Calculer I’énergie E de f sur une période.

2wt
Calculer I’énergie de h(t) = ay et de h(t)=q COS%.

o 2t .
En déduire I’énergie de a;, +a; COST en fonction de E.

3.8 Développer en série de Fourier les fonctions suivantes :
Dfi= cos?t en tant que fonction de période 27 puis 7.
2) f,(1) = sin’t
3) 300 = sindt size [0,7], paire
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3.9 Déterminer la série de Fourier complexe du

4) fo(t) =cosht site [-mnl, T=2m Ae Z
(tracer les graphes pour A = 1/4, A =5/2 par exemple).
T

5)g 0= cosAt si te[—%,g}, T=mAe 27

Retrouver le résultat de 3).

1
t* —n’n?

6) Pour =+ nr, établir les formules : cotant = 1+ ZtZ
1t

n=1

1 1 1
et —=—+2¢ - ——.
sint ¢t ZI‘( ) ? —n’n?

signal f dont le graphe est ci-contre. 0 | 115

Qu’obtient-on si 7= T — h ? Quelle est alors
la limite de la série quand & tend vers O ? Retrouver le résultat de I’exercice 3.1.

3.10 Calculer les coefficients de Fourier de la fonction de période 27 définie sur

&

[~ 7] par cost 11[
2

}(t). Comparer a I’exercice 2.9.

Réponses

3.7

3.8

1)Sire 10,T[,-te ]-TO[, T-1te ]0,T[ et, fpériodique implique
fE=fT-0=aT-)IT-(T-0]=aT-0Dr=[f(Q1)
[fpaire sur |- 7, T[ donc partout.

T’ SR 2 _
2 Sp(t) = “? - 4a;m008nwt, 0= 5l et la convergence vers f est uniforme.
2 a’T’ 2 a’T?
= =FE = =F
3 Ik =55=E Il =—5=Ex083,
2 8 2
[l = e T = Ex0154, [io +h; =0.957-E.

1) f paire, T=2n= Sf(t) =a,+ Zan cosnt

n=1

T=1= S,(1)=3, +25n cos2nt.

n=1

1 1 1

Or cos’t=—(cos2t+1)=a,=—, a,=—, a =0 sinon.
> )= dp =5 h=5n 4,

a 1 a 1 a, =0 sinon

0=5 A= .
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. . . 3. 1.
2) f, est impaire, T = 27, sin® x = Zsinx — —sin3x.

. 3 1 .
Sp(t)= an sinnt, b = e by = 7 b, = 0 sinon.

n=1

4
3) f; est de période 7w, S,(t)= ,cos2nt, ag=—,
) fy est de p (0= a,cos2nt, 4=

n=1
a4 1
"o (1-4nH)9-4n?)

4) f; est paire, Sfyl(t)=ao+zancosnt, Ae 7.

n=1

sin Az o= (-1)"sinAzr 24

im0 T 2 —n?
! X
)
0,5 4"
oL i
cos(2,5x)
-0,51 i
-1 L
-15 15

-2
5) 82(0) = /320, S, (O=ay+ Y a,cos2nt, e 27.

n=1

V4
sinA— sinA—
ay = 2 , a,=(-1)" p) 4 2
2
sin%zcos{——t), te (0,m), E—te(——,zj, T'=m
2 22

3 1 3 1
CPu — —
cos’t= 1 cost+ 7 cos3t = Ssin3t(t) = SCO53 (E_;](t) =7 Sg’l(t) + 2 Se3(0).

6) Sf-(7r) =f,(m) puis 1= An donne la premiere formule.
Sf(O) =f,(0) puis t= A donne la deuxieme formule.

AT+h 111 (1 1) =il 1 -2izn™" | 2iznl
39 S.O=22T1 A4S |2 (i) T T2, T T
) 2 T 24##[7 (r h) h

n#0

nh t
A 5 1 1 =2in— | 2imn_—
it=T— S (t)y=—-AT E—— 1-e T le T Yt
Sit=T-h, S0 2 n¢047r2n2(T—h)h( ]
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3.10

A i 2imnl
Sideplus,h =0, S, ()==|1+Y —¢ T |Vi+klkeZ
P (1) 2[ Zm J #

nz0

(fest alors discontinue en f = kT').
On retrouve Sy (7) de 3.1 avec A =T = 27.

a =L o=l b= L

" on’ Ty 'on
. S p o= 4

T T4k - 1) : T R4k 1) |
=0 P S

e+l ’ T Ak +2) ’
Y 1 b 4k+2

2T @k +2)° -1 T @k +2)7 -1

1

dyp 2=0 , byppy = ————

4k +3 4k+3 T4k +2)
Les coefficients complexes sont o, = Gy —iby _ ou les ¢, sont définis a I’exer

P T2 T Um "

cice 2.9.
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Chapitre 4

Intégrales a parametre,
convolution

RAPPELS

* Théoréme de convergence dominée de Lebesgue
Soit { f,} une suite de fonctions définies sur I telle que
— la suite {f,,} converge presque partout vers f sur I,
— il existe une fonction g sommable sur 7 telle que

Vne N Vxel | fn(x)] < g(x) avec /g(x)dx finie
I

alors f est sommable sur / et

lim fn()dx =/f(x)dx
n——+00 I I

Le théoréme est encore vrai pour une famille de fonctions dépendant d’un para-

metre continu . Sous les mémes hypotheses

Alifxlo/,ﬁ(x)dx =/IA1LI&10 fax)dx

* Intégrale a parametre

F@) = / f(x,t)dx
I

(R4.1)



66 Mathématiques du signal

e Continuité et dérivabilité de F(¢)
— Théoreme dans le cas ou I = [a,b] est fermé borné
1) si f(x,t) est définie et continue sur [a,b] X [c,d],
alors la fonction F(t) est définie et continue sur [c,d]
0
2) si la dérivée partielle a—]: est définie et continue sur [a,b]x]c,d|

alors la fonction F'(¢) est contintiment dérivable sur ]c,d|[ et sa dérivée est

F'(t) = d;(t) :/ %( 1) dx | (R4.2)

— Théoreme dans le cas ou I est non borné ou bien f est non bornée
1) si f(x,t) est définie et continue sur / x [c,d],
et si il existe g(x) sommable sur / telle que

Vx € 1, Vt € [c,d] | f(x,0)] < g(x) avec 0 < /g(x) dx < 400
I

alors la fonction F(¢) est continue sur [c,d].

)
2) si de plus la dérivée partielle a—J; est définie et continue sur I x]c,d|,
et si il existe #(x) sommable sur / telle que
f
Vx €I, Vt € [c,d] (xt)

h(x) avec 0 < /h(x)dx < 400
I

alors la fonction F'(¢) est contintiment dérivable sur ]c,d|[ et sa dérivée est

F'(t) = dl;(t) = / af( 1) dx | (R4.3)

e Produit de convolution de 2 fonctions f et g définies sur R tout entier :

+00
(f*g ()= f&x—=y)gydy (R4.4)

—00

* Une fonction causale s’écrit Y (x) f(x) avec Y (x) la fonction échelon (ou de
Heaviside) qui vaut 1 sur R™ et 0 ailleurs.
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* Le produit de convolution de 2 fonctions causales est causal et on a

VxeR (f*g)x)= Y(JC)f0 f&x—=ygydy (R4.5)

e Sif e L2(R), g € L*>(R), alors f g est continue et bornée.

fel'®), gelL'(R)= fxgeL'(R) (R4.6)

Exercice 4.1

+00
! n = 0. Calculer lim | f,(#)dt en utilisant le théore-

1) Soit H=———,
) 01 fn() 1+M2+1/,, 00 d—oo

me de convergence dominée.

2) Soit g,(1) = nf, (). Caleuler lim [ M (dr, pour a> 0,
n—ood—a

1) Le théoréeme de convergence dominée impose de trouver une fonction # sommable ici sur
R, indépendante de n, telle que : |f, ()| < h(?), V .

oo +oo
Alors, lim [ f,(r)di= j lim £, (¢)dr.

n—00 J—co —oo0 =00
Ona: 1+t12+”” <1, V¢t e R, mais la fonction égale & 1 partout n’est pas sommable sur

1 .
> si|f|f = 1 car alors 2 < r2*!/*. On prend donc, pour

R. Par ailleurs, =<
L+ 14t

1 siff|<l1

majorer f, sur R, la fonction £ telle que : A(?) = et h est alors sommable

m si ‘t‘>1

sur R.

. 1 . (™ teo ]
Et, comme lim f,(t)=——, ona: lim fn(t)dt=j —dr=m.
n—eo 1+1¢ o 1+t

n—>00 J —co

+a +a +na
2) J g,,(z)dtzj nf,(nyde = f,(u)du en posant : u = nt.
—=a a

ol —na

+a gheo
On peut aussi écrire : J. g,()dt= J- fa (u)ll[_ m,na](u) du.
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Et, puisque Ifn(u)ll[_na na](u)| < |f,w| = h(u) d’apres la question 1), et que
. 1 . +a

lim f, 1, W) =—7, ona: lim | g,(Ndt=7x.

n—seo ’ 1+u n—ed—g

Exercice 4.2

1) Quelle est la limite ponctuelle de la suite définie par : f, (1) = nt e "9

o0 o0
2) Comparer limJ. f,(H)dt et J‘ lim f, (¢)d¢. Conclure.
n—oo 0 0 Nn—>o0

+o00 —+o0
3) Comparer lim_[ f,(H)dt et f lim £, (t)dt pour a > 0. Conclure.
n—oova a n—oo

1) Soit f(#)= lim £,(¢). Alors, f(it) vaut O sit= 0 caril0)=0et lim e =0 sit>0 et +oo
n—oo

n—>+oo

si < 0. Donc f n’est pas définie si ¢ < 0. La suite ne converge ponctuellement que sur R*.

+oo

oo oo
2) J. n*te"dt = [—(nt + l)e_'”] =1. Donc, lim| f,(5)dr=1 alors que
0 0 n—ooJ(

oo oo
A limf, (t)dt = -[0 0dr=0. Le théoreme de convergence dominée ne peut s appliquer,
n—eo

sinon on aurait constaté I’égalité. Il n’existe donc pas de fonction g sommable sur R* telle
que |, <g® Vie R

oo -
3) J nlte"dr = [—(nt +1De ™ ]: =(na+1e™™.

+oo +oo
Ici, on abien lim [ f,(Ndt=0= j lim £, (¢)dr.
a n—oo

n—eodg
Sur (a,+0), le théoreme de convergence dominée s’applique : en effet, lorsque n est assez

nt <

. —nt
<— puisqu’alors € "< Va>0et
t

. o T
grand, donc nt aussi, on peut écrire |n te B
(nt)

la fonction majorante est sommable sur (a,+), V a > 0.

Exercice 4.3

—t —1x

1) Soit F(x)= J:f(t,x)dt ou f(t,x)= %. Pour quelles valeurs de x la
fonction F est-elle définie ?

2) Montrer que F est continue et dérivable sur son domaine de définition. Calculer
la valeur de F’, en déduire celle de F.
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—t —x
. e e
1) Quand 7 est voisin de +eo, — est sommable alors que
t

ne I’est que si x > 0. Pour ¢

el —e ™™ I=t-(-mw)
t

voisin de 0, = x—1, valeur finie. Donc, F est définie pour x > 0.

2) fest continue pour ¢ = 0 et x > 0 et pour chaque x > 0, il existe o > 0 et A tels que

O<oa<x<A. Alors:

Pour tout ¢ € [0,1], [f(t,x)<M(x)= rr%(z)li(]\f(t,x)
tel0,

, et, pour tout x € [o, Al,

ft,x)| <M, , = S ]M (x), quantité constante finie.
X€elo,

-t -0t
<e 4,

1 _ _
Pourtoutr>1, — <1 = |f(t,x)|<|e e
t

M, , sio<t<l1

. g —
On adonc : [f(#,x) < g(t) { ar gy

e +e
Comme g est sommable sur [0 ,+oo, F est continue sur tout intervalle [o , A], soit pour tout
x> 0.

Par ailleurs, e P =<e* Vx=ao,et, pour ¢t = 0, cette fonction est sommable.

of
ox &)

R 1 N .
Alors, d’apres (R4.3), F est dérivable et F'(x)= J.o e ™dt=—, d’otl F(x) = Inx + C. Mais,
X

+o0
puisque f(#,1) = 0, on a, en particulier, F(1)=C= J.o 0dr=0. D’ou .

Exercice 4.4

Calculer les produits de convolution suivants :
sint * P, (1) et cost™ P, (b).

Soient fet g les fonctions obtenues. Vérifier que f est impaire, que g est paire et
qu’elles sont toutes les deux indéfiniment dérivables sur R. Expliciter leur dérivées

fletg

Le produit de convolution étant commutatif, il peut étre calculé de deux facons :

+oo
— soit f(t)=J. sinu Py, (t—u)du

butdd o t+a
=J sinudu =[—cosu],_, =—cos(t+a)+cos(t—a).
t—a
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oo

—soit f(t)=| P, (u)sin(t—u)du

= Jw sin(7 —u)du =[+cos(t —u)]’ , = cos(t — a)— cos(t + a).

—a

Dans les deux cas, on obtient la méme expression qui peut encore s’écrire :

|f(t):25ina sint| re R.

Le produit de convolution sint P, () est donc impair et de classe C* sur R comme la fonc-
tion sinus.

De méme, on obtient :

|g(t)=2sina cost| te R.

La fonction g est paire et de classe C* sur R.

On remarque que :
f(t) = 2 sina cost = g(1)
g’ (t) = — 2 sina sint = — f(¥).

Exercice 4.5

Soient f et g deux fonctions et soit 2 = f = g, leur produit de convolution.

1) Montrer que si fet g ont méme parité, alors f * g est paire et que si fet g ont des
parités opposées, f # g est impaire.

2) Montrer que si f (ou g) est translatée de a, alors f* g est translatée de a.

3) Montrer que si f et g sont nulles respectivement hors de [a, b] et hors de [c, d],
alors f * g est nulle hors de [a + ¢, b + d]. Vérifier en particulier que si fet g
sont causales (nulles sur R™), alors f* g est aussi une fonction causale dont on
donnera I’expression.

1) Pour connaitre la parité de A, il faut comparer h(- t) et h(z). Or :

nn = fg-1-udu.

a) Si fet g ont méme parité, alors flu)g(— ¢ — u) = f(— u) g(t + u) et donc :
h(—t) = +:f(—u)g(z +)du.

Le changement de variable v = — u donne dv = —du et :

0= rorga=vi-an = fmgu-vv.
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7Al

Comme la variable d’intégration est une variable muette, cette derniere intégrale est égale a

h(t). Donc h(— 1) = h(t), la fonction & est paire.

b) Si fet g ont des parités opposées, alors f(u)g(—t — u) = — f(— u)g(t + u) et il s’ensuit que

h(— t) = — h(z), h est alors impaire.

2) D’apres la définition, le produit de convolution de la translatée de a de la fonction f par

la fonction g est :

k)= [ Fu-a)gt—wdu.

Le changement de variable v = u — a donne dv = du et

k=] rwga-w+and

= _Z(v)g((t —a)—v)dv

=h(t—a).

Comme le produit de convolution est commutatif, le méme résultat est obtenu si g est trans-

latée a la place de f.

3) Il faut montrer que /(f) = 0 pour f < a + c et pour ¢ > b + d. D apres la définition :

no= [ fgt-wdu,

il est donc clair que si le produit f(u)g(t — u) est nul pour toutes les valeurs de

U € |—oo,4o0[, alors A(t) est nul.

Pour comprendre ce qui se passe selon la valeur de
t considérée, il est commode de représenter sur un
axe les valeurs prises par la variable u et les inter-
valles sur lesquels f(u) (ou g(t — u)) est nulle.

Or siu¢ [a, b], alors f(u) =0
et sit—u¢ [c,d], alors g(t —u) =0.

ﬂu)T
0 a b u

gan
0 t—d t—c u

Si u n’est pas dans [a, b] ou si u n’est pas dans [t — d, t — c], alors le produit f(u)g(t — u)

est nul.

Si les segments [a, b] et [f — d, t — c] sont disjoints, alors, pour toute valeur de u, le produit
f(u)g(t — u) est nul. Ce sera le cas soit si b < t — d, soit si t — ¢ < a, c’est-a-dire pour

t<a+coupourt >b+d.
Donc pour ¢ [a + c, b+ d], h(f) est nul.

Pour les valeurs de r € [a + ¢, b + d], il faut calcu-
ler A(7) en appliquant la définition.

Dans le cas ou fet g sont causales, alors a =c =0 et
b et d sont infinis, donc A(f) estnulle sit < a + ¢ =0.

La fonction 4 est causale et définie par :

J;f(u)g(t —u)du sit=0

0 sir<0

h(t) =

mw
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Exercice 4.6

notés h,, (i=1,2,3,4,5):

) Py, % Py,

2) Y(1) exp(— at) * Y(t) exp(-— bt)
3) P, (t — a) = Y(t) exp(- br)

4) P, (t—a) * exp(- bt)

5) A% Py

larise ».

Soient a et b, deux réels positifs. Calculer les produits de convolution suivants,

On distinguera si nécessaire les cas a<b,b<a et a=>b.
Tracer les graphes des fonctions 7; et vérifier que « le produit de convolution régu-

1) D’apres I'exercice précédent, il est clair que /1 est une fonction paire, nulle hors de
[~ (a + b), a + b]. Il reste a calculer | pour ¢ € [0, a + b].

Par définition :

hy(1) = J.j:lga WPyt ~u)ydu= [ Py, ~u)du.

Or Py, (t —u)=1sietseulementsi—-b<t—-u<b,soitt-b<su<t+b.

Sit e [0, a + b] et en supposant par exemple que 0 < a < b, alors deux cas se présentent :

—soit{0<tetr—- b<-a}lo0<t<b-a

a
alors hl(t)=J 1dr=2a;

—soit—-a<t-b==a ©Sb-ast<=a+b

a
alors hy(t) = ldt=a+b-t.
—b

Comme h est paire et nulle pour 1 = a + b, on
obtientpour 0 <a < b :

2a pour [f|<b-a
h(t)=<a+b—f| pour b—a<l|<a+b.
0 pour [t|>a+b

La fonction h(7) est continue alors que les fonc-
tions porte sont discontinues.

I
<>
—
I
N
=}
gl
N
~ ot

~b-a}0 ta b r+b U
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Si 0 < b < a, on obtient un résultat similaire, il suffit de permuter le réle de a et de b.
Dans tous les cas, pour a et b réels positifs, on obtient :
2 min (a,b) pour|f|<|b—q]
hy(t)=<a+b—l pour |b—a|<[f|<a+b.
0 pour [f|>a+b

Sia=b, alors :

2a—f| pour [f|<2a
(1) =
0 pour [f|>2a

c’est-a-dire | P, * P, =2aA,,

2) Le produit de convolution de deux fonctions causales est une fonction causale. Il suffit
de calculer h, pourt =0 etl'ona:

t t
h2 ()= J efauefb(lfu)du — e*btJ‘ e(bfa)udu.
0 0

Si I’on suppose que b # a, alors :
b-ay _q

h )= -bt €
() =e —
—at)— -b
Pour ,ona: | h(®)=Y() exp( a;lz exp(—bt)
—a

Sib =a, le calcul précédent n’est plus valable, et on a :
t
hy(t) = e_‘”'[ e"du=1e™ pour = 0.
0

Donc, pour ,ona: | hy(t)=Y(t)texp(—at) |

L’expression Y (1)t exp(— at) est la limite de I’expression précédente lorsque b tend vers a.
En effet, en posant b = a + € et en faisant tendre € vers 0, on obtient :

exp(—at) —exp(—bt) exp(—at)[1-exp(—€1)]

b—

Y(n) =Y(1) o Y(t)exp(—at)(%t)

donc :
exp(—at) —exp(—bt)
b—a

;irn Y(1) =Y(t)texp(—at).

On aurait pu aussi remarquer que la dérivée de la fonction exp(— af) par rapport a la varia-
ble a est — t exp(— at). En comparant avec la définition de la dérivée en a, on obtient :

lim exp(—bt)—exp(—at) _
b—a b—a

—texp(—at).



74 Mathématiques du signal

hyaveca =1,b =3 hyaveca =b=1

0,4 T T 0,4
0,2 0,2t

0 . M 0 . .

-2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6

3) La fonction P, (t — a) est causale car elle est définie par :

1 si—a<t—a<a soit0<r<2a
ho(t-a)= {0 sinon ‘
Le produit de convolution P, (t — a) = Y(t) exp(- bt) est donc causal.

Pourr = 0,

t
hy(1) = _[ Py, (u—a)e ™" du.
0

P, (u—a)
1 1

— e bt-w E E
Y(-t_u)e\/ E E Y(t —u)e™ ’{)_

0 t 2a 0 2a ¢

Pour 0 =t =< 2q,

. —b(t-u) bt
hsy(1) = J. e P gy = {e } Ize ™
0 b

0 b
Pour 2a =< 1,
2a e*b(t72a) _e—bt
h(t) = J- ey =
5() 0 b
En conclusion :
[1 S exp(—bt)] pour 0 <t =<2a

hy (1) =< —[exp(2ab) —1]exp(~bt) pour 2a <t

pour t <0

La fonction /5 est continue. Elle est dérivable sur R\{0,2a}.

4) Calculons P, (t — a) = exp(— bt). Ici le résultat n’est plus causal.

oo
hy(@)=| P,(t—u—a)exp(-bu)du.
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1 pour —a<t-u—-asasSt-2asus<t
Or P,(t—-u—a)=
0 sinon

donc  hy(t)= Jt ) exp(—bu)du = ( )[exp(—bt) —exp(—b(t —2a))]

1
b

hy(t) = %[exp(Zab) —1]exp(-bt)

Cette fonction &, est indéfiniment dérivable, tout comme I’exponentielle.

6 T T T 6 T T T
hy hy

4+ 4 4t

2+ E 2+

0 L L L 0 L L L

-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3

5) D’apres I’index, pour x € [—1,1], Aj(x) =1 — |x| et sinon Aj(x) =0.On a

+o0
hs(x) = / Ai(u)Py(x —u)du

o0
Les 2 fonctions sont a support borné. Le support de A est [ = [—1,1]. Connaissant x, le
support de la porte P;(x — u) est ’ensemble des u tels que —1/2 < x —u < 1/2 , c’est-a-
dire I, =[x — 1/2,x 4+ 1/2]. 1l faut déterminer I’intersection de ces 2 supports selon les
valeurs de x :

a) I, est a I'extérieur , a gauche de I si x + 1/2 < —1, c’est-a-dire pour x < —3/2
b) I, intersecte / a gauchesix — 1/2 < —1 < x 4 1/2, ¢’est-a-dire pour —3/2 < x < —1/2

c) I, est a lintérieur de I si —l<x—1/2<x+4+1/2<1, clest-a-dire pour
—12<x<1)2

d) I, intersecte 1 a gauche six — 1/2 < 1 < x + 1/2, c’est-a -dire pour 1/2 < x < 3/2
e) I, est a 'extérieur, a droite de 7 si 1 < x — 1/2, c’est-a-dire pour 3/2 < x

I
-1 +1 u
L
) V2 x+1f2 ]
h) x- x+ X
c) &
I
d) - i
c) -

Comme A; et P; sont paires, on sait que hs est aussi paire (cf. execice 4.5). 11 suffit de la
calculer pour x positif, ce qui exclut les cas a) et b).

Le cas ¢) correspond a —1/2 <x < 1/2.S10 < x < 1/2 alors

x+%
h5<x>=/ Z 0 lulydu

2
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Pour ne plus avoir de valeur absolue dans I’intégrale, comme la valeur absolue |#| s’annule
pour u = 0, on écrit

1
240

0 x+§ u
hs(x)=/ 1(l—l—u)a’u—i—/ (1—u)du=|:u+7:|
X_E 0 X—

1\ 1 12+ AT +12 3,
=—\|x—=)—=z{x—= x+=-)—=lx+=<) =-—x
2) 2 2 2) 2 2 4

Pourlecasd)ona 1/2 < x < 3/2. donc

1 w27
hs(x) = / l(1 —u)du = |:u — 7] 1
xX— x=3

2

N 1\ 9 3 Ll
=l-x+= —=z) =-c—zx+=x
2 2 8 27 2

Dans le cas e) on a 3/2 < x, les supports étant disjoints, on a hs(x) = 0.
On peut remarquer que P est discontinue, mais que A; = P; % P; est continue, et consta-
ter sur le graphe de As5(x) = P; * P; x Py, que hs est de classe c'. Le produit de convolu-
tion régularise : voir I’exercice 4.7.
PP AP,
0.8

071
2
0.6 0.75 - x

0,51

041 0,562-1,50d + 1,125

Y

0,21

0,1F

0 . . . . ! . ! . . . .
-3 =25 2 -15 -1 -05 0 05 1 1,5 2 2,5 3

Exercice 4.7

1) Soit la fonction & = f * g ol f appartient 2 L'(R) et ol g est une fonction de
C!(R), bornée sur R ainsi que sa dérivée.

Montrer que & est définie et dérivable sur R et que &’ =f = g’.
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2) En déduire que si f est dans L\(R), si g est dans CX(R) et si les fonctions g(l’)
pour p = 0, ... k sont bornées, alors / est définie et /4 est au moins de classe C¥
(et ceci méme si f'n’est méme pas continue). On dit que le « produit de convo-
lution régularise ».

3) Calculer les produits de convolution suivants :

costx Py (1) et Y(r) cost * P, (1).

Soient h et h, les deux fonctions obtenues.

Montrer que £, est une fonction de classe C*.

Tracer les graphes de & et de h, .

Vérifier que h, n’est pas dérivable sur tout R et expliquer pourquoi la formule

du 1) n’est pas utilisable.

1) Le produit de convolution est une fonction définie par une intégrale :

wo = fagt-wau.

Si fest dans L!(R) et g continue bornée, I’intégrale ci-dessus est bien définie pour tout 7 € R.

En supposant que I’on puisse dériver sous le signe d’intégration, on obtiendrait :
’ te ’
W= faga-wdu.

Pour justifier la formule ci-dessus, il faut vérifier que les hypotheses de (R4.3). Comme la
fonction g’ est bornée sur R, Vu e R :

| )g (1 ~ )| <[ (] maxlg’ o] = Ml )

et comme f est sommable sur R, le théoreme s’applique et :

W= fwgt-wdu= )| .

2) Faisons une démonstration par récurrence.
Si k = 1, on vient de voir que h € C/(R) et &’ = f * g’. Supposons que, si f € LI(R) et
g € CXR) avec g bornée V i =0, ..k, alors h € C* (R) et h® = fx g®),

Montrons alors que, si, de plus, g € Ck“(R) avec g(k+1) bornée, alors
he Ck+1(|R) et hk+1) =f* g(k+1).

11 suffit pour cela d’appliquer au produit de convolution 4 = f x g le résultat de la pre-
miere question.

Puisque g*+1) existe et est bornée, il s’ensuit que A*+D = fx gk+D),

Donc la propriété est vérifiée pour tout k € N.
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3) Puisque cost est de classe C™ et bornée ainsi que toutes ses dérivées, la fonction /| doit
étre de classe C°, d’apres ce qui précede.

+oo

hy (1) = j cosu Py, (t—u)du = [sinu] ™ =sin(t +a) —sin(t — a)

hy(t)=2sinacost | .

Comme prévu, h; appartient a C*(R) et en utilisant les résultats de I’exercice 4.4, on peut
vérifier la validité de la formule établie a la deuxieéme question.

Le calcul de A, est plus complexe :

s t+a
h()=| Y(u)cosu P, (t—u)du=| Y(u)cosudu.

t—a

Selon les valeurs de ¢, trois cas se présentent :

epourt<s-a=t+a<0
Y(u)
hy(t) =0 ; 1 {
t;a H'-ao u
cpour—astsaest-as0st+a
t+a . Y(u)
hz(t)=J. cosudu=sin(t+a) ; 1=
0 i
t—-a O t+a u
cporaste0<rt-a
t+a | Y(u)
hy(t)=| cosudu=sin(t+a)—sin(t —a). ! ]
t—a i 1
L
0 t;a t-;—a

La fonction £, est continue sur R, dérivable pour 7 # + a. La formule de dérivation de la pre-
miere question n’est pas applicable car Y(#) cost n’est pas dérivable ni méme continue en 0.
Pour ¢ # 0, (Y(#) cost)” = — Y(¢) sint mais le produit de convolution /5 de cette fonction avec
la fonction porte n’est pas égal a la dérivée de h, car on a :

0 pour < —a
hy(t) =<cos(t+a)—1 pour —a<t<a
cos(t+a)—cos(t—a) pour a<t
0 pour t <—a
Or hj(t)=qcos(t+a) pour —a<t<a

cos(t+a)—cos(t—a) pour a<t
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La formule de dérivation du 1) n’est absolument pas applicable dans ce cas.

2 T T T 2 T T T

AN AL L AN S
N\

AVARVERV/ o

) . . . =) . : :
-5 0 5 10 -5 0 5 10

Exercice 4.8

Un systeme linéaire du premier ordre est caractérisé par une équation différentiel-
le du premier ordre liant les signaux d’entrée e et de sortie s :

VY te 10,4, as’'(f) + bs(t) = e(r), (ol a et b sont des réels).
(Par exemple en électricité les circuits RL et LC.)

(E)

1) Expliciter le signal de sortie s correspondant a un état initial o, s(0%) = o.
Montrer que, pour o = 0, c’est le produit de convolution de I’entrée e par une
fonction £ a déterminer.

2) On suppose maintenant que le signal d’entrée est la fonction échelon Y. Calculer
la sortie correspondante s sachant que s(0%) = 0. La fonction s est-elle dérivable

sur R, sur R* ?

1) La résolution d’une équation linéaire non homogene comporte les étapes suivantes.

a) Résolution de 1’équation linéaire homogene associée

asy(t)+bsy(1)=0 (Ey)

Donc s, (1) =exp (—ét) est solution de (E,) ainsi que toutes les fonctions Cs(#) ou C est
a

une constante.

b) Recherche d’une solution particuliere de I’équation (E).
Dans des cas particuliers, on peut trouver une solution d’apres 1’expression du 2¢ membre.
Dans le cas général, la méthode de la variation de la constante consiste a remplacer s(f) par

K()s(#) dans (E), d’ott K'(f) = ai(t()[) _
0

On obtient une solution particuliere en prenant par exemple la primitive de K’ qui s’annule
en(,d’ ou :
e(u) so(t

) 500 4

a sy(u)

5,0 = KOs = [
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¢) Expression de la solution générale de (E) :
s(2) = Cs(1) + sp(t).

d) Détermination de la constante C connaissant I’état initial s(0) =
Comme ici 54(0) = 1 et sp(O) =0, on obtient donc C = o et s(r) = aLs(1) + sp(t)

s(t)= aexp(——t) J.OMG p(——(t u))du

Si oo = 0, on remarque que la sortie s est le produit de convolution de deux fonctions causa-
leseeth:

Y(t b
ol h(t) = Lexp(——t) .
2) Pour e =Y, la sortie s s’appelle la réponse indicielle :

1 b 1 b
s(t) = J.O;exp(—;(t S u))du = Z[l S exp(—;tﬂ pour £ > 0.
Donc s(t) = Yo [1 exp [—étﬂ

Cette fonction n’est pas dérivable en 7 = 0, mais, sur R*, on a :

s'(H) = Mexp(—éz) =h(1).
a a

La dérivée de la réponse indicielle est la fonction % qui est aussi appelée réponse impul-
sionnelle (cf. exercice 10.4).

Exercices d'entrainement

4.9 Peut-on utiliser le théoréme de convergence dominée pour calculer la limite / des
intégrales /, suivantes quand n tend vers +oo ?

1 n
1) _[ (=e/m)ds 2) l(1+5)e‘”"dt
0 on n
n n +oo
3) j (1—5) #~\dt avec x>0 4) j nr2e " dr
0 n —oo
Indication

Si on ne trouve pas de fonction g sommable telle que |f, ()] < g(#), on compare

lim I, et Ilim £.(0)dr.
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+eosinu

sinix dr. Expliciter f(x) en utilisant J.
0

4.10 Soit f(x)= j
u

que fest derlvable pour x # 0 mais que, cependant, on ne peut dériver sous le
signe J.

du = % Montrer

- o2)
4.11 Soit F(x)= jo Ftx)dt avee fxy=e ' .
1) Montrer que F existe, est paire et continue.
2) Montrer que F est dérivable sur R” et que F” est solution de 1’équation diffé-

rentielle F’'(x) + 2F(x) = 0 sur Rf (poser ¢ = X ). En déduire F.
u

+°°ln(t +x )

4.12 Soit F(x)= J d, xe R,

1) Montrer que F existe et est continue V x € R, dérivable pour x # 0.

2) Calculer explicitement F’(x). En déduire F(x) . Déterminer la constante d’in-
tégration a 1’aide de F(0).

413 Soient p(x)=——e 52 et cb(x)zﬁp(t)dr.

1
2T
oo
1) En utilisant I e_“zdu:«/E, montrer que ®(x) + ®(- x) = 1,
V x € R. En déduire @ (0).

oo

2) Soit F(0)= J;) Q(x)P(Ox)dx ou 6 € R. Calculer F’, en déduire F.
+oo

3) Calculer G(6) =I 0(x)P(6x) dx.

4.14 Soient les fonctions f(r) = exp(— |#]) et g(¥) = sint.
Les produits de convolution f = f, f* g, g = g sont-ils définis ? Dans ce cas,
préciser leurs propriétés et les calculer.

4.15 Soit la fonction f(¢)=

1 1?
exp| —— |. Calculer * sachant que

J‘JM exp(—uz)du =Jr.

4.16 Calculer f = fpour f(t) = Y(¢) sint.
4.17 Soit () = t et g(t) = P, (1).

Calculer les produits de convolution &y , h, , hy suivants :
f*g S(@) = gt —a) 1P, (t—a) = Py (t - a).

81
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4.9

4.10

4.11

4.12

4.18 Vérifier que le produit de convolution de deux densités de probabilité sur R* est

aussi une densité de probabilité : c’est-a-dire que si f et g sont dans LI(R*),
positives ou nulles et telles que

T roar=[ewar=1,

alors h =f* g a les mémes propriétés.

1) Oui, |f,()] < 1,1=0.

+oo
2)Non, I,=2->=1limI, avec u=" et | lim £t 10,0t =0
e n 0

3) Oui, If, ()] < ¢!, 1 =T (x) car (1—1) e,

n n—oo

4) Non, lim/, = % # jlim f(Hdt=0

[ osiw0 .
fx)= a2 six<0 onc f’(x) = 0 pour x # 0,

mais f'(x) ¢J a—f(t,)c)dt :J costxdr qui diverge.
0 0x 0

2
1) fest continue pour t >0 et x € R. |f(t,x)| <e" sommable. D’ol F existe et est conti-

nue.

2) Pour 0 < a0 =< |x| ‘—(1‘ x) sommable

24" 112 =1
\g(t) e A pour
/7 pourO0<t<1

(poser t = l sur ]O, 1[ ). On peut dériver sur R* et F/(x) = — 2F(x) si x > 0.
u

D’oll F(x) = Ce™2 avec C=F(0)=~/7/2 et, puisque fest paire, F(x)= % 2
DOspK<A=2<P+x2<P+A%
|1nt | |ln(t +A )|

7> = F continue.
1+¢ 1+£2

et |f(t,x)| =< g(f) sommable ou g(¢t) = max{
S sommable pourO <o < |x| < A

‘ (t +o )(1+t )
donc F dérivable si x # 0.

2 ([ 1 1
2) Pour x>0, F/(x)=—p '[[ - }dt: 4
x“=1Jo

1+22 2 +x° 1+x’
Fx)=nIn(l +x)+ Csix>0.
F paire implique : F(x) = In(1 + [x) + Cet F(0)=0= C=0.
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4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

1) &(-x)= fq)(z)dt = j +°°<p(—u)du = j+me_“2du, @(0) = %

! s F(O)ziarctan9+C et lim F(G):%:C:%.

2) F'(0)=——>——
) F®) 27m(0° +1) 2 f—s-too

3) G(O)=F(O)+F(-0)= %

La fonction f est dans LI(R) N L%(R) et continue bornée, g est dans C=(R), bornée ainsi
que toute ses dérivées, mais ni dans L!(R) ni dans L2(R). Donc f# g est dans C=(R) et dans
LXR), f * fest dans L1(R) et bornée (cf. (R4.6) et exercice 4.7). Mais g # g n’est pas défi-
nie.

Comme f'est paire et g impaire, f = f est paire et f * g impaire.

(f# N0 = (1 + 1) exp(= |1])
oo o0

(f *g)(t)=sin tj exp(—Jul) cosudu — cos tj exp(—Juf)sinudu.
En utilisant la parité des fonctions a intégrer :

+oo
(f*g)(t)=2sin tj exp(—u)cosudu = sint.

0
En utilisant la relation :

A
M2+(t—lzt)2:2M2—2Ml‘+t2:2(u—5) +—,

on obtient (f* f)(¢) =

L
2ym P75 )
(f* f)1)= %Y(t)(sint —

hy(O)=(f = &)(®) = 2at ;
hy(t) = h(t—a)=2a(t - a) ;

0 pourt <0 ou t=4a
2

hy(t) = % pour 0 <t <2a
(4a2— L pour 2a <t <4a

h est dans L(R™), de plus h(r) = 0.

+oo

J:m h(t)dt = J:) (J:f(u)g(t - u)dujdt = IJDf(u)g(t —u)du.

. D(t,u
Enposantx=uety=t—u,ona t=x+y et u=x,dou ﬁz—

D(x,y)
EtD={(tw)/0<u<t}douA={(xy)/0<x<x+y} =Rt xR*

[T noa=[] reosmaras= [ oo emay=1.
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Chapitre 5

Transformation de Fourier

RAPPELS

* La transformée de Fourier de f est notée F(f) ou f

+0o0
feLl'®ULR) F()(w) = Flx) e 2™y

—00

(R5.1)

+ La transformée de Fourier inverse de g est notée F~!(g) ou F(g) ou g

400
F ()W) = / g () P dx

—0o0

e Pourfetf € L'(R)UL%R), ona

FR(H@ZEFF () E fx)

« Sifestcontinuesur R, onaVx e R F'F(f)(x) = f(x), c’est-a-dire

+0oo
Vx € R / F(f)) e ™ dy = f(x)

—00

(R5.2)

(R5.3)

(R5.4)
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* Si fest bornée et de classe C! par morceaux sur R

+00
Vx e R / F(f)() e ™ dy =% (f&H+ f(xD)) (R5.5)

—o0

e Sif e L?(R) alors F(f) € L>(R).
On a aussi I’identité de Parseval : || f|, = [| F(f)|,, c’est-a-dire

+00 +00
/ P de = / FCHWP dv (R5.6)

—00

* fet F(f) ont méme parité.
» Si festréelle et paire, F'(f) est réelle et paire.
» Si festréelle et impaire, F'(f) est imaginaire pure et impaire.
+ Symétrie hermitienne : F~'(f(x)) = F(f(—x)).
Donc si f est paire, F~'(f) = F(f).
* Translation en temps

F(f(x —a)(v) = e 2™ F(f(x)(v) (R5.7)

* Translation en fréquence

Fe ™ fx)®) = F(/)(w+a) R5.8)

* Changement d’échelle

1 v
F(f(ax))(v) = mF(f(x))(;) (R5.9)
* Transformée de Fourier des dérivées
Sif,f .f" ....f ®V sont continues sur R et toutes dans L'(R) ainsi quef ™ :
F(f ™)) = Qim)"F(f)() (R5.10)

e Dérivation de la transformée de Fourier
Si f et x” f sont dans L!(R)

d"F(f)@)

= (AN F(" @) (R5.11)
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¢ Transformée de Fourier et convolution

F(fxg) =F(f)F(g) F(fg) = F(f)* F(g) (R5.12)

¢ Transformée de Fourier des fonctions usuelles

Les fonctions ci-dessous étant toutes paires, si g = F(f) alors F (g)lg f
(et I’égalité a lieu sur R quand elles sont continues)

. sin(7va)
Py(x) = W_a/2,a/21(x) = asinc(av) =a———— (R5.13)
Tva
. 2
sin(mva)
Ag(x) = (1 — |x/al) Uj—g,q1(x) = al| —— (R5.14)
Tva
2a
exp(—a|x|) 2 A (R5.15)
) P w22
exp(—ax”) = —exp(———) (R5.16)
a a
 Intercorrélation de deux fonctions f et g
+o0
Ky o (1) = / gu+7f(u)du =Ky r(—7) (R5.17)
* Autocorrélation de f
+00 o
Ky(1) = / fu+7)f(u)du (R5.18)

fel’®etvreR  |Ki(D| < Kp0) = I fII3

Si f est un signal réel, K est une fonction paire et si f est la fonction retournée
définie par ﬁ;) = f(—t), K est le produit de convolution K = f * ]7

* Le spectre d’amplitude et le spectre de phase d’un signal f sont respectivement
le module et I’argument de sa transformée de Fourier F(f)(v).

+o0 +oo
L énergie est || f |5 = / | £ ()% dx = / |F(f)(W)|* dv.

—0o0
La densité spectrale d’énergie de fest |F(f)(v) 1%,

* Théoréme de Wiener-Kinchine Si f est un signal réel, la transformée de Fourier
de I’autocorrélation de f est égale a la densité spectrale d’énergie de f :

F(Kp)W) = F(Hw)?
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Exercice 5.1

1) Soient f une fonction sommable sur R, a valeurs réelles, et f sa transformée
de Fourier. Montrer que :

+00
a) Si fest paire,f(u) =2 f(t)cos(2mut)dt
0

+0oo
b) Si fest impaire, f(v) = —2i f(t)sin(2rve)dt
0

2) Utiliser ce résultat pour retrouver les transformées de Fourier des fonctions P,

etA,, a> 0 (¢f. index pour la définition de ces fonctions).

sin%x

x2

cos(wx)dx.

+o00
3) Calculer I'intégrale I (w) = /
0

1) a) On sait que, si g est sommable sur R, alors

+00
/ g()dr=0 si g est impaire

o0

+o0 +o00
/ g(t)ydr = 2/ g(t)dr si g estpaire
- 0

o0

Comme e 2™ =cos(2mut) — i sin2mut), et si f est paire, f(t)cos(2mvt) est paire et
f () sin(2mvt) impaire. Donc

n +00 ) +00

fw) = / f@)e ™dr = 2/ f(t) cos(Qmut)dt
—00 0

b) Si f est impaire, on a f(¢) cos(2mvt) impaire et f(¢) sin(2wvt) paire, d’ou le résultat

demandé.

Ces formules sont valables méme si f est a valeurs complexes.

2) Les fonctions P, et A, sont paires et a valeurs réelles. On a donc :

al2

[l

sin(27ut) }“/2

2mv

+00
F(P)(v) = 2/ P,(t)cosQmut)dt = 2/ cosmut)dt =2 |:
0 0

0

d’ou: sin(rav)
F(P)(v) = ———

+oo a
F(A)W) = 2/ Ay (t)cosQmut)dt = 2/ (1 — £> cos(2mut)de.
0 0 a
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t 1
On integre par parties en posant U=1-— et dV = cos(2nvt) ds, soit dU=——dt et
a a

in(2mwut
= M Il vient :
2mv

a t t\ sinQmut) ¢ 1 a .
1——)cosRaut)dt =||1— — + sin(2zrvt)dt .
0 a a 2rv |y 2amv )

1 |:_ cos(2mut) T

2nv

Le premier terme du second membre est nul. Le deuxiéme terme est

bl

anyv

0
" 1 — cos(2mav) sin® (mav)
SOIt ——————, ou encore —————.
4am1? 2ami?
) sinz(waz/)
Par conséquent : F(A)W) = —=——
am?v

3) Lintégrale I(w) est une intégrale du type considéré a la question 1) a). On peut

)
L. tesin” x o x X

par exemple écrire 1(®) =J. 5 cos(Zﬂ;—jdx. En posant = =¢, on a alors
0 h2 T

400 i +00 oin2

t t

to= [ e (S )a=T 2 [T s (an 2 1) ar,
0 et 2 2 0 Tt 2

X

sin®(77)
m2t2

soit [ (w) = 7_2r F < ) (E) , d’apres la question 1) a).

2

sin®(7v)

La transformée de Fourier inverse de est, d’apres la deuxiéme question (cas ou

2,2
Ty
a=1), A;(®). En intervertissant les roles des variables 7 et v, on en déduit que la transformée
L sin2(7rt) . . .
de Fourier inverse de o est A|(v), donc que sa transformée de Fourier directe est
s

A (= V), égale a A[(V) puisque A, est paire. On a donc :

T, (o) =@ ® )
l(w)= EAI(E) = 5(1 _%) [—1,1][5)

soit I(w):%(l—@) si o] <2 et [(®) = 0 si [o] = 2.

Exercice 5.2

On considere le signal défini pour a > 0 par f (1) = Y(r)e™ et les signaux g, et I,
tels que :

8O =1, +f, (=0 et h, (@) =], (0)-f,(=1.
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1) Tracer les graphes de f, , g, , h,, et calculer leur transformée de Fourier.
2) En déduire la valeur des intégrales :

=CoSWX xsin a) X i
= Fdr et J= [ TEOS
0 1+x 1+x?
3) Quelles sont les limites ponctuelle et presque partout de g, et F(g,) quand a tend
vers 0 ? A-t-on : lim F(g,)=F(limg,) ?
a—0 a—0

4) Mé€mes questions pour /1, .

1
y y y
1 1 1
t t t
N _ 1
y =10 Y =840 y=h, 0
oo ) —(a+2i7r we 1
F(fa )(V) — J. Y(t)e—ate—Zm'vtdt — I —(a+2177.'v)tdt _ : '
o (a+2mv) a+2iny
1
D’aut t, F -1))(v)=F —-V)=——.
autre par (f,(=)V)=F(f,)(=V) iy
1 1 2a

Donc, F V) = + = —
(8)(V) a+2inv  a-2inv a’ +4n*v?

1 1 —dirv
et F(h )(v)= - =
(V) a+2intv  a-2inv | a® +4nv?

2) Comme F(g,) est dans L', que g,H=e" all presque partout et que e ~ " est continue,

F(F(g ) =e " VieR®R54)
_ J.+WF( g, )(V)e 2™ dy = 2J'0°° F(g,)(v)cos(2 vi)dv

car F(g,) est paire.

e 2a 1 _ .
Donc J —————5—5cosRrv)dv=—e A et sim=2nr,a=2metx=v:
0 a”+4n°v 2

1+x° 2 ¢

* COSW X _]
J dx— \(u\
0
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Si h,, appartient a L'n 12 par contre F(h,) n’appartient qu’a [Zetona F(F(ha N(t)=h,(t)
presque partout (R5.3). Et, comme F(h,,) est impaire on a comme a I’exercice 5.1 :

f(F(ha N = ZiJm F(h,)(v)sin2rvtdv = ge ! presque partout et ou € = sgn(f)
0

d’ol, en posant ® = 2nt, a=2netvV=1x:

J“"’xsinwx

b T2 dx = S%e“w‘ pour ® # 0, et € = sgn(m).

3) limg,()=1sit# 0, g,(0)=2=limg,(0)=2. Donc g, converge presque partout
a—0 a—0

vers 1 qui n’est ni dans LY(R), ni dans L3(R), et n’a donc pas de transformée de Fourier au
sens des fonctions.

0 sivz0

Par ailleurs, lim F(g,)(v)= { ] .
a—0 4o siv=0

Donc, F(g,) converge vers 0 presque partout.
On n’a donc pas lim F(g,)= F(limg,) car 0 # F(1).
a—oeo

Par contre, au sens des distributions, on verra que 1’égalité est vraie car
lim F(g,)=06=F(lim g,) = F([1]).
a—0 a—0

4) limh,(t)=sgn(t) sit+# 0et lim#,(0)=0.
a—0 a—0

Mais la limite de &, n’est ni dans LY(R), ni dans L%(R) et n’a donc pas de transformée de
Fourier.

lim F(h,)(v) = L siv#0et limF(h,)(0)=0.
a—0 ITV a—0
Cette limite n’est ni dans L!(R), ni dans L%(R). On verra que, au sens des distributions,

lim F(h,) = F(lim h,) = F([sgn(t)]) = — Pf L.
a—0 a—0 17 14

Exercice 5.3

1) Quelles sont les propriétés de F(P ) ?
2) Soit f(r) =1 [0, a](t). Comparer les spectres d’amplitude et de phase de P et f.

3) Calculer les intégrales J. >—du —du.

= sin’ u * sinu
o |
-y -

0| FPyw) = 30D | (o exercice 5.1).
v’
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Puisque P, est bornée, continue par morceaux et a support borné, F'(P,) est de classe C™
(cf. R5.11). Comme P, appartient 2 L?(R) il en est de méme de F(P,) (cf. R5.6). Enfin
F(P,) est réelle et paire comme P,.

2) Comme f(t)= Pa(t — g), avec la formule du retard (R5.7), on a :

F(f)(v) =e T sin(mrva)

TV

sin(7wva) . g s
—— | et cette propriété est vérifiée par

Donc, P, et f ont méme spectre d’amplitude :

tous les signaux translatés, le spectre de phase de P, est nul et celui de f vaut - 1ta.

3) J“’° sin
— U

1Pyll, = IECP I, soit :

2
u . N <
>—du représente, 2 une constante pres, 1’énergie de P, et d’apres (R5.6),

=" |mwPa= [ [FaywPay

. 172 +0 §in? ()
soit : dt=1= 55 dv
—1/2 —00 ™V

+eginT u
et, en posant u = TV, —du=7m
- U

Par ailleurs, si g € L2(R), F(F(g))=g, égalité dans L%(R) c’est-a-dire presque partout. En
tout point ol g est continue, d’apres (R5.4) on a

gt)= F(F(g))(t) = J.:r: F(g)(v)ez”“”dv'
Ici, P, € LA(R), doncsit # aett+ —a,

® sin(rav) .
P,(1) = f sin(mav) i g,,.
oo TV

En particulier :

* sin(wav)
P,0)=1= —— dret, en posant TV = u,
oo TV

° sinmu
[

—oo u
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On peut aussi calculer la premiére intégrale grace  F F(Ap) et (R5.4) :

- 2 .2 )
I:J‘ s1n2udu:F[s1n2u)(0)’ f<sm (TFI/B)) )= As(t).V1e R
" u

Br212

. . 1
car Ap est continue sur R.D’ou, avec B=—:
T

s .2
—=| sSiIn”~ v
F[ 2 )(t)zn'Al/n(t):I=7rA1,”(0)=7r.

Exercice 5.4

2

Soit le signal gaussien f défini par f(t)=e™" ",

1) Calculer £ en fonction de f et en appliquant la transformée de Fourier a
I’identité obtenue, montrer que cette transformée de Fourier vérifie une
équation différentielle linéaire du premier ordre.

oo 2
2) Intégrer cette équation et en déduire que I e dv=1.

—o0

at

3) En déduire la transformée de Fourier de e~ et la valeur de Jme_‘”zdt pour

—o0

a>0.
4) En déduire la transformée de fourier de

2

1 7
(1) = e 20° aveco >0
fo o~/ 21
+00
et montrer que fo(t)dr =1
—00

D f'(t)=-2ntfQ).

En appliquant la transformée de Fourier  cette relation, puisque 7 f{) € L!(R), on obtient :
F(f)(v) ==2n F(tf)(v)

et, avec les relations (R5.10) et (R5.11) :

2T VE(f)(V) = —_zz—fn[ﬂf)(v)]’

on obtient : [F(/)(V)]" == 2rVF(f)(V)
dol, si f=F(f), %(v)+27rvf(v):0 .
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94
a variables séparables, on obtient

2) En intégrant cette équation différentielle

foy=kKe™ .
Or, puisque fe L' n L% et fel?, ona (R5.6) : ||f||§ = ”f“z soit :

J_lrwra=|fwfar

hed 2 A 2.,2
¢’est-a-dire : J e dt=K2J. eV dv don K2=1.

—oo

or, F(f)(O)=f(0)=Jwe_”’2dt=K = K>0 = K=1 ot

F(e—ﬂfz )(V) — e—EV

J' cldr=1| et

—oo

2
. /1,) —
3) e = (\” = f(kt) ou k=\/£.
T
Et, en utilisant la formule de changement d’échelle :

1
PR = F(f)(%j-

— \2

. 5 ? —ﬂ[\c V) —ar? ’7 _ﬂ2ﬁ

On obtient : F(e™ )(v)=\/—e “S =S [Fle" ) v)=]—e @

a \a
et Jwe_mzdt=F(e_“'2 )0)= r = L
e e Va
1 .
——, on obtient

4) 11 suffit de remplacer dans la relation ci-dessus a par =
g

2
F(e 27)() = V2mo2e 27"

d’ou, grace a la linéarité, et si 0 > 0
12

— F T2 — —2m%0%1?
F(fo)@) (o\/ﬂe 200)(v) =e

+00
f(t)dt =F(f)(0), et comme F(f,)(0) = ¢° = 1, la fonction

Quelle que soit f, on a
—00
+00
f-(t)dr =1 (c’est une densité de probabilité).

gaussienne fg vérifie
—00
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Exercice 5.5

Utiliser la transformée de Fourier pour calculer le produit de convolution
h = f, * fp (avec a et b constantes positives) pour :

i t
D fa(t) = asinc(at) _ g Sinman)
at
12
e 242

2) fa(t) =

a us

1)Ona F(f, x fp) = F(f,)F(fp) d’apres (R5.12).
La fonction sinus cardinal est la transformée de Fourier de la fonction porte P,. Or pour des
f fonctions paires on a F~'(f) = F(f), donc F(f,) = F~'(f.) £ P, et

F(f.* fp) Zpp2Zp, avec ¢ = min(a,b)

puisque le produit de deux fonctions portes est une fonction porte dont le support est I’in-
tersection des supports.

Comme P.Z F (fc), on obtient

F(f.* ) 2F(f.)  avecc = min(a,b)

En utilisant la transformation de Fourier inverse on obtient :
pp .
fa*x fo=fe  avecc = min(a,b)

La fonction sinus cardinal est continue sur R tout entier donc 1’égalité a lieu partout.
2) De la méme facon, on a F(f, * fp) = F(f.)F(fp) d’apres (R5.12). Or, d’apres I’exer-
cice 5.4,on a

12

ﬁ)(l/) — 6727T2a21/2

1
F e
(a 2T
donc

2.2 2722 2.2
F(fa *fb)(l/) — 67271'41 1/26727rb v 67271'6 Vv avec C2 :Cl2+b2

On obtient F'(f, * fp) = F(f.) et en utilisant la transformation de Fourier inverse

fox 2 f  avece=+a:+b?

La continuité de la fonction gaussienne entraine I’égalité sur R tout entier.
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Exercice 5.6

A T’aide de la transformée de Fourier, déterminer la solution de I’équation intégra-
le en la fonction inconnue f continue et sommable sur R :

[ ravexpt-att - up)du=exp(-r*), ()

ol a est un nombre réel donné, avec a > 1.

Le premier membre de I’équation (E) est le produit de convolution de fpar la fonction g (1)
= exp(— ar?). L’équation (E) s’écrit donc : g, xf=g-

A

Comme fest sommable par hypothese, elle admet une transformée de Fourier f.

- 2.2
D’autre part (cf. R5.16), la transformée de Fourier de g, est g,(v)= V"E exp[— j, et
a a

donc celle de g, est g,(v)=~m exp (-m*v?).

En prenant les transformées de Fourier des deux membres de (E), sachant que la transfor-
mée de Fourier d’un produit de convolution est le produit (ordinaire) des transformées de

Fourier de chacun des facteurs (R5.12), on obtient I’équation :

2

[ 2. ~
v’% expf_ : av jf (V) =7 exp(-7*v?) (E)

2.2
d’ou : f("):*/Eexp[—ﬂzvz(l—lﬂ:VEexp[—” v (a—])].
a a

2.2
.o |\
. La transformée de Fourier inverse de \5; exp (—Tj est g;. Comme

Posons k=
a—
A lak (@ n*v?
V)= _ |— - |—exp| ———— |, on en déduit que :

jﬁ at

2
_ P
1) = expht®) = s exp[ a_l)
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Exercice 5.7

Soit f la fonction définie par f(r) = avec a > 0.

sin(mat)
Tt

1) En utilisant la transformée de Fourier de f, évaluer | f||§ puis calculer

(f = £)(0) et préciser pour quelles valeurs de 0 ce produit de convolution s’an-
nule.

2) Pour quelles valeurs de 0 la fonction f(¢ — 0) est-elle orthogonale a la fonction
f(t) pour le produit scalaire de LX[R) ? Vérifier que ces valeurs de © sont
dénombrables et de la forme 6, = nC avec n € Z* et C constante. Soient
g,(t) = f(t = nC) avec n € Z. Vérifier que les fonctions g, sont orthogonales

deux a deux.

1) D’apres (R5.13), on voit que f= F(P)).
Comme P, appartient a LX(R) et que la transformée de Fourier est une isométrie de LX(R),

ona R5.6) |12 =[R2

2

sin(7a) dr
=a

it

+al2 too
Or ||Pa||§=J_:/2 1°dt=a, donc| ||£]3 :/_

o0

De plus, f* f= F(P,) * F(P,) donc en prenant la transformée de Fourier inverse,
F(f*f)=F(F(P)*F(P,))=F(F(p,)-F(F(P)=P,-P,.
Or Pa2 =F, (car P (1) =0 ou 1), donc f = f= F(P ), mais comme f= F(P ) on en déduit que,
au sens de L2(R) et donc presque partout :
-

Comme f est continue, f * f aussi car le produit de convolution régularise. Donc I’égalité est
vraie partout et, pour tout 0, on a :

sin(maf)

(f*HO)=fO) =
0

Cette fonction s’annule pour sin(ta6) = 0 et 6 # 0, donc pour :

n
O0=— avecne 7*.
a

2) L’orthogonalité entre f(r — ) et f(), fonctions de ¢, s’écrit :

Ij:f(t —9)f(t)dt =0.
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+00
Comme fest paire, on a @ —1)f(t)dt =0 c’est-a-dire (f* f)(0) = 0. Donc, d’apres

—00

1), il faut que 0= I avecne 7. 11 y a donc une infinité dénombrable de fonctions ortho-
a

sin(mat — 7n)

n
les & g,(f) = £(£) qui sont g, (£) = f| t—— | c’est-a-dire: |g,()=a
gonales & g, (1) = f(#) qui sont g, (1) f( a) c’est-a-dire : |g,(1) p——

Vérifions que, pour tout n # p, g, est orthogonale a g Ona:

[ g mar=[ " (=2 (1= 2 Jar=[ 7 =" roau=0

a
qui est bien nul si n — p € Z*, donc si n # p.

. . . . . 2 _ 2 _ .
Comme I’énergie est invariante par translation, on a ||g,,||2 = ||f ||2 =da, donc les fonctions

——g, sont orthonormées. Ces fonctions-1a sont précisement celles qui interviennent dans
Aa
le théoreme d’échantillonnage de Shannan comme base du sous-espace des fonctions de
L?(R) dont la transformée de Fourier est & support borné.

Exercice 5.8

Calculer la fonction d’intercorrélation & de deux fonctions exponentielles causales
f et g avec f(£) = Y()e ™ et g(t) = Y()e P, a et b réels positifs.
En déduire I’autocorrélation de f et I’énergie de f. (c’est-a-dire || £]]?).

Les fonctions sont a valeurs réelles et on a :
oo b(utt
h(t) = J Y(u)e ™ - Y(u+1)e " duy.

Sit =0, alors :

1
a+b’

+o0
h(t):e—ht.[ @ty — b
0

Sit =<0, alors :

too +(a+b)t e+at
h(t) — e—btj e—(a+b)udu — e—bt —
—t a+b a+b
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—bt
e .
sitr=0
donc : h(t) = a-;tb
e .
sitr<0
a+b

Cette fonction 4 est maximale pour ¢ = 0, cela signifie que f(u) et g(u + t) ont une ressem-
blance maximale pour ¢ = 0.

L’autocorrélation K, de f est une fonction paire :

—alt]

e
K. (t)= .
70 2

+oo
Comme K /(0) =J |f(u)|2 du, on en déduit que I’énergie de f est Zi
e a

Exercice 5.9

)
On considere le signal gaussien f(f)= ;exp - .
N2m 2

+oo -
1) Sachant que J exp(—uz)du =+, calculer I’énergie de ce signal.

2) Calculer la transformée de Fourier de f. En déduire le spectre d’amplitude, le
spectre de phase du signal fet la densité spectrale d’énergie de f.

3) Montrer que, pour un signal g réel et pair, I’autocorrélation K g st le produit de
convolution g * g.

4) Déduire de ce qui précede 1’autocorrélation Kf du signal gaussien.

1) L’énergie d’un signal fest le carré de sa norme dans L%(R) donc :
22

I3 —
too tof 1 = 1+ _p T
E =J t 2dt=j e 2 |dt=—| e "dt=—".
U |f( )l —o | \2TT 27 J—o 2r
1
Donc : Ef: —
2\/7[

2) D’apres (R5.16) ou d’apres ’exercice 5.4, on a :

[ 2.,2
Flexp(—at)|(v) = \/S exp[— n a" ]

On en déduit : F(f)(v)=exp(=2m*v?) | .
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Comme f est réelle et paire, F(f) est aussi réelle et paire et, par conséquent, son spectre de
phase, qui est I’argument, est nul, et son spectre d’amplitude est égal & |F(f)(V)| = F(f)(v)
car F(f) est positive.

La densité spectrale d’énergie est le carré du module de la transformée de Fourier donc ici :

IF(HO] =exp(—4r2v?) | .

3) K,(1)= [r: g(t+1)g()dr = Jj:g(u)g(u —7)du en posant u =t + T.

Or : g(u — 1) = g(T — u) puisque g est paire, donc : Kg(t) = (g * g)(1).

4) Le calcul direct de 1’autocorrélation K g c’est-a-dire de f * fest faisable (cf. exercice 4.15)
mais fastidieux. Il est plus facile de passer par la transformée de Fourier car on sait que
F(f+f)=Ff- Ffetdonc :

F(K) = (Ff)?
(on retrouve le fait que la transformée de Fourier de 1’autocorrélation de f est la densité spec-
trale d’énergie).

On a donc :
F(K)(V) = exp(- 4n2v2).

En utilisant la transformée de Fourier inverse on obtient :

K (1) = F(exp(-47°v?)).

.. 1 . .
Et, en utilisant la formule vue au 2) avec a= Z’ il s’ensuit que :

1 7
Kf(’[) = ﬁexp[—jJ .

On vérifie que K ;(0)= ﬁ =E; @eneffet, K, 0= f0F@d=|f).

Exercice 5.10 Convergence vers une gaussienne

1) Soit g une fonction positive et paire telle que

+00 +oo
/ glx)ydx =1 avec / x’g(x)dx = o° (1)

oo oo

En utilisant la formule de Taylor a I’ordre 2 en zéro

f) = £O0)+ fO)x + %f"(O)xQ + x2e(x)
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démontrer que le développement limité a 1’ordre 2 en zéro de F(g)(v) est

F(g)(v) =1—=2m%0%" + %)  avece(r) — 0

V—0
2)Soithy =g, hy = g* g, hs = g % g % g, etc. Expliciter F(h,)(v) en fonc-
tion de F'(g)(v).
v
Jn

En déduire que, quelle que soit la fonction g vérifiant (1) la suite de fonc-

Chercher la limite de F(h,,) ( ) lorsque n tend vers +o00.

tions &, tend vers une gaussienne /
12

207

1
hx) =

=
o 21
1) Le développement a I’ordre 2 en zéro de G(v) = F(g)(v) est
1
Gw) =G0)+ G O+ 5G 0)2 + e(v)

avec G (v) = (=2im)" F(x"g(x))(¥) (R5.11).D’ott G™(0) = (=2im)" F(x"g(x))(0).
+o00
Or F(x"g(x))(0) = / x"g(x)dx et donc d’apres (1)

—00

G(O) =1 et G”(O) — (_21'7.1.)2 2 — —47r2m2.

+o00
Enfin, G'(0) = (—2i7r)/ xg(x)dx, comme g est paire, xg(x) est impaire et G'(0) = 0.
—00
Ce qui prouve la formule .

2) D’apres (R.5.12) on a F(h,) = (F(g))".

v v n
ﬁ tend vers 0, et F(g)(0) =1, donc (F(g)<ﬁ)>

est de la forme 1°°, ce qui est une forme indéterminée. Pour lever cette indétermination, on

Pour v fixé et n tendant vers +00,

v
passe en logarithme puis on utilise le développement a 1’ordre 2 en zéro de F(g) (—)

o(rus(5) - m(ro( )

Comme In(1+u) ~ u et que F(g) L) =1- 2#2025 + fs ), en posant
u=0 4 & Jn) n n \Jn/)’ P
2

T -
u=—2mw°0 + —¢ on obtient
n n \J/n

in(Fo( ) 2n (-2re L + 2o L)) = 2w 4 o)

On a
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Comme 5<L> ——0,ona

ﬁ n—o0
In (F(h,,)(%)) — 2o

C’est-a-dire

F(hn)(%) s

[2
e 20° d’apres I’exer-

Or la transformée de Fourier inverse de =277 est h(x) =
g ™

cice 5.4 (cf. en probabilité, théoreme Limite central).

Exercice 5.11

Les fonctions considérées sont a valeurs réelles et de carré sommable. On
note :
— K la fonction d’autocorrélation de f

— K , la fonction d’intercorrélation de f et g.
1) Montrer que Ky, o vérifie pour tout 7

Ky o(1) = Kg r(—7)

En déduire K;_, a I’aide de K¢, K, et K.
2) On pose : g(t) = f(t — a). Montrer que

K; = K,.

C’est-a-dire qu’une fonction et sa translatée ont méme fonction d’autocor-
rélation.
Calculer Ky, en fonction de K.
Pour quelle valeur de 7 cette fonction d’intercorrélation est maximale et que
vaut ce maximum ?

3) Application : Soit Py la fonction porte de largeur L et & définie par :

h(t) = Pp(t —a) — Pr(t — b)

Calculer K, en fonction de K p, .

Sachant que Kp, = LA (cf. exercices 5.9 et 4.6) , calculer Kj,.
Application numérique : L =1, a =3/2etb =1/2.

Faire le graphe de % et celui de K.




© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

5 e Transformation de Fourier 103

1) En faisant le changement de variable v = u 4 7 avec dv = du on obtient

+00

+00 -
Ky, (1) =/ g+ 7 f(u)du =/ gw)f(v—7)dv =K, (-7

o0 —00

Mais comme les fonctions sont a valeurs réelles, on a K7 .(7) = K, s(—7) et Ky est paire.
Par définition 1’autocorrélation de la fonction réelle f — g est I'intégrale de
(f—9u+n(f —gw)

=flu+nfw —fu+ngw)—gu+7[f(u)+gu+7gu)
Donc

Ky_o(7) = Ky (1) — Kpo(=7) — Ky,o(7) + K¢ (7)
2) En faisant le changement de variable v = u 4+ 7 avec dv = du on a

+00

+00
Kg(7)=/ f(u—a+7’)f(u—a)du=/ f+7nf() dv=Ks(7).

oo —00
La fonction d’intercorrélation Ky, est :

+00
Kf,g(7)=/ fu—a+7)fu)du =Ks(t—a)

o0

On sait que |K f (T)| <KpO)y=1f ||%, donc I’intercorrélation d’une fonction avec la fonc-

tion translatée de a est maximale pour 7= a (Cette propriété peut servir a évaluer la dis-
tance d’un obstacle dans le cas d’une onde radar).

3)Sif(t) =Pt —a)etg(t) =Pt —b),dapres 5.16) : Ky = K, = Kp,.
D’autre part, g(t) = PL.(t —a — (b —a)) = f(t — (b —a)).D’ou:

Kpg(1) = Kp(T— (b —a))
D’apres 1), la fonction d’autocorrélation K, de & est donc

Ky(1) =2Kp, (1) — Kp,(—7— (b —a)) — Kp,(1— (b — a))
=2Kp (1) — Kp(1+ (b —a)) — Lp,(T— (b —a))

car K p, est paire.

La fonction K, (7) est linéaire par morceaux. En calculant K; en —1, O et 1, on obtient le
graphe de K.

Ng--====

v
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Exercices d'entrainement

5.12 Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes
2
-t

1 1 t
1) ) — 3) ———  4) nte
1+¢2 2-2t+1% (1+1%)?
5) sinzre ™"
—at* et tze—a\t\.

5.13 Calculer les transformées de Fourier des fonctions te

5.14 Utiliser la relation de Parseval pour calculer I’énergie E du signal

in4
f(t)=16sm ﬂ't.
+oo 3 t—
5.15 Caleuler f(n)=] sin3u M u
5.16 Calculer la fonction d’autocorrélation temporelle Kf du signal f(¢)= 21 IR
m+
—7[V2

Réponses
512 1) ge 2™ 2) ;e 2irve 2 3) —inlve 2 4) —inve

ey
5) —ishzv-e 4/,

2.2
s da(a® —1272v?)

2 itv |[m ——— _
513 F(te " )(v)=—"" a | F(fe allly ) =
R P R o e

514 E=64.
515 f()=nS0L
1

2r
516 K. (1)= .
/(@ 1t +4
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Chapitre 6

Transformation de Laplace

RAPPELS

* La transformée de Laplace de f est notée L(f)

+00
L(f)(p) = / f()exp(—pt)dt | avecp € C (R6.1)
0

Si f est continue par morceaux sur [0,~+00[ , et a croissance au plus exponentielle
a I'infini, c’est-a-dire qu’il existe A et M et « tels que

Vi>A>0, |f(t) < M exp(at)

alors L(f)(p) est définie pour Re(p) > «.
* L(f)(p) est continue pour p réel avec p > « et vérifie 1iT L(f)(p)=0.
p—>+00

* L’abscisse de convergence de la transformée de Laplace de f est la petite valeur
de « telle que L(f)(p) soit définie pour tout p vérifiant Re(p) > «.

* La transformation de Laplace est une application linéaire :

LS + pg) = AL(f) + pL(g) (R6.2)

* Sifetg ont méme transformée de Laplace alors f et g sont égales presque par-
tout sur [0,+o00[. Elles sont égales partout sur [0,4-00[ si elles sont continues.
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e Formule du retard

Ya > 0, L(f(t—a)(p)=e PL(f()(p)

* Produit par une exponentielle

L f(1))(p) = L(/)(p —a)

* Changement d’échelle

1
Ya>0, |L(f@n)(p)= ;L(f(t))(g)

* Transformée de Laplace des dérivées

(R6.3)

(R6.4)

(R6.5)

Sif,f' . f" ...f ™ sont continues sur R* et toutes a croissance au plus expo-

nentielle a 1’infini, alors :

L(f ™) (p) = p"L(f)(p) — p" ' £OT) = p"2£/(0) — ... — f"7D(0")

* Dérivation de la transformée de Laplace.

d"L(f)(p)

T (=D"L@" f(®)(p)
p

» Transformée de Laplace et convolution

L(fxg) =L(f)L(g)

¢ Théoreme de la valeur initiale

lim pL(f)(p)= f(0")
p—>+00

¢ Théoreme de la valeur finale

pl_i>rg+ pL(f)(p) = lim f(r)

(R6.6)

(R6.7)

(R6.8)

(R6.9)

(R6.10)
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* Transformée de Laplace des fonctions usuelles

1
LY @®)(p) = —
p

(Re(p)>0)

1
L(Y (t)exp(at))(p) = b—a (Re(p —a)> 0)

p
LI @eos@)(p) =~ (Re(p)>0)
L(Y (H)sin(w)) (p) = ﬁ (Re(p)> 0)
|
LY (01" (p) = p’,’f;l (Re(p)> 0)

Exercice 6.1

scisse de convergence.

1) sin(t - 3—”) sit> 3—”, 0 sinon 2) Y(1) sin(t - 3—”)
4 4 4

Calculer la transformée de Laplace des fonctions f suivantes. Préciser 1’ab-

3) sin(£ - 5) sir> 2" 0 sinon 4) Y(t)e' sin(z - 3—”)
3 4 4 4

5 fs(t):lﬂ[a are](® 0 @>0. Caleuler lim L(f;)(p).
g 4 e—-0"

6) Transformée de Laplace d’une fonction périodique sur R

Soit f la fonction causale de période T construite a partir de la fonction fj définie

L(fo)(p)

sur [0, 7], nulle ailleurs. Montrer que L(f)(p) =

Df(@) = Y(t — %T)sin(t — %TW)

fs’obtient a partir de Y(¢)sinz par translation de 377[

Alors, avec (R6.3),

3n 3

P . -—r 1
L(f)p)=e * L(Y(n)sint)(p)=e * E

pour p > 0.

1 —

e—rT

pour Re(p) > 0.

sinx) f
¥ )
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2) Ici fn’est pas la translatée de Y(#)sint. 2 T T
On développe :

f(= Y(t)_—/%(sint +cost) (1) /\ /\ /
v '
-1 1+p \75__1’&/ \/ \/ |
d’ou L(f)(p)=— pour p > 0. ' )
3n
4

+
V2 pP 1 0

3) festla translatée de Y(t)sin% de %, alors, avec (R6.3)

37r 3
—p 4 v _,a’
L(f)(p)=e L(Y(t)sm )(p) e 57 11 (@ >0).
4) Avec 2)et (R6.4): L(f)(p)=— L oup>l.
\/2( ) +1
a+e p~ Pt 1 PE
5) L(fg)(p)=L ¢ wle

et lim L(f,)(p)=e " avec p quelconque.
PE e—-0"

Mais lim f,(t) =0 sit # a et n’est pas définie en a.
£—-0"

Donc  lim L(f,)# L( lim fs) On verra que, au sens des distributions, on a 1’égalité car
-0 -0

lim f, =3, et que L(3,)(p) = e™.
£-0"

00 X
6)/ e P f(t)dt = lim / e P f(t)dt.
0 X—o0 0

Pour tout X fixé, il existe un n unique tel que n7 < X < (n+ 1)T. D’ou :

X k= n 1 ak+DT X
/ e P f(t)dt = / e ’”f(t)dt+/ e P f(t)dt.
0 kT

nT

Puisque fest périodlque de période T et que f = fy sur [0,7] :

(k+1)T T
/ e P f(ydt = / e PR £ (1ydt = e KT L(fo) (p)
k 0

T
k=n—1

X
f P f(dt = Z e TL(fo)(p) + f eV f(1)dt
0

X

LU (p) + f P F(dt

T

1—(6 pT)
1 —

(carl +qg+qg>+...+¢" ' = %q). Et pour Re(p) > 0 :
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X x (1T
| / ¢ F(1)dr] < e R / [ Oldr < e ReomT / £ (©)ldr
VLT n n

T T

c’est-a-dire : |anT e P f()dt] < e RepnT fOT | £(t)|dt, qui tend vers O quand n tend vers
400. On a donc :

00 X 1— —pT\" L
/0 e P f()dt =X1i_r)n00/0 e P f(t)dt = lim %L(fo)(p) - %

n—oo |

Exercice 6.2

Calculer la transformée de Laplace des fonctions f; dont les graphes suivent, a par-
tir de la premiere. Préciser 1’abscisse de convergence.

( [
n [ 2y | 3) } """ T
0 1 0 c 0 a B
g [ ; 5y ‘[T N~
0 ¢ 0 o B

Toutes ces transformées de Laplace existent et sont continues pour tout p car on intégre une
fonction continue sur un intervalle borné. Donc, dans ce qui suit, L(f;)(0)= 1iH}) L(f:)(p)-
P>

1—e™?

1) L(f)(p)= Jole_ptdt = sip # 0, 1 sinon.

1
2) fL(H)=a fl(ij d’ou en utilisant la formule d’homothétie avec k=—:
c c

—p P
L(f,)(p) = acL(f)(epy = 21 =¢ )

si p # 0, ac sinon.

3) f5(0) = fo(t — &) avec ¢ = B — a et avec (R6.3) :

*(ﬂ*a)P) a

a(l—e (e —e PPy sip + 0, a(Bf- a) sinon.
p

L(f)(p)=e"L(f)(p)=e ™ »

4 fi(t)= éfz(t) d’ou, avec la formule L(¢f)(p) = —[L(f)(p)] :

’ — -cp
L) ==L =P ip 20, % sinon

Cc
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5) f5(t) =—fy(t — @) + f5(t) avec c = B — .
LU5)(p) = =€ L))+ L)) = ———— (e P07 + (B-a)p-1)
(B-op

sip # 0, g(ﬂ—a) sinon.

Exercice 6.3

On considere une fonction f ayant une transformée de Laplace.

@ est sommable en O.

1) Montrer que L(f j(p) J. L(f)(u)du si

Indication : poser f(f) = tg(¢) et calculer L(f).

Y(t)sint +oo ; 4o i
2) En déduire L( (Dsin )(p), [er g o [y,
! 0 t 0 ¢

3) Montrer que L< f(s)ds)(p) = %L(f)(p) pour Re(p) > max(0,a)
0

avec « abscisse de convergence de L(f).

1) f(1) =1tg(t) = L(f)(p) = - [L(g)(p)]". Posons G = L(g). On a donc : G'(p) =—L(f)(p), et
en intégrant,

G(p)—-G(A) = —I:L(f)(u) du avec Ali)rilw G(A)=0 (cf. rappels), d’ou :
G(p =] L.
p

Y(t)sint
2) g(t)zg tend vers 1 quand ¢ tend vers 0t donc g est sommable en O et

Y(t)sint 1 !
( (1)sin )( )= I 2du:E—arctanp:arctan— avec p > 0.
1+ 2 p

Alors,

+o0
L(Y(t)smtj( )= J' e P2 sint dt—arctanl
0 t 14

< . . ‘e osint
et, L(g) étant continue en 0, lim eV —
p—0*J0 t

dr=

+gsint b4
[ngr)
0t 2
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3) On a avec les conditions sur p et en utilisant le théoréme de Fubini :

L( / ' F5)ds)(p) = / e / ' Foduy dr = / " Fa / e rdrydu
0 0 0 0 u

On obtient

e 1
du = —L(f)(p)
p p

L(/0 f(S)dS)(p):/0 fu)
Exercice 6.4

1
Soit Jy (1) = —J:cos(tsine)de, fonction de Bessel d’ordre O ou r = 0.
n

1) Montrer que J,, est solution de I’équation différentielle :
1y (1) + Ji(1) + t J (1) = 0.
Préciser J,(0) et J((0).
2) Appliquer la transformée de Laplace a I’équation différentielle en supposant J;,
nulle pour 7 < 0 et calculer L(J,)).

3) En déduire L(J * Jy) puis Jy, * J .

1) Puisque I’on inteégre une fonction continue et dérivable par rapport a ¢ sur un intervalle
borné, [0,7] on peut dériver sous le signe somme.

T v
7 (r):—lj sin@sin(tsin 6)d6, J(;(x):—lf sin’ O cos(tsin 6) O
T J0 TJ0

17 . 1, o , .
Jo(t)+J(’)’(t)=—J-O coszecos(tsme)de=—;J0(t) en intégrant J{ par parties, d’ou le
T

résultat. De plus, J(0) = 1 et J§(0) = 0.
2) On applique les formules (R6.6) et (R6.7) et on pose F' = L(J).
Alors : L(J§)(p) = p2F(p) — pJ(0) — J§(0) = p*F(p) — p
L@tIg)p) = = [p*F(p) = pI’ = 1 = 2pF(p) - p*F"(p)
L(Jp)(p) = pF(p) - 1,
L(tJo)(p) = - F'(p).
Dol : — (1 +p?F’(p) — pF(p) =0

C
et F(p)=
«/p2+1

La constante C est déterminée par le théoréeme de la valeur initiale :

apres intégration de I’équation différentielle.

2

lim pF(p)=J,(0)=1. Dot C=1et|L(Jy)(p)=
p—>+oo P +1
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3) L(Jy*Jy)(p)= [L(JO)(p)]2 = p21+1 = L(Y(#)sint)(p) et donc

| (Jo*Jp)(@)=Y(t)sint | Vt=0car Jg # J, est continue.

Exercice 6.5

Pour chacune des fonctions ¢ suivantes, déterminer f telle que L (f) = ¢.

1 2ya? 247
) —— 2) In P 3 3 %
(p+2)(p-1) p (p™+D
{1 1 Ny . 1 .
1 o(p)= 3 ﬁ - m apres décomposition en éléments simples. Donc,

1 t =2t
fl=3( ~e Y ().

On peut aussi traiter le probléme par la convolution :
0 (p) = LeHYD)(p) - L(YD)(p) = Le™ Y(1) * e'Y(D)(p)-

2) Le probleme n’étant pas facile a traiter directement, on calcule ¢’.

2 2

(p’(p)=2[p ia —%) et on a d’'une part @'= L(2(cosat — 1)Y(¢)) et, d’autre part,

(1).

¢’ = [L(N) =- Lf(1). Dot f(1)= my

3) Sachant que L(Y(t)sint)(p)= 21 , L(Y(t)cost)(p)= 2p ,
p +1 p

+1

. 2p P2 —1
LY 2P o Ly =L,
(Y(2)tsint)(p) 17 et L(Y(2)tcost)(p) A1)

tion de ¢ de la forme :

on cherche une décomposi-

2
s—+b 217 tc 22p > +d pz 12
p-+1 p-+1 (p~+1 (p~+1

d’ol en identifiant :a=4,b=c=0,d=-3, et

o(p)=a

p’ -1
2 -3 2
p -+l (p"+D

o(p)= 5> ce qui donne f() = (4sint — 3t cost) Y (7).

La décomposition en éléments simples conduit au méme résultat.
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Exercice 6.6
1) Soit f(t)=Y(¢)«/t. Calculer f * fpuis L(f * f) et enfin L(f).

3
En déduire I’ (5), valeur de la fonction gamma en 7

2) Soit g(t)=sin+/t. Montrer que g est la solution d’une équation différentielle
linéaire du second ordre.
3) Appliquer la transformation de Laplace a cette équation.

En déduire L(sin 7).

D (0= Jat- ) de= jo'\‘4 ( dx j/ Z_X_l

En posant 27—1 cos@, on obtient (f * f)(t)z—J- sin 9d0—

Drou L(f*f)(p)=——~5 P = (L)) et L(f)(p)_ﬁ

+00 +oo
(x) = / *le7ldr et L(f)(p) = Vte Pdt donc T (%) =L()() = ?
0 0

- ~ 1. L
2) g'(t)=——cos~t et g”(t)=———cos~/f — Esm V't impliquent

1
24/t 41/t
41g” (1) + 2¢'(1) + g(t) = 0 avec g(0) = 0, g’(0) non définie mais g’ sommable au voisinage
de 0.

3) On note L(g) = ¢. L(g’) existe et vaut L(g") = po (p), L(tg”) existe et vaut L(rg”)(p) =
—2p9(p) — p?¢’(p) compte tenu de la condition initiale en g.
On obtient : —4p2¢’(p) + (1 — 6p)¢ (p) = 0, équation différentielle dont la solution est :

—=1/(4p)
p(p)=K
p3/2

On détermine la constante K en remarquant que : sin~/t ~~/t en 0 et, qu’en vertu du théo-

réme de la valeur initiale, L(sin «/—)(p) L(\/—)(p)——

. N N
D’ou: K:T et L(sm\/t)(p)— > T
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Exercice 6.7 Equation différentielle : trois résolutions

On considere 1’équation différentielle :
V(1) — a?y(t) =Y()e " avec a > 0. )
1) Résoudre (1) a I’aide de la transformée de Laplace.
2) Faire de méme avec la transformée de Fourier.
3) Déterminer I’ensemble des solutions de (1) par la méthode classique.
Comment retrouver les solutions obtenues précédemment ?

1) Sil'on pose L(y) = ¢, y(0%) = o, y'(0") = 3,
alors :  L(Y")(p) =p* ¢(p) — ap — et

et: p’o—ap-p-a‘p=

pta

. )4 1 1
dou:  @(p)=a +B + ;
p>-a> " pP-da* (pP-da’)(p+a)
» 1 11 11

soit : = + +— - )
2 p’—ad’ ﬁpz—az 2a p*—d®> 2a(p+a)

On obtient donc :

yL(t)=Y(t)(achat+(é+L2)shat—2lte“’j
a

2a a

2) Avec la transformée de Fourier, en posant F(y)=3, ona:

N © _at —2i 1
—(a? +47t2v2)y(v)=j D Rl T —
0 a+2irv
-1 1 1

soit: y(v)= =— -
) (a+2irv)(a® +47°v?)  2a(a®* +4n*v?) 2a(a+2inv)?

et par la transformation inverse :

1 —alt| 1 —at
H=—— —-—Y()t Vie R
Yi(®) 4q* ¢ 2a (e <

3) Pour résoudre une équation différentielle classique, on se place sur des intervalles ouverts
de R, ou toutes les fonctions qui interviennent sont définies et continues. La fonction au
second membre de 1’équation étant discontinue en 0, on résout (1) successivement sur R~
puis sur R*. Sur  R~, y”(r) — a?y(¢) = 0, et on recherche des solutions sous la forme e’’.

Alors 2 — a2 = 0 et y(f) = Ce®™ + De™@ pour ¢ dans R~

Sur R*, la solution générale de (1) est la somme de la solution générale de 1’équation homo-

gene, Ae?" + Be~¥, et d’une solution particuliere de (1) que I’on cherche sous la forme ute™at

—at

car le deuxieme membre est en e™¥ et que — a est racine de 1’équation caractéristique. Par
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. . . . 1 _ | . .
identification, on obtient u=—-— et y, (f)=Ae” +Be ™ ——te”* . D’oli une infinité de
solutions de la forme : 2a 2a
Ce” +De™ sit<0
1= - I . . 2
Ye(0) Ae® + Be m—z—te @GS0 (2)
a

Utiliser la transformée de Laplace pour résoudre (1), signifie implicitement que, parmi les
solutions définies en (2), on ne retient que celles qui sont nulles sur R~

L 1 1 1 1
Donc en choisissant dans (2) ,C=D =0, A= —(a +E+—2) et B= —(a—é——),
2 a 2a 2
pour assurer y(0*) = o, y'(0*) = B, on trouve y. =y, .
Résoudre une équation différentielle par la transformée de Laplace revient en fait a résoud-

re cette équation uniquement sur R , ou encore 2 tronquer toutes les fonctions qui inter-
viennent, y compris le second membre, en les multipliant par Y(7).

Chercher une solution de (1) par la transformée de Fourier suppose que y, y’, et y” sont som-
mables sur R ou de carré sommable et, pour pouvoir utiliser (R5.10) pour y” et y”, que y et
y’ sont continues sur R.

Dans (2), la sommabilité de y sur R impose A =0, D = 0. La continuité en 0 de y et y’ impose

1 1
deplus:A+B=C+Det a(A-B)——=a(C-D) soit B=C=-—.
2a da
1, .
-——e sit<0
Dot y ()=4 44 , Cest-a-dire y . =y .
¢ | I ¢~ F
——e€ ——1e sit>0
da 2a

D’une maniere générale, résoudre une équation différentielle d’ordre n par la transformée de
Fourier revient a chercher parmi les solutions classiques sur des intervalles ouverts ]a; , a;, [
pouri=0, .., p,avec ay = - et a, = +, celles qui sont sommables et de classe C”fl([R),
donc pour I’ordre 2, continues et dérivables sur R.

Exercice 6.8

Résoudre par la transformée de Laplace 1’équation intégro-différentielle suivante :

() + 2J'; Fsin(t—wdu=sint  pour > 0 avec £(0) = 1.

Notons ¢ = L(f), f étant supposée nulle pour ¢ < 0.
Léquation s’écrit : 1f’(r) + 2(f * Ysin)(r) = Y(¢) sinz.
Alors, comme :

Lf)p) == LD == [po () - 11"= -0 (p) - p¢’(p) et
L(h = g) = L(h)L(g), on obtient :
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(1 = p2)e(p) — p(p* + D)@'(p) = 1, équation différentielle linéaire d’ordre 1. La solution

générale de 1’équation homogene vaut @,(p)= 2p 1 et la solution particuliere, trouvée

Kp+1

p2+1 p2+1’

par la méthode de variation de la constante, ¢,(p)=

la constante K étant déterminée par le théoreme de la valeur initiale :

lim pp(p)=f(0)=1=K. Alors ¢(p)= ;2:_11 et | f(t)=(cost+sint)Y(t) |
p—>+oo

Exercices d’entrainement

6.9 Calculer la transformée de Laplace, si elle existe, des fonctions causales f sui-

vantes :
1) (- 3)% 2) sino 1 3) e g) o8t
t
5) Ilsinxdx 6) J'+°"xsmtx
0 x 1+x

Déduire la valeur de cette derniere intégrale.

6.10 Calculer la transformée de Laplace des fonctions causales périodiques suivan-

tes :
int 0, .
Sf1(®) = |sinf] Y(2) H®= sintsur [0,7] et de période 2.
sur [7,27]
1 r— r—
1h-- o
f3 ' ' f4 ar 2a3ada
0 a 2a 3ada -1 = =

6.11 Evaluer les intégrales suivantes en les considérant comme des valeurs particulie-

res de transformées de Laplace.
-t

oo 3t el — e N
Ilzj tcoste ' dt 12=J. ———dr ouA>0.
0 0 t

Y@

6.12 1) Soit f(1)=—+ N

Calculer f = f puis L(f * f) et en déduire la valeur de

= J‘+oo e—Pt
o Wt
que f(1)= QY1)
2) Soient f(£) = Y(t)e" et g(r) = II[O’ 1 J(t). Calculer L(f * g). En déduire f = g
6.13 Trouver les originales f des transformées de Laplace ¢ suivantes :
P p’—17p* +75p—133

2 A2 2
P’ +2a0pto’ DT -

1 , . L.
(Ej Retrouver le résultat de 1’exercice 6.6, en écrivant

1)
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6.14 Résoudre a I’aide de la transformée de Laplace les équations différentielles sui-
vantes :

D70 = 2"() + () = YDel(1 + ) avec fi0) = 0, (1) :%'
2) (1= )f () + (5~ 40f (1) — 4f(1) = 0 avec £(0) = 3, f'(0) = 12 et f continue
sur Ry .

) {f (- f(1)-3g(t) =t

our ¢ > 0 avec f(0) =0, g(0) = 0.
¢ f(D+g)=0 "

t
4) _[ f/(x)e"™dx+e =1 pour t > 0 avec f(0) = 4.
0

Réponses

6.9 1) Attention, f n’est pas la translatée de 2Y(f). On développe (r - 3)2,

2_6p+2 24+30p+26
Lt =3P (p =L 0P 2 o () p)= Lt -3 (p-2)= 22 F30PH26
(p+2)
p>0.
2) On linéarise et L(f)(p)=~| - —P 0
n l1nearise € p = 2 p2+4w2 pourp> .

3) L) =1L p] =

+ pour p >—4.

4 ~ 2
p+4 (p+4)
. cost .
4) L(f) n’existe pas : - n’est pas intégrable en 0.

5) Utiliser I’exercice 6.3.

1
L(f)(p)= —L(
p

sinx 1 1
— |(p) = —arctan—.
X p p
6) Ecrire la définition et permuter 1’ordre d’intégration.
L=

x
1+ %2

L(sin tx)(p)dx = J.:mdx

et apres décomposition en éléments simples, L(f)(p)=
2(p+1)

xsintx
1+x2

o0
et f(1)= _[0 dx =Y(t)§e" pour £ > 0.
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L(f)(p) = L(fo)_(ﬁ) avec Re(p) > 0.

6.10 On utilise I’exercice 6.1 :

-p coth p —

fp2 . L(f)(p)=

DT=mn L(f)(p)=
xp

1+e 1
2) T=2n, L(fy)(p)= e L(ﬁ)(p)—m~

3) T=2a, L(fy)(p)= w (voir exercice 6.2, cas 4) et 5)),

(-7 _ 1 ap

L(f)(p) = W = a2

1
4 fi()=afi(n), dou: L(f,)(p) = apL(f;)(p)—af;(0) = ;th7

L(tcost)(3) = —[L(cost)(p)] s = %.

611 I =
e _e—lt o
L= L[ J(O) :J Lie™ —eM)(x)dx = InA. (Cf. exercice 6.3.)
_2 dx - 2x
6.12 1) (f* f)1)= _[ N j el_(zi_ljz =7¥(@) en posant = ~1=u.
\ t
o o=t

dr,

D’ou L(f*f)(P)=£=(L(f)(P))2 et L(f)(p)= ‘c“‘£=j /
p Yp Jo it

r@ = L) =,
1—e™” 1 1 L. N
2) L(f*)(p) = LAPLE(P) = —(-e P)(— - —) dob par lapplica-
p(p+1) p p+l

9 = YO - eH - Y - DhHd

— =Dy soit

tion inverse, (f =
1-¢™' 0,1
(f*g)= ¢ sur [0, ], 0 sinon. (Cf. exercice 4.6.)
e'(e-1) sit=1
6.13 Dsilal <1, p*+2apo + 02 =(p +aw)? +62ou62=0X1-a?),
o % (1) = Y(t)e_“wt[cosot—ﬂsinot:l.
(ptaw) +o o
Silal > 1, p? + 2apw + 0% = (p + aw)?> — 62 ou 62 = w(a? - 1),
L' % (t)=Y(t)e_awt[chat—ﬂshct}.
(ptraw)” -o o
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Silal =1, Ll(mj@ =Y(1)e *" (1 - ewt) ob € = sgn(a).

2) ¢(p)= — . f(t)—Y(t)[ sin27 — e }

1 2
PP+4 (p-5)
6.14 1) Poser /’(0) = o, o sera déterminé par la valeur de f(1)

1 1
=Y 3l+—t2+—t4}.
f@)=Y@)e [ MR

2) f(n=3Y@et.

3) f(H= Y(t)|: Ch2t+%sh2t——(1+t)} g(t)_Y(z)[ Sh2[—%{|.

4) f(v)=Y®Olr+4].
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Chapitre 7

Introduction a la théorie
des distributions

RAPPELS

Une fonction est dans 1’ensemble D des fonctions test si et seulement si :
—elle est de classe C* sur R,
— elle est nulle hors d’un segment (intervalle fermé et borné).

Une suite (¢,), ., de fonctions test converge dans D vers ¢ € D lorsque n tend
vers 4-00 si et seulement si :
—1II existe un segment K en dehors duquel toutes les fonctions ¢, ainsi que ¢

sont nulles.

— ¢, converge uniformément vers ¢ sur K, et pour tout p € N¥, go,(f’ ) converge

uniformément vers p”) sur K.

D
Nous noterons lim Y, =@ oup, —> @
n— 400 n— 400

Une distribution 7" est une forme linéaire continue sur D, ¢’est-a-dire une appli-
cation de D dans R qui est :
—linéaire : Vi, v € D, VA, u € R, T (Ap + up) = AT () + puT (W) .

— continue : si  lim Dgon =, alors lim T (¢, =T(p).
n——+00 n——+o00

Au lieu de T (), on utilise souvent les notations < T, >, ou < T(t),p(t) >
lorsque le besoin de faire référence a une variable réelle ¢ se fait sentir.
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e Opérations sur les distributions :
—somme : < 11+ 12,0 >=<T1,0 >+ < Th,0 >.
—produitpar A e R : < AT, o >= A < T,p >.
— produit par une fonction g de classe C*° : < gT,p >=<T,gp >.
— translation : < T(t — ty),(t) >=< T (t),0(t + 1) >.
1 t
— changement d’échelle : < T (at),p(t) >=< T(t),ﬁc,o (—) >,oua = 0.
a a
* Une fonction intégrable sur tout segment est dite localement sommable.
* Si f est une fonction localement sommable, la distribution réguliere associée a f
est la distribution [ ] définie par

+00
Voe D,<[flp>= FOedt | (R7.1)

—00

* Une distribution qui n’est pas réguliere est dite singuliere. Exemples courants :
— distributions de Dirac : < 9,0 >= ©(0), < d4,90 >= (a). On note aussi J,
par 6(t — a).

- pseudo—fonctionl i< Pfl,go(t) >= lim (/ ) @dt + /+OO @dz) .
t t e—>0+\J oo ¢ e t
* Si g est de classe C*°,
g(t)(sa = g(a)aa (R7.2)

Exercice 7.1

Soit ¢ une fonction de D. Les fonctions suivantes sont-elles dans D ?
v, (1) = sint, y,(1) = sint @(1),

o) —9(0) _ 90 -1 o)
t t

yi(1) = W, (1) , Ws(f)=T

1) () est de classe C sur R, mais n’est pas nulle hors d’un segment donc
sint ¢ D.

2) (1) =ssint@(2) est de classe C* comme produit de fonctions de classe C*. Comme ¢ est
nulle hors d’un segment, sin#@ (f) aussi. Donc sinf@ (f) € D.

3) Comme @ est de classe C=, les fonctions y; et , peuvent €tre prolongées par continui-
té en 0. En effet :

()= (0) _

=Y =y30)

lim t)=1im
t—0 W3( ) t—0

Note : Dans tous les exercices qui suivent, a, b et ¢ désignent des nombres réels fixés.
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(1) = 9(0) + 9(0) — (1)
t

limy, () =lim =2¢’(0) =y ,(0).
t—0 t—=0
Comme ¢, elles sont indéfiniment dérivables sur R*, et on peut démontrer en utilisant les
développements limités au voisinage de 0 qu’elles sont indéfiniment dérivables en 0.
Montrons, par exemple, que ;3 est dérivable en 0. Pour cela, d’apres la définition de la déri-
vation, il faut étudier 1’existence de la limite suivante :

. H—y;(0

hm‘/’3( )~ ys( ).

1—0 t—0

or ¥s0-v30) _ o= ¢0)-19’(0)
r = 2
-0 t
développement limité a 1’ordre 2 du numérateur.
2
Comme (1) = p(0) +1¢/(0) + % 0" (0)+12(0),

, pour lever I’indétermination, on fait donc un

2
1t
le numérateur est égal a E(p”(O) +12%&(1), ot e (1) tend vers 0 avec .

Il s’ensuit que w5(0) existe et vaut w5(0)= %(p”(O).

De méme, on pourrait montrer que 3 existe en 0, etc. Nous admettrons que y; est indéfi-

niment dérivable en 0 et qu’elle appartient donc a C*(R).
En utilisant la méme démarche, on peut démontrer que , est de classe C*.

Pour que ces fonctions soient dans D, il reste a vérifier qu’elles sont nulles hors d’un seg-
ment. Pour ¢ assez grand, @ () = 0 et ¢(- 7) = 0, donc y,(?) est nulle, par contre

¢(0)

v;() = =+ W ne sera pas nulle hors d’un segment sauf si ¢(0) = 0. Donc :

PWO=90) o DU .

4) ys(t)= @ ne peut étre prolongée par continuité en 0 que si ¢ (0) = 0 et alors elle est

t
dans D, mais en général @ (0) # 0, et M gD|.

Exercice 7.2

Les applications suivantes de D dans R sont-elles des distributions ? (on se
contentera de vérifier si elles sont définies sur D tout entier et linéaires, et I’on
admettra alors leur continuité).
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Si c’est le cas, préciser s’il s’agit ou non d’une distribution réguliere, et, dans
I’ affirmative, donner une fonction localement sommable a laquelle cette distribu-
tion est associée.

1
1) < T1,p >=/ p(t)dt.
0
1
2) <o >=/ lp(2)] dz.
0
+00
3) < T >=/ 2 o(t)dr.
0

4 Ty, = ——dr.
) < Ty,0 > /1 —

+00
5)<Ts,p>=) o™ ).
n=0

6) < Ts, 0 >=@(0) + ¢'(1).

Les applications T}, T3, Ts et Tg sont des distributions, les applications 75 et 7, n’en sont pas.

1) Ty est la distribution réguliere associée a la fonction localement sommable f définie par
f(@)y=1sit €[0,1], f(¢) = 0 sinon.

2) T, n’est pas linéaire. En effet, soit par exemple ¢ une fonction test a valeurs strictement
1 1

positives sur [0,1]. On a donc < Th,p >= / ()| dt = / pt)ydt >0. Si T,
0 0

était linéaire, on aurait en particulier < 7T5,—p >=— < T, > <0. Comme
< Th,—p >=< T,p >, il y a contradiction.

3) T; est la distribution réguliére associée a la fonction localement sommable Y (1)z?.

t
;0( )1 est équivalente, lorsque t — 1+, a

4) Si ¢ est une fonction test telle que p(1) # 0,

1
—:0( )1 qui n’est pas intégrable au voisinage de 1. Donc < Ty, > n’est pas défini dans ce

cas.

5) Soit ¢ une fonction test. Comme ¢ est nulle en dehors d’un segment [a,b], on a pour tout
+00

neN,n> b, o™n)=0.Lasomme Z ©™ (n) ne comportant qu’un nombre fini de ter-
n=0

mes non nuls est donc bien définie. La linéarité de 75 résulte immédiatement de la linéarité

de la dérivation.

Donc T5 est bien une distribution, mais < 75, > ne peut pas s’écrire sous la forme d’une
+00
intégrale f(®)e(t)dt, donc Ts est singuliere.

—00
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+00
De fait, on a T5(f) = » _(=1)"6"(t — n) (cf. chapitre 8).
n=0

6) T est la distribution singuliere  — &) (cf. chapitre 8).

Exercice 7.3

1) Si S est une distribution paire (respectivement impaire), quelle relation lie
<S,p(=1> et <S§, ¢ (1) >quelle que soit ¢pde D ?

40
2) Montrer que le peigne de Dirac S(¢) = 280 —an) est pair. En déduire que, si

g est une fonction indéfiniment dérivable sur R, alors gS est une distribution
paire si g est paire (respectivement impaire si g est impaire).

N2
3) Soit g définie par g(¢) = (%nt) sur R* et par g(0) =I.

On admettra que g est de classe C*.
4o
Soit T, ,(t) = g(t)z O(t —an—b) un échantillonnage de la fonction g.

Simplifier I'expression de T, ;, pour les 4 valeurs suivantes de (a, b) :
@0), (m0), (7/2,0), (m7xl2).

1) Une distribution S(7) est paire si S(— 1) = S(¢).

Or par définition < S(- ), @(t) > =< S(t), ¢ (- ). Donc :
* S est paire si <S,p(=H>=<S, o>

e Sestimpaire si < S, p(—1)>=-<S, @(1) >

2) Ona <S@),p(t)>=< 26([ —an),p(t)> = Zgo(an), par ailleurs

—oo —oo

400 +00
<S(=0). (1) >=< 1), p(—=1) >= Y p(-ap)= > @lan)
P=—o0 n=-—00

en posant n = — p.
Donc le peigne de Dirac S(7) est pair.

Pour étudier la parité de la distribution gS on calcule :
<gMS®), (=1 >=<5(), g) p(=1) >.
Comme S est paire, on a : < S(¥), g(f) @(—1) > =< 5(), g(= 1) @() >.

Si g est paire, on obtient donc : <g(1)S(¢), (- 1) > = < g(1)S(¢), @(t) >, ce qui implique gS
paire (respectivement gS impaire si g est impaire).



126 Mathématiques du signal

3) Comme g(1)0( — t,) = g(t,)d(t — 1), on obtient pour b =0 :

T, () = 8(t) + Z(Sman) 8(t—an)| .

nelN*

Pour a = 7, on a T, o) = ().

. . . 2prw . . .
Pour a = /2, on a, si n est pair , n = 2p et sin P =0, eton a, si nest impair, n =2p + 1

et sinw=(—l)’3, donc :
. 2
Ty0.0() = 8(0) + 2(%) S(t-nm/D=8(+ ¥, + Y.
neZ* nr ne2Z* ne2Z+1
2
d’ou : Tiro()= 8(t>+0+2(—)) d(t-2p+Dr/2)

Poura=metb=m/2ona:

2
Ty nin(= Z( o /2) O(1—=m(n=1/2)) =T/, =8() | -

S Q
Il
TSN

Les expressions ci-dessus correspondent a différents échantillonnages de la fonction

)

sint . ) . .

(—j , certains ne donnent pas une bonne représentation de la fonction.
t

Exercice 7.4

1) La distribution appelée pseudo-fonction 1, notée Pf 1, est définie par :
t t

<prl 0> = VPJ -(p(z)dr_hm(j Sp(dr+ J' —(p(t)dt)
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Montrer que 1’on peut donner de cette distribution la définition suivante ne fai-
sant pas intervenir de limite :
+ (1) — p(—t

O SO

1
<Pf-,p>=
ftq) 0 t

. 1 . 1 e PR .
2) Vérifier que tPf- et sintPf— sont des distributions régulieres mais que
t t

1 C 1
cost Pf— est une distribution singuliere comme Pf —.
t t

1) En faisant le changement de variable ¢ = — s, on obtient :

oW g [ SON [ 99 4
t = € s

—oo

1 ([ o) = o1
td < Pf-, =1 —=dt—| ——=dt
et donc ft o> 1m(J.g . L ; )

£—0

o) = p(=1)
t

La fonction est définie et continue en ¢ = 0 (cf. exercice 7.1), donc on peut pas-

1 + (1) —Q(—t
ser a la limite et on a : <Pf;,(/)>=J.0 %dr.

1
2) Vérifions que |t Pf ; =[1]|, en effet :

1 1 . ~€ 1(1) = 10(t) e
tPf—, =<Pf—,tp>=1 —d ——=dt |= Ndt=<Lo>.
<itron=<trpp>=lin( [ 00w [T 00 o= <ip>

A o . 1 | sint . sint
De méme, on peut vérifier que sint Pf —= [—} car la fonction 5 est prolongeable par
t t

continuité en 0 et par conséquent localement sommable.

. cost .. R .
Par contre, la fonction —— n’est pas sommable au voisinage de 0 d’apres le critere de
t

. cost 1 , . 1 e . "
Riemann car T’g; Il s’ensuit que cost Pf " est une distribution singuliere.

Exercices d'entrainement

7.5 1) Les fonctions suivantes sont-elles localement sommables ?
2) Sont-elles dans L!(R) ?
1 1 sint  cost

1
exp(?), exp(- |t]), at + b, sint, —, ——, —, —, —, In|{.
PP 1+27 t—a’ | ¢ t
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7.6 Soit T une application de D dans R :
1 oo
(@)= j a —|t|)(p(t)dt+J. In (1) dt.
-1 1

Montrer que T est une distribution réguliere.
7.7 Montrer que I’application suivante de D dans R est une distribution :

4
()= _[0 Pe’(1)dt.

En faisant une intégration par partie, montrer que c’est la somme d’un Dirac et
d’une distribution réguliere.

7.8 En utilisant la définition du produit d’une distribution par une fonction de classe
C*, simplifier les distributions suivantes :

sin(7r1)d, sin(7t/4)8, [ s1nt71: ! )80 .

7.9  On définit les distributions singulicres S, par :
<S,. 9>=( DPP0).
Vérifier que la distribution S, a méme parité que n.
(On verra que S, désigne les dérivées successives de 8.)
7.10 Soit la distribution 7(r) = ad’(¢) + bd(¢ — 1). Calculer les produits :
) T(@) ; 2) PT() ; 3)¢-DI0 ;
4) 1t - DT ; 5) 2t — DT().

Réponses
Ccost

1
7.5 1)Ouisauf —, —.
t—a 1

2) Les seules sommables sur R sont exp(— |f]) et 1%
+1

7.6 Soit f(t) = (1 = lfhP,(¢) + Y(t — Dlnt, f est une fonction définie sur R, continue par mor-

ceaux donc localement sommable. On a :

T(p)= J‘jmf(t)(p(t)dt donc T=[f] e D"

4 4 oo
77 T(p)= [t3(p(t)]0 —I 3t2(p(t)dt = 43(p(4) -0 —J 3t21[0 4](t)(p(t)dz‘ donc T est la somme
b . X
d’une distribution singuliere et d’une distribution réguliere :
T =438, - [321 5 44(0] = 438(1 — 4) — [372P (1 - 2)]

ou P, est la fonction porte de largeur égale a 4.

‘ 5 . .
7.8 sin(nnd, =0, sin(wt/4)3, =£51, comme SRTI_ o SINTE ,
2 t Tt >0

sinmt sinTs S
; Oy =md, ; est prolongeable par continuité en t = 0 par 7 ).
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n

d
(@(=1)) = (=1)" "™ (~t) donc :

79 Ona: —;
dr

n

d
< Su(=0), (1) > =< S5u(1), p(=1) >= (—1)”@(90(—0)
=0

= (=D"(=D""(0) = (=D" < S, (1), (1) >,
donc S, (- 1) = (- 1)'S,(), et en particulier S, = § est paire, §; = & impaire.

710 1) —ad®) + bd(t—1); 2) bS(1—1) ; 3)—ad() - ad@) ;
4) ad(t) ; 5) 0.
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Chapitre 8

Dérivation, convergence,
convolution des distributions

RAPPELS

e Définition de la dérivée T’ d’une distribution T :

VoeD,<T ,p>=—<T,0 >

e Dérivées d’ordre supérieur :
Vne N* Vo e D,< TW ¢ >=(=1)" < T,p"™ >
En particulier, pour tout a € R on a
Vi e N*, Vp € D, < 0" o >= (=1)"p"(a).

(R8.1)

* Dérivation d’une distribution réguliere [ f], lorsque f et f’ sont localement som-

mables :

1 =11+ ) (fl@) = f@))da

(R8.2)

e Dérivation du produit d’une distribution 7" par une fonction g de classe C* :

(gT) =g'T +gT’

(R8.3)



132 Mathématiques du signal

* Convergence des distributions :

lim 7\ =T — Yo e D, lim < Ty,p >=<T,p>| (R8.4)
/\-))\0 >\_))\0

* Convergence des dérivées :

lim T\=T = lmT)=T" (R8.5)
A—> N A= Ao

e Produit de convolution de deux distributions S et 7 :

YVoeD<SxT, o >=<Su),<T),pu+v) >>
=< Tw),< SW),pu +v) >>=<Tx*xS,p >

(lorsque ces quantités ont un sens).

* Convolution avec des distributions de Dirac :
—Elément neutre : 6« T =T %6 = T.
—Translation : 0, * T =0(t —a)*T()=T{ —a).
En particulier 6, * 6p = dy1p.

e Dérivation d’un produit de convolution :

S*xT) =8+«T=8*T

En particulier & « T = T, et 8™ % T = T™ pour tout n € N*.

Exercice 8.1

Soit f'la fonction définie par :

f®)=1-12 pour|f <1

f®=0 pour [# > 1
Soit T = [f] la distribution réguliere associée, calculer de trois facons différentes
T, T”, T" en utilisant successivement (R8.1), (R8.2), et (R8.3).

1) Démonstration utilisant la définition (R8.1) et I’intégration par parties :

1
VoeD, <T,¢>=—<T,@ >= —J' (=) o'(t)ds
1

= _[(1 —t 2)(p(t)]1_1 + J_ll— 2t @(t)dt

=0+<-2tP (1), >
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et donc : T =[-2tP,(D)] | .

De la méme fagon, on calcule 7" :

1
VoeD, <T",0> =—<T’,(p’>=—J “2tq/(t)dt
-1

1 1
~[210)]', - L 20(1)di
=2¢p()+20(-1)+< 2P, >

donc : | T”=28,+25_,-[2P, (t)]| .

Et de méme :
1
< T’”,(p S=—< T”,(p’ >= _2(p’(1) — z(p’(—l) +J- 2(p’(t)dt
-1
=-2¢'(1)=2¢’ (1) +2¢(1) - 2¢(-1)

donc : T =287, +28]—28_, +29, | .

2) Démonstration utilisant (R8.2).

Pour |fj<lona f(t)=-2tf"(t)=-2,f"() =0.

Pour [7] > 1 fO=f"0="t=0.

Comme f(1) = f(— 1) = 0, la fonction f est continue et f
donc T’ = [f] = [f"] ot f” est définie sur R* ¢’est-a-dire

presque partout. On retrouve | T” =[-2tP,(7)]| . 0 t

La fonction f” est discontinue en 1 =— 1 eten 7 = 1, les A
sauts sont :
fEI-f=1)=-2(-1)-0=2 oK >

fahH-faHy=0-(-2)=2. _2__:
Donc : | T” =[f]" =[2tP,(1)] =—[2P,(1)]+ 25, +20_, N
et de méme 284 T 126]
T = [f1” = - [2P,(0] + 28, + 28, 0
comme [P,()]"=8_; — §, , on retrouve le résultat précé-

dent [T =—28_, +28, +28", +28/| .

—
-2

3) La fonction 1 — 72 est de classe C sur R, donc on peut appliquer (R8.3) a
T=(1-)[Py0)].
En utilisant la relation [P,(1)]" = §_; — §; on obtient :
T" = ((1 = AP0 = (1 = Y [Py(0)] + (1 = A)(E_, - §)).
Et, comme g(1)d, = g(a)d,,ona: (1 - t2)8_1 =0et(l- t2)81 =0, donc :
T’ =-2t[P,(1)].

De méme T = (= 21[P,(1)])'= — 2[Py(1)] — 2t (8_; — ;)

=—2[P,(] +25_, + 29,

et T ==2[P ()] +20", +28] =—2(d_; —8,) +28", +28].
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Exercice 8.2

Calculer de trois fagons différentes les dérivées premiere et seconde de la distribu-
tion réguliere T = [f] ou f(#) = Y(#)sint : en utilisant successivement (R8.1), (R8.2)
et (R8.3).

1) Démonstration utilisant la définition (R8.1) et I’intégration par parties :

oo
VoeD,<T',¢p>=—<T,¢ >= —j sinz g’ (1)dt
0

+oo too
=—[sint@(n)]; +J. cost(t)dr.
0

Comme une fonction test est nulle a I’infini, cela donne :

oo

VoeD <T ,p> =O+J cost@(t)dr = <costY(t),p>
0

et donc T’ =[costY(1)]| .

De la méme facon, on calcule 77 :

400
YoeD <T",0>=—<T,¢" >= —j cost@’(t)dt
0
+o0
= —[cost(p(t)]gm + j —sint@(t)dt
0

oo
=0+<p(0)—_[0 sint@(f)dr = < 8y, > + < —sint¥(1), @ >

donc T” =8, —[sintY()]=8,-T|.

[sinz¥(1)] est une des solutions de I’équation 7" + T'= g, .

2) Démonstration utilisant (R8.2). La fonction f(r) = Y(#)sinz est définie par :
V>0 f()=sint donc f'(t)=cost et f7(r)=-sint

Vi<0 f(@®=0 donc f'(H)=0 et f7(®=0.
La fonction f(f) = Y(¢)sint est continue sur R*, et elle est aussi
continue en 7= 0 car f(0%) — f(07) = 0, en effet f(r) = 0 pour f
t < 0 et sin 7 tend vers 0 pour ¢ tendant vers 0*. Donc d’apres /’\
(R8.2), [f1"=[f"] ot f” est définie sur R* c’est-a-dire presque
partout sur R.

N
On retrouve m . 4 \ /\

Quant a la fonction f”, elle est discontinue en O et le sautest "0 N\ _/ !
f/(0) —f’(0) = + 1, on en déduit d’apres (R8.2) que :

T =[f'7 =1f"1+8, = [-sintY(1)]+8, | - RN ,
0 N !

t
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3) Démonstration utilisant (R8.3).

La fonction sinz est de classe C*, on peut donc écrire T = sin#[Y(¢)] et comme on sait que
[Y(1)] = &, , en appliquant (R8.3) et en utilisant la relation g(#)d, = g(a)d,, ol g est une fonc-
tion de classe C*°, on obtient :

= (sinf[Y()])" = cost[Y(1)] + sintd, = cost[¥(1)]
T” = (cost[Y(1)]) = — sint[Y(1)] + costd, = — sint[Y(1)] + §, .

Exercice 8.3

1) Montrer que la fonction ¢+ In|f| est localement sommable et que
1
[In|z]]’ :Pf;.

2) Soient a et b deux nombres réels non nuls, et f; , la fonction définie par
San(®) =1Inlat| sit > 0 et f,,(t) =Inlbt| sit <O.

a) Montrer que f, ; est localement sommable.

b) Calculer la dérivée de la distribution régulicre [ fa. b] .

1) La fonction ¢ > In|¢| est continue sur R*. Elle est donc intégrable sur tout segment ne
1
contenant pas 0. D’autre part, 1irré |t|21n|t| = 0, donc au voisinage de 0, |In|¢|| = o <|t|_§
—

et — In|t| est donc intégrable au voisinage de 0. Cette fonction est donc localement som-
mable sur R.

Soit ¢ une fonction test. On a :

+o00
< [Inft]) . p(r) >= — < [In]r[],/ (1) >= — / Infe |/ (£)dt.

o0

On ne peut effectuer une intégration par parties sur R, car In|¢|" = % qui n’est pas locale-
ment sommable en r = 0, mais on peut écrire :

+00 —€ +00
/ In|t|¢'(1)dt = lim </ +/ ln|t|<p/(t)dt).
—00 =0+ —00 €

Une intégration par parties sur chacun des intervalles ] — oo, —¢] et [¢,+00[ donne :

+o0 +oo
/ In|t|¢ (1)dt = llr(I)l <<p( s)lns—/ &dt <p(s)ln5—/ @dt),

oo

0 (1)
donc < [In|t|],p(t) >= hm [p(e) —p(—2)] Ine + hm </ / —dt)

Par la formule des accroissements finis, il existe 0 €] — 1,1[ tel que p(e) — p(—¢) = 2e¢'(0e),
donc :

lim [¢(e) — p(—¢)]lne = lim 2¢'(fe)elne = 2¢'(0) lim clne = 0.
e—>0+ e—0+ e—>0+



136 Mathématiques du signal

+00 1
D’autre part, hm (/ / wdt) n’est autre que < Pf;,g@(l) >, d’ou le résultat

demandé.

2) a) On a In|at| = In|¢| + In|a| et In|bt| = In|¢| 4 In|b|, donc f, ,(t) = In|t| + g,.,(¢), OU
8a.» est la fonction définie par g, () = In|a| sit > 0 et g, () = In|b| sit < 0. Cette fonc-
tion est localement sommable (fonction en escalier). Comme ¢ — In|z| est aussi localement
sommable, f, ; est localement sommable.

! ! 1 7
b) On a [fa’b] = [In|t]] + [ga,b] = Pf; + [ga,b] . D’autre part :

[ga,b]/ = [g;,,,] + [ga-b(0+) - g“~”(0_)] 0=In H 0.
—— b

0 In|a|—In|b|

1
On en déduit que [fa!b]/ = Pf; +1In ‘%‘ 5.

1
On peut remarquer que pour tout 7 # 0 on a f, , () = T mais que cela n’implique pas que

[fus] =PE.

Exercice 8.4

1) Soit la fonction f(#) = [sinf et soit f, la fonction €gale a f sur [0,n] et nulle
ailleurs. Expliciter la fonction f'a I’aide de f, et de translatées de f, . Tracer le
graphe de fet expliciter ses dérivées premicre et seconde a I’aide de f;, , f; et f;".
Tracer les graphes de f” et f”.

2) Expliciter les dérivées premiere et seconde de la distribution [f].

1) Si f est une fonction périodique de période 7, en notant f;, la fonction €gale a f'sur [0,T'
et nulle ailleurs, on peut €crire f sous la forme d’une somme infinie de translatées de f :

FO =Y fyt=nT).
neZ
La fonction f(#) = |sin{] est périodique de période T.
Pour 0 < 7 <7, on a f(t) = sint donc f/(t) = cost et f,”(t) = — sint.
On a donc f)= 2 fot—nm) =2 sin(t —nm) U, 1 (1 —nrm).
neZ neZ

Les dérivées successives sont définies pour 7 # nm et sont aussi périodiques.

F® =Y ft=nm)=) cos(t=nm)lg (1 = nr)

neZ neZ

() = 2 £t —nm)= 2 sin(t —nm) g o (1 —n7) = — f(1) = ~Jsind|.

neZ neZ
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2) Comme fest continue sur R, on a [f]” = [f’] d’apres (R8.2).
Par contre, la fonction f” a des sauts en ¢ = nr.

En effet : FOY) —f(00) =f/(0Y) — (™) = cosO — cosw =2
donc : [F(O =1f"(1)]+ 22 8(1—nrm).
neZ
En conclusion : [[sin t|], = ZCOS(I —nm)lyy 4 (t—nm)
neZ

[Isind]]” =—{[lsind]+2" 8(t—n)

neZ

Exercice 8.5 Changement d’échelle

1) Soit T une distribution quelconque, 7’ sa dérivée.

Montrer que pour tout a € R* on a (T (at)) = aT'(at).
2) Vérifier que [Y(at)] =[Y ()] sia > 0,et[Y(at)] =[Y(—1t)] sia < O.
1 1
En déduire que §(at) = —I(t) = —dg pour tout a € R*.

|al |al
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3) Calculer les dérivées des distributions régulieres S(r) = [Y(f)cost] et
S(wt) = [Y (wt)cos wt], ou w est un nombre réel strictement positif, en utili-
sant (R8.2).

Recalculer la dérivée de S(wt) en utilisant le résultat de la premiere question.

1) Pour tout ¢ € D on a < (T (at)) ,o(t) >= — < T(at),©'(t) >

1 t
la| = \a

D’autre part, <aT'(at),p(t) >=a < T'(at),p(t) >=a < T'(t), ﬂgo (t) >

G2 - o o)) <2 )

<aT'(at),p(t) > = —a < T(1), | | < >

—
=—<T(@), —<p (t) >=< (T (at)) ,o(t) > .
a
2) Sia>0, Ya)=1 sit>0,
Y(a)=0 sit<O,
donc : <[Y(an)],e(t) > = f:Y(at)(p(t)dr _ J‘Omgo(t)dt = <[Y(D)L,0(t) >.

Sia<0, Ya)=1 siat>0<1<0,
Y(at)=0 siar<0&st>0,

+0 oo
donc : <[Y(an)],@(t)> = J‘_w(p(t)dt - LQY(—t)(p(r)dz = <[Y(=D)],0(1) >

On obtient les relations suivantes :

| [Y(at)]=[Y ()] pour a>0 et [Y(ar)]=[Y(—1)] pour a<0].

Comme [Y(7)]” = (), d’apres la premiére question, on a aussi :

[Y(at)] =alY] (at) = ad(at)

et, en particulier, [Y(- )]’ = — d(- ?).

Comme la distribution de Dirac est paire on a : 8(— £) = 8(r) =

D’apres les relations ci-dessus on a : ad(at) = 6, pour a > 0 et ad(at) = — §, pour
a<0.

Donc : | la|8(at) = 8(1) =8, | .
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3) En appliquant (R8.2) on obtient :

S'(1) = [~ Y(»)sint] + (cosOt — 0)d(¢) = [- Y(?)sint] + &(7),

S 1) = [- ® Y(@)sinm 7] + (cos(w 0%) — 0)6(1) = — o [Y(o H)sinw 7] + &, .
En utilisant la relation du 1) on obtient :

S(® D)) =S (01 =0 [-Y(o Hsinw 1] + © &(w 7).

On retrouve bien le résultat précédent puisque @ (o 1) = 8(f) = &, .

Attention de ne pas croire que ® &(w 1) = ® & !

Exercice 8.6

1) Soit g une fonction de classe C*. En comparant les résultats obtenus en dérivant
de deux facons différentes g(r)d, trouver ’expression simplifiée de g(1)d’.
Application : calculer exp(ad’, t&, 2§

2) Généralisation : en utilisant la définition du produit d’une distribution par une
fonction, expliciter g(r)3™ a I’aide des g™(0), dérivées successives de g en 0
(calculer d’abord g(r)d’ et g()d”).

1) En utilisant (R8.2), on obtient :

(g()0) = g(d + g'(1d = g(Hd" + g'(0)d. )
Par ailleurs, on sait que g(1)d = g(0)d et donc :
(g(00)" = (g(0)d)" = g(0)d'". 2

En comparant (1) et (2) on obtient la relation :

803 = 8(0) - g"(©)3] .

On en déduit :
exp(at)d’ =& —ad, 8=-9, 2§ =0.
2) En utilisant les définitions de la multiplication par une fonction de classe C** et de la déri-
vation on obtient :
Voe D, <gd, ¢>=<0d, g¢o>=-<9, (g0)>.
Or: (89 =8¢+ g9,
donc : - <8, (g9)> = - g"(0)0(0) — g(0)9(0) = <~ g'(0)d + g(0)%’, >

par conséquent : g(1)d" =g(0)6"'—¢g’(0)d | .

De méme, sachant que (g¢)” = g”’¢ + 2¢’¢" + g0”, et que, quelle que soit ¢ on a :
<g8”.0> = <8”, go> = (-1)%<3, (g9)"> = g(0)¢”(0)+2g"(0)¢'(0) + g”(0)(0)
on obtient : g(1)0” = g(0)6” —2g’(0)d"+ g”(0)d | .
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Plus généralement, en utilisant la formule de Leibnitz :

n

(n)

5 89)= gMo+Cg" o'+ Clg" P+ .+ g0

et YV @e D, <gd™ p>=<8M go> = (- 1)"<d,(g¢p)">
ona:

<g8Mp>=(-1)" Y CIg V9" ()= (1T <508, o>
p=0 p=0

d’ou : g(Hd™ = 2(_1)1” Cfg(p)(O)S("_p)
p=0

Exercice 8.7

1) Sachant que I’équation ¢ T = 0, ou T est une distribution inconnue, a une infini-
té de solutions, de la forme T = A9, ou A est une constante arbitraire, trouver
toutes les solutions de 1’équation ci-dessous :

tT = [sint].

2) Peut-on dire que [&St} est solution de I’équation ¢ T = [cost] ?
t

Donner toutes les solutions de cette équation.
. ) . P
3) Peut-on dire que — est solution de 1’équation ¢t 7= 0 ?
t

En utilisant les résultats de 1’exercice précédent, trouver une solution particu-
liere, puis toutes les solutions de I’équation.

4) Soit a # b. Déduire de ce qui précéde les solutions des équations :
a) (t—a)T =0, b) (t-b)T=3,, ¢)(t—a)t-b)T=0.
5) Sachant que les solutions de 1’équation 2T = 0 sont les distributions de la forme

T = Ad +B&’, ou A et B sont des constantes arbitraires, trouver toutes les solu-
tions de 1’équation (r — a)*T = 0.

1) D’une facon générale, les solutions d’une équation linéaire non homogene (avec second
membre) sont la somme d’une solution particuliere de 1’équation non homogene et de la
solution générale de 1’équation homogene (sans second membre). Vérifions-le dans le cas
particulier considéré.

Soit S une distribution connue, on cherche T telle que : 17 = S.

Si on connait une solution particuliere 7|, alors : 17, = S.
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En faisant la différence des deux équations, on obtient #(7 — T, ) =0, et donc la différence
entre la solution générale et la solution particuliere vérifie I’équation homogene. Donc

T-T,=Addou:
T=T,+Ad|.

Il est facile de vérifier que [int} est une solution, donc toutes les solutions sont de la
t

forme : T= [&nt} +Ad
t

. cost
2) La fonction

n’est pas localement sommable au voisinage de 0, donc elle ne peut

définir une distribution réguliere. Par contre, il est facile de vérifier que cost Pf— est solu-
t

1
tion de 1’équation, et donc | T’ = cost Pf A +Ad .

3) L’écriture § n’a pas de sens car la fonction ! n’est pas définie en O et a fortiori elle
t t

n’est pas de classe C~ sur R. Cependant dans 1’exercice précédent on a vu que 8" = — 0,

donc I’équation ¢ T = § a une solution particuliere 7, = — &', et toutes les solutions sont de

la forme |T=—08"+ Ad|.

4) a) Une translation de — a donne (r — a + a)T(t + a) = t T(t + a) = 0. Cette derniere équa-
tion a pour solution 7(¢ + a) = Ad(¢). Aprés une translation de a des deux membres, on
obtient T(¢ ) = Ad(¢ — a) qui peut aussi s’écrire :

[F=a]

b) Puisque a # b, S—“b = 8—”b est solution. Toutes les solutions sont donc de la forme :
- a—

T=

3 + A9, |.
a-b

¢) Soit S=(t—-b)T, alors (t —a)t—-b)T=0< (t—a)S=0etdonc S = CSa ou C est une
constante arbitraire.

Il faut donc résoudre maintenant 1’équation (1 — )T = C9, .

o) o)
Comme a # b, il y a une solution particuliere 7, =C ; ”b =C “b.
_ a—
La solution générale est 7' = T, + BS, = Ad,+ BJd, | ou A et B sont deux constantes arbi-

traires.
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5) Comme précédemment, en translatant de — a on obtient :

(t—a+a)T(t+a) = 2T(t + a) =
Cette équation a pour solution 7(r + a) = Ad(r) + B&'(f). Apres une translation de a des deux
membres, on obtient :

T(t) = Ad(t — a) + B&'(t — a), qui peut aussi s’écrire : | T = Ad, + BS,, | .

Exercice 8.8

1) Montrer que pour toute fonction test ¢ € D, la quantité :

j__:"’t(’)d j+°°"’(t)dz—3 (0)

tend vers une limite finie, que I’on déterminera, lorsque € — 0*.

2) En déduire que la limite au sens des distributions, lorsque € — 07, des distributions :

Tg<r>=[Y(_t_€); Y(t_g)}—gﬁm

l /
n’est autre que — (Pf ;) .

_ s . 1
Cette limite est par définition la pseudo-fonction Pf 7

1) Calculons les intégrales par parties, en posant U = @(f) et dV = d—; On a alors dU =
t

¢ (ndret V= ! et il vient :
t

=00 4 [ Lo i 204 Lpes [€O
LQ - dt—[ t(p(t)l;rj_w ; dr ggo( £)+.L, ; dz,

00

o) [ 1T L[y, L = '()
J.S v dt—{ tgo(t)L + ; dr ggo(g)+J; ; de,

£

‘Wp(t) dr r‘” oW 2 200) _9@)+9e)=2¢(0) 9@ [ @ dt

—oct £ —o 1 £

—e/m’ oo
(p—(t)dt AU )dt tend vers une limite finie, qui n’est

Lorsque € — 0%, la quantité
—o €

1 . . L
autre que <Pf —,(p’(t)>. D’autre part, la formule des accroissements finis permet d’écrire :
t

©©) =9 (0)+e¢'(0) + o), @(-¢)=¢(0)—e¢'(0)+o(e)
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et donc :

VOTU-200) )

donc cette quantité tend vers O lorsque € — 0F. Il s’ensuit que :

]im( 00 gy +°°‘p(t) %(p(O))=<Pf%,(p’(t)>.

0+ \ J—oo t

2) On a, pour toute fonction test ¢ € D :

(T.(0). (1)) = <[ Y- gij Ye- 8)} —%6(r>,<p<t>>

<[¥} <P(t)> <[Y (t; )} (p(t)> ={3(1),0(0))

= Y(~t— (e 2
[T D00 [0, 2

~E(1) (1) 2
=j_ ¢—2dt+L (pt—zdt—z(p(O).

=3

Cette quantité tendant, lorsque € — 0%, vers :

<Pf%,¢’(t)> - <—[Pf }) ,<p<z>>,

’

: 1
on en déduit que : | lim T, (¢) = _( Pf _)
£-0" t

Exercice 8.9

Soit Ci la fonction appelée cosinus intégral, définie sur R*, paire, et telle que, pour

£ <0, on ait : Ci(r) = j Cos(e)

1) Calculer la dérivée de la fonction Ci pour # < 0 et pour ¢ > 0.

2) Montrer que Ci est sommable sur tout segment. Soit [Ci] la distribution régu-

N - P o 1
liere associée. Montrer que sa dérivée est [Ci(t)]" = cost Pf —.
t
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1) Pour 7 < 0, on dérive une intégrale par rapport a sa borne supérieure, et donc :

cost
_C )=
™ (n=
Par ailleurs, on sait que la dérivée d’une fonction paire est impaire, donc :
d .. d . cos(—t) cost
our t> 0, —Cit)=— —Ci|(-t)=———==—.
P ar ' (dt j( =T

On a donc pour tout # de R* : d_C ()= COSI

2) Comme Ci est dérivable sur R*, elle y est continue donc sommable sur tout segment

inclus dans R*. Il reste & montrer que Ci est sommable au voisinage de 0, et, comme Ci est
0

paire, il suffit de montrer I’existence de | Ci(t)d# pour un nombre € > 0. On peut donc
—&

chercher a préciser le comportement de Ci(#) au voisinage de 0 pour ¢ < 0. On peut écrire
pour <0 :

—r/2 t t
ci=| °039d9+j /zcogedezc{-%)Jrj /zcoesed& (M
- -

Puisqu’une fonction constante est sommable sur [- &0], il reste 2 montrer que la fonction
définie par la derniere intégrale est aussi sommable sur [— €0]. Or pour — t/2 < — € comme
—e<t<0,etque-m/2<0<t,

t t
ona:0<cosO<1,donc: J. ld9<J. ﬁde <0,
-2 0 /2 0

n cosf
ou encore : Inf| - lnE <

do <0. 2
/2 6@ @

On sait que la fonction In |z est sommable sur [-¢,0] ainsi que toute fonction constante. La
cos@

t
fonction f dO est négative et minorée par une fonction sommable sur [- £,0), par
-

conséquent elle est aussi sommable sur [€,0].

Donc Ci(#) n’est pas définie en 0, mais elle est sommable au voisinage de 0 et méme sur tout
segment de R : elle définit bien une distribution réguliere.
Sa dérivée [Ci]” est définie par :

<[CiT, > = - <[Cil,¢ > = —j+°°Ci(t)go'(t) dr

ou plutdt, puisque Ci(f) n’est pas définie en 0, par :

<ICil' ¢ > =~ lim U_ECi(t)go'(t) dr + .|‘+mCi(t)(p'(t) dt).
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En intégrant par parties, et en utilisant la parité de Ci et le fait que ¢ est nulle hors d’un seg-
ment, on obtient :

- +oo
<[Cil,p> = lim (((p(s) — p(-&))Ci(e) + j Ci(t)g’ (1) dr + J Ci(t)e’ (1) dt).
PN —oo +€
D’apres la définition de la dérivée, on a vu (cf. exercice 7.1) que :

lim
£—0

(p(e) —gcv(—S)) —20'(0).

Par ailleurs, en utilisant les relations (1) et (2) on obtient :

ln|t|—ln§ < Ci(t)—Ci(%) <0 pour—m/2<r<0.
Onendéduit:  elnle|—¢ ln% + sCi(%j <eCi(e) < £Ci(§j,

(p©)-9e) _S‘P(_g)) £Ci(e)=0.

et donc lim £Ci(€)=0. Par conséquent lim
£—0 -0

On a donc :
—£ +oo
<[Ci],¢> =lim (J Ci’(t)p(r)dt + J. Ci’(t)p(t) dt)
£>0\ J—oo +e
—€cost e cost
=1 —_— d D d
slg})(-"—oo t p(n)di+ -Ls t () lj

=< Pf%,cost(p(t) >= <costPf%,go(t)>.

Exercice 8.10

Etudier la convergence pour n tendant vers +eo des distributions régulieres asso-
ciées aux fonctions f, localement sommables, suivantes :

n
D e 2) il g,1)(0
3) n? sinmu[_E E}(z) 4) nz(l—lntl)sgntll-[_1 1](’)

(on tracera auparavant les graphes de ces fonctions).
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1) On utilise le changement de variable u = nt, on a donc :

Yoe D
1+n

o

n n
<> = J'_m rpndi= j

< ] u
— |du.
oo 1 4u? (P(n)

Pour prouver que la limite de cette intégrale impropre est égale a I’intégrale de la limite, on
utilise le théoréme de convergence dominée.
Comme toute fonction test est bornée, la fonction sous 1’intégrale est bornée par la fonction

sommable

J‘m ! q{ﬁjdu - e
—~1+u* "\ n n—eo d—eo | 414>

+oo

< 1
et comme | —du=/[arctanu]
o 1 4u

M . P .
—, et, en appliquant le théoreme, on obtient :
+u

o

Voe D <—5
1+n
n D’
on a donc : ——5 — 7o,
1+n7t" n—steo

=7, on en déduit que :

¢(0)du

nz 7.0()> = 7p(0)=7m<5,,¢>
t n—>+oo
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2) On utilise une intégration par parties :

n+l

It n
—o'()dt=——0()-J, .
J0n+1(p() n+1(P() "

n+l

1
ot ):|

1
<nt"l, 1), () > =J. nt"@(r)dt = nt -
[0.1] o
0

n+l
L’intégrale J, tend vers 0 d’apres le théoréme de convergence dominée. En effet, sur [0,1],

on a |t"!] < 1 et donc < M puisque toute fonction test est bornée.

n n+l s
—1 t
1 @'(1)

— 1 et comme, sur [0,1] la quantité ias converge vers 0

Lorsque n tend vers +oo,
n+1n—+eo

presque partout, on en déduit que J, tend vers 0.

Donc: VoeD <nt"11,[01](t),<p(t)> - o()=<38,,0>
’ n—>+oo

. D
c’est-a-dire : nt"lp, () = 9,
[0.1] n—>+oo

3) D’apres I’allure des graphes des fonctions, on peut penser que la suite tend au sens des
distributions vers kd;, .

Premiére méthode : pour faire intervenir @’ on fait une intégration par parties. On a :

T

< £.(0,00) > = <n®sinnll s }(t),go(t) S = F,r n? sinnt (t)dr.

n

T E:4
On obtient : < f,(¢),0(t) > = [—n cos nt(p(t)]",r - j”” —ncosnt @’(t)dr.

V3

- T V3 ,
Ona: [-ncosnto()]", = n[(p(—)—(p(——jj — 27¢’(0)

n n n n—oo

car, en posant € = w/n, d’apres la définition de la dérivée, on a :

p(e)— (=€) _ o)~ 9(0) + ¢(0) — o(—€) N 2¢’(0)
2¢€ 2¢€ -0 2

=¢(0). (D

Par ailleurs, en utilisant le théoreme de convergence dominée :

T

J‘;,r ncosnt@’'(t)dr = Jﬂ cosu go’(z) du — " cosu@’(0)du=0-¢’(0).
T

el - n Nn—cod—
n

Donc : [n? sinntl, 1] 2 -2md;| .
E
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Seconde méthode : on peut utiliser I’imparité des fonctions f,

+oo 0 Foo
<L 0p0>= [ 1000 =[_f,000d+ [ 1, 000dr.

0 0
On a J L @®e(Hdt =J = [,(~w)@(-u)du et comme f, est impaire et qu'une variable

d’intégration est muette, on obtient :
oo
<L, 0p0>= [ 1,000~ pn)di

d’ol, en posant u = nt :
< £,(0),0(1) >= _[0" nsinu ((p(%j - (p[— %D du.

. u N PPN e
Si |u| =< &, alors €=— tend vers 0 et donc d’apres la définition de la dérivée (1) :

n
2usinu i(go(ﬁj— (p(—ﬁ)) — 2usinu@’(0).
2u n n))e—>0
T p Y
Comme : J 2usinudu =[-2ucosu], —J —2cosudu=2mw+0
0 0

on en déduit :

2 .
<n smnz]l.[iﬁl

}(l),fp(t) > = 2’ (0)=-"2n<8,0>
n—>+oo

B
nn

D, ’
,E,E}(t)]n:w_ 25| .

NEET 2 .
c’est-a-dire : [n° sinntll
|: nn

4) On peut utiliser, comme dans I’exercice précédent, I’imparité des fonctions f,, :

<5000 = [ 1,000 - g-0)dr

ool

D’apres la définition de la dérivée (1) et le théoréme de convergence dominée on a :

/n
< (0.0 >= [ T n2 (= ne0 - p-)di

1
<. (0,00)> — 2(p'(0)J (1= wyedu = £ 9(0)
n—0 0 3

AL
n‘n

c’est-a-dire : [n*(1—|nt]) sgnt]l[

>
12350
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Exercice 8.11

est sommable.

1) Vérifier que la fonction u définie par :

u(x)=+1

2
- X 11.[71’1]

(x)

2) Expliciter les fonctions suivantes pour n > 1 puis tracer leurs graphes :

)= lu(i)
n n

3) Etudier la convergence pour n tendant vers +oo des trois suites de distributions
régulieres correspondantes.

g, ()= u(i) h (t) = n u(nt)
n

1) Comme la fonction u est définie et continue sur R et nulle hors du segment [ 1,1], elle
est sommable sur R.

= L
2) Ona fn(t)=N—2]1-[—n,n](’) ﬂé .
n 12 2
) —1 0 1 2 t
A
1
_ n2—t211 2
gn(t)_T '[7n,n](t) 81
) 10 1 2 1
A
2 b
h ()= nmﬂ[ }(z) 1
hl
1 o 12 1 !

3) Comme |fn(t)|=

n2

N

]1 [—n,n](t)

n

1 . . )
sS—=-, les fonctions fn convergent uniformé-
n n

ment vers O sur R, dans ce cas les distributions régulieres [ f,,] convergent vers la distribu-

tion nulle. En effet, soit [- A, A] un segment en dehors duquel ¢ est nulle :

< £,(0,0() > =

o(n)de|<

J‘\/n

I lp(2) dr

—>O
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\/nZ—t

Donc : —2 f=nn1 () 20
n n—>+oo
. / w2 12
Par contre ici, g,(tf)=——— — 1, les fonctions g, ne convergent pas uniformément
n n—+oo

vers 1 sur R, mais comme elles convergent uniformément vers 1 sur tout intervalle borné (cf.
exercice 1.5), les distributions régulieres [g,] convergent vers la distribution constante et
égale a 1. On peut d’ailleurs le vérifier directement en utilisant le théoréme de convergence
dominée :

<8, (0.0(0)> = pwar > [ gwar=["pwar,

2
n®=1*
et donc : LI ()) %
n n—>+oo

Pour montrer que les fonctions £, tendent au sens des distributions vers un Dirac en 0, on
peut procéder comme dans 1’exercice 8.10, 1) et utiliser le changement de variable y = nt,
on a alors :

o 1
YoeD <h().p1)> =J' n u(nt)g(z)de =I u(x)«p(ﬁ)dx
—eo 1 n
Comme |x| < 1, et que les fonctions tests sont continues, lorsque n tend vers +co on obtient :
1 5 (x Ly
_[ 1=x (p(—)dx S o) V1-x% dx
-1 n n—>+oo -1
et comme :

R,

/2
cos> 6do J M O—E

N1 =sin? 000s9d9 J.
/2 2 2

7r/2 n/2

on en déduit que :

Voe D <h,®),pt)> — E(/)(0):£<E‘>0,<p>.
n—>+oo 2 2

2,29
Donc : nl—n

'{{1”5&50
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Exercice 8.12

1) Montrer que les fonctions f, suivantes sont localement sommables :

1- exp(—nztz)

fu()=
2) Etudier la limite 7 lorsque n tend vers +co de la suite de distributions réguliéres

. . . 1 o
associées. (On peut soit montrer directement que 7' =Pf— en utilisant |’exer-
t

cice 7.4, soit chercher d’abord la limite de #[f,] et utiliser I’exercice 8.7.)
y

1) Les fonctions fn ne sont pas définies en 0, mais un
développement limité a I’ordre 1 au moins, au voisi-
nage de O, permet de lever I’indétermination, et mon- |7 1Iii-lDN

tre qu’on peut prolonger f, par continuité par 0 en 0. Ty = fin)

Les fonctions fn étant continues sur R, elles sont loca- . 10 t
lement sommables. U

2) a) Premiére méthode : utilisons le fait que f, est impaire, on a donc :

< fr(0),0(1)>= _[0+mfn(t)(<p(t) —(-1))dt
rw 1—exp(—-n’t?) (
- t

o(t)—@(-1))dt.

0
La fonction M est définie continue sur R, nulle hors de [—- A, A] (¢f. exercice 7.1),
t
et comme exp(-n’t?) — 0, on en déduit que :
n—>+oo
Aexp(—n’t?
_[ P (o) p(-1))dt - 0.
0 t n—>+oo

o] 1
Donc: < f,(1.9(0)> = JO ;(cv(t) —¢(-1))dt =< Pf P>

2.2 |
en utilisant I’exercice 7.4. On a donc : {M} 2> Pf% .
n—>+oo

b) Seconde méthode : étudions d’abord la limite de [zf,(¢)], on a :

<090 > = <1-exp(-®),0(0)> = [ (1-exp(-n*r (0 dr
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Comme exp(—n2t2) — 0, on en déduit que [tfn(t)] 2; 1;
n—>+oo n—+oo

A o
en effet : <if,(1,0(1)> — '[ q)(t)dt:j o(di=<1,0>.

n—s4ood—A —eo
D’apres (R8.4), la limite 7" de [f,(#)] doit donc vérifier /7= 1. On a vu que les solutions de
cette équation sont 7 =Pf % +ad, avec a réel (cf. exercice 8.7).

Comme [ fn] est impaire, sa limite doit étre impaire aussi, or la distribution de Dirac en 0 est

. 1
paire, donc : | T =Pf nE

Exercice 8.13

Pour tout entier positif n, soit la fonction f, définie par :
f,(t) = n’t exp(- n?%)
et soit [f,] la distribution réguliere associ€e. Montrer que la limite lorsque n tend

vers +oo de cette suite de distributions est Ad’, ol A est une constante 3 déterminer.

(On rappelle que J.Jm exp(—u2)du =r.)

Pour toute fonction test ¢, on a :

<Uf).9>= J.:Oﬁ,(t)(p(t)dt = j+:n3texp(—n2t2)(p(t)dt.

En intégrant par parties, on obtient :

oo

<lf,l.o>= [—%exp(—nztz)w)} - [ Sexpn’typar.

Comme @ (#) est nulle a I’infini, le terme entre crochets est nul. On a :

<[f.l.¢> =_[

oo

gexp(—nztz)(p'(t)dt =<[F,).¢’>=—<[E,].p>

avec [F,]= {g exp (—nzt2 )}.

Donc [f,] est I’'oppos€ de la dérivée de [F].
On calcule donc la limite des distributions [F,]. Si ¢ € D :

+0o0 +o0 4 -
/ F()p(t)dr = f L exp(-n (s

o0 —00

1 [+ u
=3 f exp(—u’)p(=) du
—00 n
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u
Quand n +— 400, p(—) = ¢(0).

n
D’apres le théoreme de convergence dominée :

400
lim ([F.],¢) = ¢(0) %/ exp(—u?)du = L ©(0), VypeD.

n—+00 o 2

ST

Donc [Fn] = 7 (5

Comme [f,] = - [Fn]' et avec (R8.5), on en déduit que :

[f,] — —\/—ES’ .

n—steo 2

Exercice 8.14

1) Soit T une distribution causale et Y la fonction échelon.

Montrer que [Y] * T est une primitive de 7, c’est-a-dire que la dérivée de [Y] * T
au sens des distributions est 7.

2) On pose S(t) = [280 —n)] * {280— n)J.

n=0 n=0

Effectuer ce produit de convolution.

3) Calculer une primitive de S.

1) Pour dériver un produit de convolution au sens des distributions, il suffit de dériver 1'un
des facteurs, donc :

(Y]=T)=[Y]*«T' =[Y]'*«T=80+«T=T
car & est I’élément neutre pour le produit de convolution.

2) Le produit de convolution des distributions causales étant associatif et commutatif, on a :

(1) :[250_,7)}*[25@_@} =D 8(-p)*8(t-q).

p=0 q=0 p=0
=0

q=

Or : (¢t —p) = 8(t — q) = 8(t — (p + q)) (cf. rappels). Donc :

S() = 26(z—<p+q))=2[ 26<t—<p+q)>]= D (n+1)3(t—n)

p=0 n=0\ p+q=n n=0
q=0

caril y an + 1 facons d’obtenir n a I’aide de la somme de deux entiers p et g.
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3) D’apres la question 1), une primitive de S(¢) est [Y(#)] = S(¢). Or :
(YOS =[Y(11* Y (n+1) (t—m) = Y (n+1)8(t—m) *[¥(1)]

n=0 n=0

:z(n+1)[Y(t—n)]=|:Z(n+1) Y(t—n)}.

n=0 n=0

C’est la distribution réguliere associée a la fonction f(t)= 2(n+1) Y(t—n), qui est la
n=0

fonction en escalier nulle pour # < 0 et qui est définie pour ¢ € [n, n+1[, n entier positif ou

nul, par :

1 2
= Z(kﬂ) 2 S nrd)

Exercices d'entrainement

8.15 1) Calculer les dérivées des distributions suivantes en utilisant (R8.1) puis (R8.2) :
a) [Y(t-a)l, b) [sgni],
o) [EM]ouE(f)=ne Zavecn<t<n+1.
2) Calculer les dérivées des distributions suivantes en utilisant (R8.2) puis (R8.3) :
(7= t[sgns],  shi[Y(z—a)], [Ishdl],  [|chd].

8.16 Montrer que I’ application 7 de D dans R suivante, est une distribution régulie-
re associée a une fonction f que 1’on précisera.

1 +o0
T((p)=f cos T () di + j o(1)dt.
—1/2 1

Calculer T’, dérivée de T, de deux fagons différentes :

a) en utilisant la définition,

b) en utilisant le théoréme relatif aux distributions régulieres.
Vérifier que T’ comporte une partie réguliere et une partie singuliere.
Calculer 7”.

8.17 Tracer le graphe de la fonction f définie par :
2—x* pour x<1
f(x)=92—=|x| pour 1<|x|<2.
0 pour |x|>2

Soit T, la distribution réguliere associée a f. Calculer les dérivées successives de
Tf jusqu’a I’ordre 3 et les représenter graphiquement.
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8.18

8.19

8.20

8.21

8.22

8.23

8.24

d’7
Calculer §= a +*T pour les distributions régulieres T; suivantes :
T,=[Ysinor] T, =[Y(Dcoswr] Ty = [Y(t) s1nwti|
t

1) Calculer les dérivées des distributions régulieres suivantes :
I =Yor-m] T,=[Y(o(-mn)]
2) Montrer que si f est dérivable sur R\{a}, alors pour tout réel ® on a :
[flon] =olf(@))]+ (f@) -f@))d,q, -
Calculer la dérivée ni*™¢ de la distribution réguliere T = [|sh?]] (on distinguera les
cas n pair et n impair).
Trouver toutes les distributions 7" solutions des équations suivantes :
)" T=38 2) tT=2(—1)"8n
neZ
Pour tout entier 7 strictement positif, soient f, et g, les fonctions définies par :

0 pour t<0 0 pour <0
f,()=4"" pour O<t<l g ()= ﬁ pour O0<z<l1
1 pour I<¢ 0 pour 1<t
Graphe des fonctions f, et g, . Préciser les limites des suites [f, ] et [g,].
Quelle est la limite au sens des distributions de la suite {f, } avec :
£, = Y(t)n?t exp(- nt) ?
Soit f(f) = Y(t)nt, ou Y(¢) est la fonction échelon.

1) Vérifier que f est localement sommable. Vérifier que cette fonction est dérivable
presque partout. La fonction f” est-elle localement sommable ? Peut-on définir [f]’
en utilisant (R8.2) ?

2) Montrer que la distribution réguliere 7 = [Y(f)In¢] peut étre définie comme la limite
quand € tend vers O de la suite de distributions régulieres :

T, = [Y(t - ¢ )lnz].
Calculer 7. En déduire 7".
3) Montrer que lir(r)l+ Ine(d(t) — d(t — €)) = 0. En déduire que I’on a aussi :
£e—

T' = lim {1n65(t) + [@]}

e—0*F

o . . Y@ . Y (1)
Cette distribution, appelée pseudo-fonction — est notée Pf ¥
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8.25

8.26

8.27

8.28

8.29

Y()

— 2
/

AT

Soit f(t)=

ou Y(r) est la fonction échelon.

1) Vérifier que fest localement sommable. Montrer que sa dérivée f qui est défi-
nie sur R*, n’est pas localement sommable.

2) On note T, la distribution réguliére associée a f, (1) = . Calculer la

Y(t—¢)
NG

distribution dérivée T,.

3) Vérifier que T, tend vers [f] quand € tend vers 0. En déduire I’expression de

la distribution dérivée de [f] qui est notée Pf %

4) Généralisation : soit T est une distribution réguliere associée a une fonction f,
nulle sur ]—0,0[. Si la dérivée f” est définie sur R* et non sommable au voisina-
ge de 0, montrer que T’ peut &tre définie comme limite de distributions.

1) En partant de la définition du produit de convolution, calculer les produits de
convolution suivants :

5, %98, MOERN & x1.

a

L. . D’
2) Vérifier que si a tend vers +oo, alors 8, — 0.
n—>+oo

Y-a-t-il égalité entre : lim (3, *1) et (lim §,)*1?
a—>+eo a—>+oo

En utilisant les propriétés du produit de convolution, vérifier que :

(0" — ad) = Y(r) exp(—at) =98
(8" + 2ad'+ a?d) * Y()t exp(— at) = &.
En déduire que si 7 est une distribution vérifiant

(8" + 2ad+ a*8) = T = S ou S est une distribution connue alors :
T =Y(t) t exp(—at) * S.

1) Vérifier que exp(an)d” = & — 2ad’ + a%s.
2) Déterminer une fonction f nulle pour 7 < O telle que :
exp(an)d” = [f]= 0.

3) Méme question pour I’équation exp(ar)d” = [f] = [Y(¢)sinz].

N

Soit Tf une distribution réguliere associée a une fonction f nulle sur

]—oo0,a[, et deux fois continuement dérivable sur ]a,+oo[. Montrer que I’équation
de convolution dans D’ (8" — 38"+ 20) = Ti=q O + B & est équivalente au syste-
me d’équations :

7 =3 f"+2f =0 sur Ja,+e[, avec f(a*) = B et f'(a*) = o+ 30.
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Réponses

8.15

8.16

8.17

1)6a,26,z(5,,

nez
2) [|¢]]'= [sgnt]+ 210 = [sgni], (she[Y(t — @)])" = che[Y(t — a)] + shad,,
[Ish#|]” = cht[sgnt], [Ich|]” = |shz| +20 .
() = [cosm]]ll/z,”(t) + Y -1)]
T(t) = [~ minatll (0] +28(— 1)
T"(t) = [- eosmllyy (D] + 8(1 + 1/2) + 28(t - 1)

La fonction f'est paire et on a :

x fx) fx) f7(x)
=<1 2-x2 —2x -2
1<x<2 2-x -1 0
x| > 2 0 0 0

8.18

8.19
8.20

8.21

Comme f est continue, elle n’a pas de saut et T]Z =T b Par contre, f” a des sauts et on a :
’”
T7=Tpn + O, +0 | +8,+9,.

Sin@t— @tcosmwt

S, = @8,5,=8, S3=2Y(1) 5 +0d.

=wd(wt—7)=08,,4,, T)=wd(w(t—-n)=9,.

T’ =[chtsgnt], T"” =T+ 29,

Pourk=1: TV =742 5(2””), T =742 3P,
p=0 p=0

1) En utilisant les exercices 8.5 et 8.6 on montre que :

- R o
%5(") + Zapﬁ(” ) ot les a, sont des constantes arbitraires.
n!

n—1
T =
p=0

2)Ona M (-1)'8,=5+8; avec §= Y (-1)'3,.

neZ nel*
e . o D"
L’équation tT =S a pour solution particuliere 7} = 2—8n.
neZ* n
L’équation ¢ T = §, a pour solution particuliere T, = — & (cf. exercice 8.5).

Donc, en notant A une constante arbitraire, on a (T = 2(—1)" 5,=5+96, &
neZ

T=T,+Ty+ 43, = 3 {3, -5 + A3,
n

neZ*
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8.22 La fonction f, est continue, dérivable pour ¢ # O et # I, et la dérivée f, est presque par-
tout égale a g, . Comme [f,] tend vers Y(1), [g,] = [f,]” tend vers 8(¢) (cf. (R8.5)).

8.23 Les fonctions f, sont continues, positives, nulles pour # = 0 et pour ¢ tendant vers +oo.
Comme [/ (1) = Y(Hn2(1 - nt)exp(— nt), le maximum est atteint pour ¢ = 1/n, et il vaut n/e.
Pour  fix¢€ strictement positif, f, (¢) tend vers O pour n tendant vers +eo, car I’exponentielle
impose sa limite au polyndme n2. Donc la suite { Jf,} converge ponctuellement vers la fonc-
tion nulle sur R. On fait le changement de variable u = nt dans :

<0000 = ] resptmpnan = [ uexp-uef o

Comme @ est continue et bornée, (R4.3) permet de montrer que :

lim [£,1=8() [ wexp(—u)du = 3(s).

n—+oo 0
8.24 1) NON aux deux questions posées.
Y(t—¢)
t

2) TL(t) = [
3) Ona: <lIn () - (- ¢€), )>=1n £(p(0) — (&)).
D’apres le théoreme des accroissements finis :
@0)— @p(e) = ¢(0e) avec 0 <O < 1.
Comme €ln € tend vers 0 quand € tend vers 0, et comme ¢’ reste borné, on a :

] +Ine ot —e) etT' = EILI})1+ TL.

li%l+ <Ing(8(1)-d(t—¢)),p(t) >=0.

Donc : lim Ing(8(t)—8(1—¢€))=0
e—0"

T’ = lim {1n85(z—e)+ Y(tt_e)}
e—-0"

= lirg{ln eB(t—€)—0(1)+1Ined(t)+ @}

sons 7=ty =p X2 )< im finea - 22
c’est-a-dire :

400
VoeD <T,p>=lim {1ns<p(0)+ Mdt}.
e—0" t

€

Y(t)

8.25 1) Dans R* f’(t)=—75, pas sommable au voisinage de 0, donc elle ne peut définir une
t

distribution réguliere. Par contre f est localement sommable, mais non sommable a +eo.
Comment est alors définie [f]" ?
,_E{Y(t—e)}_ d(r—¢g) 1Y(t-e) d(r-g) Y(t—¢)

f]/2

2) T,

e_dt [”2 2 t3/2 - 8”2 2t3/2 .

A A
3) <Togps=| 24 5 ["2D 4 —< £.p>. done [f]=limT,.
et e->0J0 7 £—0
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8.26

8.27

8.28

8.29

D’apres (R8.5) ona [f] =1imT/, c’est-a-dire :
-0

/ - oE) (o) Y(@)
<lfT, 0> =g1£r(1)< ,O> = hn})(gm . 22 dtj <Pf( 3”) o(t)>.
4) On peut définir 7 comme la limite de 7, = [¥(t — €) f()]. D’apres (R8.5) T’ est la limite
de T, =f(&)8(t—¢€) + [Y(t —&)f (D).

)3, #8, =6,,,, Y(©) %9, =9,, §,x1=1

2) hm ©,*)=1et (lim §,)*1=0

Comme le produit de convolution est commutatif :
Y(0)t exp(— at) = (& + 2a& + ) = 8.

Donc : Y()t exp(— at) # (8" + 2ad’ + a*8) + T=T = Y(£)t exp(— at) * S.
2) f(t) = Y(0)t exp(at).

_ ( )
3 = e
Tr=1f1, &= Ty=[fI'=[f"]1+f(a"s,
8"« Tp=[f1" = [f "1+ f"(a")d +f(a")¥, d’ou :
Lf” 3f + 2f1+f'(@")d + f(ah)d - 3f(aH)d = ad + B&'.

D’ot le résultat en identifiant les parties régulieres et singulieres.

(( —2a+ (a2 +1)t)exp(at)+2acost + (a2 - l)sint).
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Chapitre 9

Transformeées de Fourier
et de Laplace des distributions.
Transformée en 7 des signaux
numeériques

RAPPELS

I. Transformation de Fourier

* Une fonction f est a décroissance rapide si et seulement si pour tout k € N et tout
p€Nona lig t? f ®(r) = 0. On note S I'ensemble des fonctions 2 décrois-
t— 00

sance rapide.

e Une suite (‘pn)neN de fonctions a décroissance rapide converge dans S vers

@ € S lorsque n tend vers 400 si et seulement si pour tout k € N et tout p € N

la suite des fonctions ¢ +— t? go,ﬁk) (t) converge uniformément sur R vers la fonc-

tion ¢ — tpgo(k)(t) lorsque n tend vers 4+00. On note alors 1irJP Scpn = ou
n——+00
S
Ppn —> @
n—-+400
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* Une distribution tempérée T est une application de S dans R qui est :
— linéaire : Vp,p € S,V A\, u € R,T(Ap + pwp) = AT () + puT (V).
—continue : si lim ¢, = ¢, alors lim T(p,) =T (p).

n—-+0oQ

n—+00

On a D C S et une distribution tempérée est une distribution.

e Si T est une distribution tempérée, sa transformée de Fourier T=F (T) estla
distribution (tempérée) définie par

Voel8, < F(T),p>=<T,F(p) >. (R9.1)

De méme la transformée de Fourier inverse 7 = F(T) de T est définie par

YoeS, < F(T),p>=<T,F(p)>|etl’ona| F(F(T)) = F(F(T)) =T |.

e Transformées de Fourier usuelles :
~Sif e L'(R) ouf € L>(R), alors F ([f]) = [F(f)].
— Distributions de Dirac :
F(§) =[11, F(0(t — a)) = [exp(—2imav)], F (§") = [Qim)™].

1 1 1

— Echelon unité : F([Y(#)]) = =6(v) + —Pf—.
2 2im v

— Par réciprocité de Fourier :

i

F([1]) = 60), F(lexpQimvon)]) = 6 — wo), F ([1"]) = (§> §M@wy,

F (Pf%) =in[2Y(v) — 1] = in [sgn(v)].

— Peigne de Dirac LLI : F (LLI(?)) = LLI(v).

e SiT =Ty Z&(V — %) avec Ty a support de longueur 6

nez

n 1 n
F(T) = ché(u— 5) avec ¢, = EF(TO)(E) (R9.2)

nez

* Transformée de Fourier d’un produit de convolution :
S’il existe un segment K tel que pour toute fonction test ¢ € D nulle sur K on
ait < T, >= 0, on dit que T est a support compact. Alors F(T) est la distribu-
tion réguliere associée a la fonction C™ v+ < T(t),exp(—2imwvt >, pour toute
distribution tempérée S le produit de convolution 7" % S est défini et I’on a

F(T % S) = F(T)F(S) (R9.3)

* Transformée de Fourier d’un produit :
Si g € S ou est une fonction C*° telle que F([g]) soit a support compact, alors
pour toute distribution tempérée T, gT est tempérée et
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F(gT) = F([g] = F(T) (R9.4)

Formulaire succinct :
— F(T™) = Qim)"T (v).
— F(T(t —a)) = exp(=2iran)T (v).

~F(t"T@) = (%T) T ).

1 .
— changement d’échelle : F (T (at)) = ﬁT <z>, a=+0.
a a

Transformation de Laplace

Distributions causales : une distribution 7 est dite causale si et seulement si
< T, >= 0 pour toute fonction test ¢ € D nulle sur [0,+o00][.

Soit T une distribution causale telle qu’il existe pg € R tel que exp(—pot)T (¢)
soit tempérée. Alors la transformée de Laplace de T est la fonction

L(T): p— L(T)(p) =< T(t),exp(—pt) > (R9.5)

Elle est définie pour tout p > po.

Si f est une fonction causale admettant une transformée de Laplace L(f), alors
L{fD) = L(f).

Transformée de Laplace d’un produit de convolution :

Le produit de convolution de deux distributions causales est toujours défini. Si 7'
et S sont deux distributions causales admettant des transformées de Laplace,
alors

L(T % S) = L(T)L(S) |.

Formulaire succinct :

= L(T(t —a))(p) = e “PL(T)(p).

—L(T™) (p) = p"L(T)(p).

— L(8)(p) = 1. On en déduit que L(6,)(p) = e~ et L (™) (p) = p™.
Remarque importante : lorsque I’on connait une solution particuliere 7y de
I’équation en la distribution inconnue 7 suivante : (1) g7° = U, ou g est une fonc-
tion C* et U une distribution donnée, les solutions de (1) sont de la forme
T =To+ S, ou S estsolution de I’équation « homogene » (2) g7 = 0.

On utilisera souvent ce résultat dans le cas ot g(¢) = t*, les solutions de (2) étant

dans ce cas les distributions de la forme S = apd + a1 + ...+ a—10%D ou
les a; sont des constantes arbitraires.
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Ill. Transformation en z

Un signal numérique est une application f de Z dans C. Si f(n) = 0 pour tout
n < 0, le signal numérique f est dit causal.

La transformée en z d’un signal numérique f est la fonction 7, ( f) de la variable
complexe :

T(f): 2= T(HER) =) fmz"

nez

N —1
= lim Y i > -

définie lorsque ces deux limites existent. Les résultats sur les séries de Laurent

montrent que :

— soit le domaine de définition de 7,(f) est vide.

— soit 7, (f) est définie sur C tout entier.

— soit il existe r et R, avec 0 < r < R < 400, tels que 7;(f)(z) soit définie pour
r < |z| < R, et non définie pour |z| < r et |z] > R. Sur les cercles |z] =r et
|z] = R, T;(f)(z) peut étre définie en certains points, non définie en d’autres.
L’ensemble C(r,R) ={z € C/r < |z| < R} est la couronne (ouverte) de
convergence de T,(f).

—T.(f) est définie en O si et seulement si f(n) =0 pour tout n € N*.
Dans ce cas, on a r =0 et, si R >0, 7.(f) est définie sur le disque
D(0,R) = {z € C/|z|] < R}, non définie pour |z| > R.

—si f est causal, alors R = 400, et si r est fini, la couronne de convergence de
T,(f) est C(r,+o0), soit {z € C/|z| > r}.

Formulaire succinct :

Soit f un signal numérique, 7,(f) sa transformée en z supposée définie pour
r <|z] < R.

—T.(f(n —no))(2) =

%,pour r <|z| < R.
- T.(@" f(n)(z) = T.(f) <§), pour ar < |z| < aR.
~T.(nf (M) (z) = —27(f) (), pour r < |z] < R.
1 1 1
= T.(f(—=nm))(z) = T.(f) (—),pour— <zl < -
Z R r
— Si f est causal, xl}gl@’]}(f)(x) = f(0). Si de plus nEI—Poof(n) ={,7,(f) est

définie en tout z tel que |z| > 1 et 1in11 x—DZ(f)(x) = L.
x—1+
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— Soit f x g le signal numérique défini par (f * g)(n) = Z fk)gn —k),ouf
k=0

et g sont deux signaux numériques causaux, de transformées en z supposées
toutes deux définies pour |z| > r.

Alors pour tout z tel que |z| > rona | T.(f * g)(z) = T.(f)(2)7T:(g)(2) |

Exercice 9.1

I Calculer la transformée de Fourier de la distribution tempérée réguliere [cos227 w1].

Premiére méthode :

1+cosdrmwt
Ona: cos227ra)t:f,

cosdnwt = %(exp (dirwt)+exp(—4irwt)),
F([cos4mwt])(v)= %(S(V —2m0)+d(v+2w)), F([1])(v)=38(v),

donc : F([cos? 2w t])(v) = %(ZS(V) +0(v-2w)+d(vV+2w)).
Seconde méthode :

Ona: F([cos2m awt])(V) =%(6(v—w)+8(v+a))).

Comme : cos?2T 07 = cos2T O 7 - cos2T o1, on a (R9.4) :
F([cos2 2rwt])(v) = F([cos2rwt])(v)* F([cos2m wt])(V)
= %(5(\/ —0)+3(V+0))*(8(v - 0)+8(v+w))
:%(S(V—a))*S(v—a))+26(v+w)*8(v—w)+6(v+w)*6(v+w)).
En utilisant I’égalité d(v — @) = &(v — B) = 8(v — (& + p)), valable pour tous o € R et
B € R, on retrouve bien :

F([cos> 2w t])(v) = %(ZS(V) +O6(v—-2w)+d(v+2w)).

Exercice 9.2

o1t a tonction nulle pour |f| = ettellequef(r)=1-r¢ our || < 1.
Soit f1a fonction nulle pour |f| = 1 et telle que () = 1 — 2 pour |Jf| < 1
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1) Caleuler [T, [f1”, [f17.

2) En déduire la transformée de Fourier f de la fonction f.

1) Comme fest continue, on a [f]" = [f], avec -1 42
f/®=0 pourl]>1

et f’(t) =- 2t pour |1 < 1. +1 ,
-1 0 :
N, \
On a alors : [f(D]” = [f"@)] + 28(¢t + 1) + 28(t — 1) , avec 1
7@ =0pour|f| > 1 etf”(f)=-2 pour |f| < 1. -1 +1 ,
U
—

En dérivant a nouveau, on obtient :

DO =[f"(O1 =20t + 1) +28(0—1)+28(t+ 1) +28(t—-1)
=—20(t+ 1)+ 28— 1) +28(t+ 1) +28(t - 1),

puisque f(f) = 0 sur R\{- 1,+ 1} .
2) Ona F([f1")(v) = Qizv)*F(fD(V)
== 2[expRizv)] + 2 [exp(- 2ir V)] + 2[2ir v exp(2in V)]
+ 2[2iz v exp(- 2im V)],
ce qui, réduit et simplifié, donne : —8i7r3V3F([f])(1/) = —4i sin(2nv) + 8imvcos(2nv) .
Mais, comme f est sommable, F([f]) = F(f) : c'est une distribution régulicre, égale a la
transformée de Fourier de f au sens des fonctions, définie et continue sur R.
sin(2wv) — 2w cos(2wy)

On a dong, si v # O,f(l/) = 735
™y

et on peut la prolonger par continui-

té en 0.

Exercice 9.3

Soit f(f) la fonction périodique de période 2a, définie pour |f| < a par
J@ =1d.

1) Calculer [f]”.

2) Calculer les transformées de Fourier de [f]” puis de [f].

3) En déduire le développement en série de Fourier de f .
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1) Comme f est continue (cf. graphe), on a [f] =
[f '], ot f’ est périodique de période 2a, et
f@®=sgn@®pour0<t| <a. NN T /N,
La dérivée seconde de f au sens des fonctions est
donc nulle presque partout, et, comme le saut de

f’vaut+2en0,2a, -2a, ...,2ka (ke Z)et-2

ena,—a,3a,—3a, ..., 2k+ 1)a (ke Z),ona: y=f®
” — ! S
[FO) =Y (28(t —2ka) - 28(t — (2k + D)), o P
keZ - :3a -2a -a O a 2a  3a !
et, comme ' -1

0t — 2k + 1a) = 8(t — a) = O(t — 2ka) et &(t — 2ka) = &(1) * &(t — 2ka) :

L0 =23~ 8(~a)* Y 8(1~2ka) |

keZ

2) On arespectivement F(8(1))(v) = [1], F(8(t — a))(V) = [exp(- 2imaV)] et

1 k
F[z 8(t — Zka)](v) = Z;f{v - Zj' Donc :

keZ

FU1 () = Mzs(v_i) _ ZMF{V‘i)

keZ 2a keZ a 2a

l—exp(—Ziﬂak) k | " X
-y 2a 5(‘,__):ZM5(V__}
= a 2a = a 2a
puisque I’on sait que le produit d’un Dirac par une fonction C* est égal a son produit par la
valeur de la fonction au point ot il est situé (R7.2). Comme d’autre part exp(— ik7) = (1),
on a1 —exp(—ikm) =0 si k est pair, et 1 —exp(— ikm) = 2 si k est impair. On a donc :

R W =2 38 v- 250
qeZ

2a

Comme F([f17)(V) = Qinv)2F([f1)(V) = — 4n2vZF ([ f])(v), il vient :

1 2g+1
FUID0) == 5ty 3 v =2 a8+ 600,

qel

car 1’égalité — 472 v2T(v) = S(v) implique que T(v) = —ﬁsm +R(V), ol R(V)
v

est solution de I’équation — 472 v2R(v) = 0, équivalente a VZR(v) = 0, dont on sait que la
solution générale est R(V) = Ad’(V) + Bd(V), ol A et B sont des constantes arbitraires.

Comme [f] est paire, il en est de méme de sa transformée de Fourier, ce qui implique,
puisque &’(V) est impaire, que A = 0 (on pourrait aussi utiliser (R9.2) : la transformée de
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Fourier d’une distribution périodique est un peigne de Dirac modulé, et ne saurait donc
contenir de terme en &’(v)). D autre part, le coefficient B de 8(v) dans la transformée de

1 N . N
Fourier de [f(r)] est égal (R9.2) a ZF(TO)(O), ou T, est la restriction de [f()] a [0, 2a].
Ona:

i B L 2a Y B L 2a B L ) 2 _
L ) (0) = jo Fexp(-2im0r)dr = jo fwydi=-a’=2=B.
Donc :
_a _; 3 2g+1
FUDM) =800 = ZS[v o j

qel

_a 3 1 _2q+1
_26(‘/) 22(171'2\/2 S(V 2a )
qel
a 1 2q+1)
=—98(v)— ol v—
5 o) Z 2[2q+1j2 ( 2a

9€Zam
2a

_a _2q+1
B 6() Z (2q+1) (v 2a )

soit : F([f])(V)——s( )_ 2(2 1_1) S(V_ZQZZI) .

3) En prenant la transformée de Fourier inverse des deux membres, on obtient la série de
Fourier complexe de f(7) :

a 2a 1 2qg+Dint
f=2-3% Fexp :
2 & e 2g+1) a
d’ou I’on déduit aisément la série de Fourier réelle :
a 4da 1 2g+ Dt
=33 rcos 24D
(2q + 1) a

Exercice 9.4

o , a . .
On considere la fonction f, ()= \/ — Zexp(—a(t - n)z), ou a est un nombre réel
neZ
positif.

1) Vérifier que f,(¢) est périodique de période 1.
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2) Déterminer la transformée de Fourier fa(v) de la distribution réguliere [f,(7)]

associée a f,(1).

3) Calculer lim f£,(v) eten déduire lim [f,(1)].
a—>+oo

a—+oo

1) Ona:

L Y exp-a(t+1-m*)= | a Y exp(-a(t—(n-1)").
' \r
neZ neZ
En faisant le changement d’indice p = n — 1 dans cette derniere somme, on obtient :

fut+D = [ %Y explali=(=1)") = 4 Y exp(-ati=p)) = £,(0).

neZ peZ

fut+1)=

donc f (1) est périodique de période 1.

2) On peut écrire :
ja —at? -
o E ([exp(—at~)]*8(t — n))

\‘ neZ

= [\/% exp(—at® )} * ZB(I —n)= {\% exp (—atz)} & |—E’ ) .

neZ

la
(01 = 7 Dlexp(-att=m?)]=

neZ

Par conséquent (R9.3) F([f,(H)]) = F[\/gexp(—aﬁ)]- F(LLI(?)) soit :

. 2 B 2 B n?
fv)= exp[— - JZ&(v) = exp[—sz S(v—n)= zexp[— T)a(v —n).

neZ neZ neZ

2.2

3) Lorsque a — +oo, exp (—
a

) tend vers 1 pour tout n € Z et donc :

lim f1)=) 8v=m=1110).

neZ

En prenant les transformées de Fourier inverses, on obtient :

al_if?w[fa M= L@ -
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Exercice 9.5

Soit 7(¢) une distribution vérifiant I’équation (2 =31+ 2)T(r) = 0.

1) Montrer que si @(#) est une fonction test nulle sur [a,b], o a < 1 <2 < b, 1a fonc-
@) o)
2-3t+2  (t=D)(-2)

w(2) = 0, est aussi une fonction test nulle sur [a,b].
2) Montrer que T est nulle en dehors du segment [a, b]. En déduire que la trans-

formée de Fourier f"(v) de 7(¢) est une fonction C*.

tion y/(¢) définie par y(t)= pourt¢ {12}, et w(l)=

3) Déterminer une équation différentielle du second ordre vérifiée par T(V) eten
déduire T(v) puis T(?).

1) La fonction w(¢) est nulle, donc C*=, sur Ja, b[ et également C* sur
J—oo,1[ U ]2,400[ comme rapport de fonctions C** dont le dénominateur ne s’annule pas,
donc cette fonction est C* sur Ja, b[ U ]—oo, 1[ U ]2, +oo[ = R. D’autre part, lorsque ¢(r)
=0, il en est de méme pour ¥(7), et donc w(f) est, comme ¢(¢), nulle en dehors d’un seg-
ment et nulle sur [a, b]. Il s’ensuit que w(7) est une fonction test, nulle sur [a,b].
2) On al’égalité ¢(1) = (t2 =3t + 2)y/(7). Par conséquent :
<T(D), o(t) > =< T(1), (2 = 3t + )y (1) > = < (2 = 3t + T(0), w(t) >

=<0, y(@)>=0.
On en déduit que T est nulle en dehors du segment [a,b]. La transformée de Fourier f(v)
de T(t) est donc une fonction C™.

3) Les transformées de Fourier de [1], [7] et [2] étant respectivement 8(V), % et
:21'(7‘32 ot
F([£2 =3t +2])(v) = (_2;)2 8 (v) - —23m &(V)+28(v)
= —#8”@) +%8’(v) +208(V)

et F((2 = 3t + 2)T(1)) = F([f* - 3t + 2]) * F(T(r)) = 0, ce qui donne 1’équation différentielle
linéaire homogene a coefficients constants :

1 3 A 1 4 3 A A
———0"(V)+——38'(v)+28(v )*T V)=———=T"(v)+—T'(v)+2T(v)=0.
(4”2()2m() (V) |*T(v) . ()21'7:() )
Le polynome caractéristique de cette équation est :
1 . .
P(r)= —4—2(;"2 — 6i7rr—871'2), dont les racines sont 2i7x et 4izr. La solution générale de
T

I’équation différentielle est donc :
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T(v)=Aexp(2imv)+ Bexp(4inv)

et I’on a donc : |T(t) =A8(t—1)+BS(t—2)| .

Exercice 9.6

1) Déterminer la transformée de Fourier de la distribution réguliére [sinz].

. e sinrzt . P . .
2) En utilisant I’égalité m[ } =[sinz¢], en déduire la transformée de Fourier
Tt
sinft . L +eo ginu
de { . } En déduire la valeur de I’intégrale j —du.
T —o U

1) On a I’égalité sinzt= %(exp(in’ t)—exp(—irmt)), et par conséquent
i

[sinzt]= %([exp(in )] —-[exp(—izt)]).
i
La transformée de Fourier de [exp2imat] étant &(v — a), celle de [sinzs] est donc
1 B(V—lj—fi(v+l) .
2i 2 2

2) On sait que la transformée de Fourier de [- 2im¢] est 8'(v). Soit F (v) la transformée de

. sinrt , . sinrt
Fourier de F(t):{—t}' La transformée de Fourier de nt{ ; } est alors
T T

1 A 1 - . . . .
—?5’(v)*F )= —5; F’(v) puisque la transformation de Fourier transforme le produit
i i

ordinaire en produit de convolution et que la convolution avec & est la dérivation. L’ égalité

sinmt . . .
nt{ } =[sin7¢] donne donc par transformation de Fourier :

Tt
—L_ﬁ’(v):L_(B(v—l)—é(v+l)),
21 21 2 2
F'(v)= S(V +l) - S(V - l) =[R](v)
- 2 2) R

1 1
oll P|(v) est la fonction « porte », égale a 1 pour |[V|< 5 et nulle pour |[v|> 5>

On a donc I:“(v) =[A(V)+K], ou K est une constante. Comme P,(v) est nulle en dehors

d’un segment, la transformée de Fourier inverse de [P(Vv)] est une distribution réguliere 7(7).
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La transformée de Fourier inverse de [P(v) + K] est T(#) + Ko(7). Comme elle est égale a

F(t), donc réguliere, on a nécessairement K = 0 et par conséquent F (vV)=[A()]. Onen

A +eoginwt
déduit que P(0)=1= F(0) =I = dt. soit, en posant 71 = u :
> TT
+o0 o
J‘ sinu du=rl.
—co u

Exercice 9.7

Soit A(z) la fonction nulle pour || B% et égale a %—|t| pour | < % On pourra
1
vérifier que A(f) = EAI 12(t) (cf. index).

1) Calculer la dérivée seconde de la distribution réguliere [A(7)]. En déduire la
transformée de Fourier A(v) de A(7) .

2) Déterminer la transformée de Fourier de la distribution réguliere [A(¢)sindkm 1],
avec k e N*.

3) Déterminer le développement en série de Fourier réelle de la fonction f(#) pério-

dique de période 1 qui coincide avec A(f)sindkzt sur [_l’.,_l}
22

1) Comme A(r) est continue, on a [A(#)]" = [A’(¢)]. D’ autre part, la dérivée seconde A”(¢) de
A(?) au sens des fonctions est nulle.

| =

0=
0=
0=
0=

y=A(@) y=A)
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On adonc : [A®)] = 8(1‘ + %) -28(1) + S(t - %), et par conséquent :

Qirv)> A(v) = exp(imv)— 2 +exp(=im V) = —2+2cosTV

=—2(1—cos7tv)=—4sin2%,

R sin” ——
ou encore : AWV)=———3
v

2) On a [A(t)sindkmt] = sindkmt - [A(#)], dont la transformée de Fourier est le produit de
convolution des transformées de Fourier de [sindkrt] et de [A(7)]. Comme la transformée de

1 N
Fourier de [sindkrt] est ?(S(V—Zk)—ﬁ(v+2k)) et celle de [A(r)] est [A(V)], il vient :
i

L 2TV
sin ——
F(LA®t)sindkmt])(v) = i,(ﬁ(v —2k) = 8(v +2k)) | —5—2
21 TV
sin® v sin® v
7| 3v=2k)% —8(v +2k) 5| —5—2
TV
sin? (v —2k) sin? T (v+2k)
_| 1L 2 2
2i| mwr(v-2k)* (v +2k)?
sin® % 1 1 4ikvsin? v
T 2in? ((v—zk)2 - (v+2k)2) BT

en utilisant les relations 8(¢ — a) * T(r) = T(t — a) et sin(0 + k) = (—~1)sin® pour k entier.

3) Notons ¢(#) 1a fonction A(f)sindkzt. D’apres (R9.2), la distribution réguliere [ f] associée
a la fonction fn’est autre que [ @]* LLJ . Par suite :

. . TV
4ikvsin® =~

4ikvsin® == 22Y 4ikvsin® =— 22Y
4k ) ZS(V_ )—Z_WS(V n)

neZ
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. . 2 AT
4iknsin® N
=2 T v
neZ ( - )
Pour n = 2p pair avec p # + k, le coefficient est nul car le dénominateur est non nul et le sinus

du numérateur est nul. Pour n = + 2k, on a une forme indéterminée 5, mais 1’indétermina-

tion est facile a lever. Par exemple, pour n = 2k, posons Vv = 2k + h. On peut constater que
gin? w(2k+h) gin? mh

> —— et donc que :
sin? v sin’ v sin? n—h sin’ ﬂ—h 2
2 _ 2 _ 2 2 7 .
V2 —4k®?  (v=2k2(v+2k)? K (4k+h)? ( wh )2 A(4k +h)?
2

2

Cette quantité tend vers 5 lorsque 2 — 0 et le coefficient de 8(v — 2k) est donc égal a

_4ik(2k) 7 i

70 6dk> 8

On montrerait de méme que le coefficient de d(v + 2k) est égal a +é.

Pour n=2p + 1 impair, ona sin— nr_ (2p Dz = sin(% + pnj =(=1)?, et le coefficient

_ 4ik2p+D) .
de (v — (2p + 1)) est 7t2((2p+1)2 EpTEIeS On a donc :
F([f] )(v)— (O(v+2k)-6(v— 2k))—ﬂ Aﬁ(v—ﬂp“))
=~ ((2p +1)" - 4k7)
_lIS(V—Zk)—S(v+2k)+ﬁ 2p+1 '8(v—(2p+1))—6(v+(2p+1))
4 2i n pEN((2p+1)2—4k2)2 2i '

En prenant la transformée de Fourier inverse des deux membres, on obtient :

8k 2 1 .
[f(O]= [sm dkmt]+— Z o 11)7 * apTER [sin(2Q2p+Dr1)].

La série de Fourier réelle de f{(r) est donc :

sm4k7rt+&z 2p+1

4 ((2p+1)2 _4k2)2 sin22p+Drt)

peN
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Exercice 9.8 (Shannon)

Soit T = [cos] la distribution réguliere associée a la fonction ¢ + cost.

1) Déterminer la transformée de Fourier TdeT.

2) Soit Ty(t) = cost Zd (t — p%) le signal échantillonné de cost a la fré-

Vérifier que P - Ty =

En déduire que

nez

Tt =) (-

PEZ
2
quence 0 = —.
T
Montrer que Ty = Z(—l)kékﬂ.
kel
3) Montrer que Ty = (6gp — 05) * Z 02gr-
qel
L. ; . A 1
En déduire que la transformée de Fourier de Ty est Ty = — O2k+1-
™ 21
kel

11
4) Soit P la fonction « porte » qui vaut 1 sur [——, —] et 0 ailleurs.

mw T
2 .
=T,
i
sin 2t sin2f <X (—1)"sin2z
D e = | e S|
2(t — nm) 2t — tf—nT

1) Onacost = % (exp(it) + exp(—it)), donc T (t) = % ([exp(it)] + [exp(—it)]).

1
On a exp(=it) = exp <2i7r <:|:2—) t> , donc la transformée de Fourier de [exp(Z£it)] est
0

1

1

1l s'ensuit que 7 = = <5L +6_L>.
2r

2

2

2) On a Tg(t):COSt%é(t—p%)=l;cost6(t—pg)=;cos%6(t—pg).

2k
Comme cos % = 0 si p est impair et cos TW = (=D onaTy@) = Z(—l)ké(t — k),

soit Ty = Z(—l)kékﬂ.

keZ

keZ
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3) On a Z(_l)kékﬂ = Z(Shm — Z 5(2,]4_1)7T = Z 52qﬂ- * 5() — Z (52,]7T * 571— . d'ou le

keZ g€z qez qe’ q€EL
résultat demandé.

1 t . .
On a Z 02g(t) = — LI | — ], dont la transformée de Fourier est
= E 2w 27

™

1
L@m) = q; 0g ).

D'autre part, la transformée de Fourier de g — d, est [1 — exp(—2i7r21/)]. On en déduit que :

R 1
Ty(v) = (1 — exp(—zmzy))ﬂ > A
qEeZ

us

1
= — (1 — exp (—Ziﬂ'zi)) dq (V)
2w 2 27
qe’

1
= - Z (1 —exp(—imq)) 62(17(1/)'

qEL
Comme | —exp(—img) = 0 lorsque g est pair et 1 —exp(—(2k + 1)im) =2, on a bien
A 1
Ty = — 0 .

T ez

4)Ona PW)Ty(v) = 12P<2k+1>5(y_ 2k+1>.
™

= 2 27

1 1 2k + 1 )
OnaP|—|)=P|——|)=1let P|——) =0 pour k € Z—{—1,0}. Par consé-
2w 2 2w

™

N 1 1 1 2
PWTy(v) = — (5 (V— —) + 5(V—}— —)) =-T®).
s 2w 2w s

IS 7T S Ly . Lo
De l'égalit¢ T = EP - Ty on déduit, en prenant les transformées de Fourier inverses des

quent :

deux membres :

T(t) = F(P)(t) * Ty(t) = g [Sin Zt} £ 3 (=18t — n)

it nez
B L [sin2(t —nm ] (—1)"sin 2t
_;(_1) [ 2(t — nrm) }_;[ 2(t — nr) }

sin 2t X (=1)"sin2¢ 1 1
_|: 2t ]+;|: 2 <t—n7r+t+nﬂ'>i|
_ [sin2s N i‘i (—1)"tsin2¢7 | sin2z N f (—1)"tsin 2¢
T 2 2 —n2x2 || 2t 2 —n2x2 |’

n=1 n=1

puisque cette derniére série de fonctions (prolongées par continuité sur 77 ) converge uni-
formément sur R.
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Exercice 9.9 (périodisation)

Soit x un nombre réel donné tel que 0 < |x| < 7.

1) Déterminer la transformée de Fourier de la fonction g, définie par :
gx(t) = exp(ixt) pourt € [—1,1], g, (¢) =0 pour ¢ ¢ [—1,1].
En déduire la transformée de Fourier de la fonction h, définie par :
hy(t) = cosxtpourt € [—1,1], hy(t) =0 pour ¢ ¢ [—1,1].

2) Soit f, la fonction périodique de période 2 qui coincide avec &, sur [—1,1].
Montrer que la transformée de Fourier de la distribution réguliere [ fy] est

—1) 1
for= 3 (v 5)
En déduire que la série de Fourier réelle SF (fy) de fy est donnée par :
2( 1)”x sin x

SF(f0) = SI;” + Z 0 cosnt.

—n2r

Préciser pourquoi l'on a fy (1) = SF(fx)(t) pour tout € R.

. 400 .
sin x 2(—1)"x sinx
3) Calculer la somme + Z ( 3 ) 55— pour tout x € R tel que
X = xt—ntT

0< x| <m.

sin 2x i‘i (—1)"x sin2x

2x x2 —n272
n=1

En déduire que l'on acos x = pour tout x € R tel

que 0 < |x| < .

4) Montrer que cette derniere égalité reste valide pour tout x € R, a condition de

prolonger par continuité les termes du second membre.

1) On peut calculer g, a l'aide de 1'intégrale habituelle, mais on peut aussi procéder comme
suit :

Ona [gx(®)]) = [g (D] + g (=1t + 1) — g (1-)d(t — 1)
=ix[g: ()] +exp(—ix)o(t + 1) —exp(ix)d(t — 1).
En prenant les transformées de Fourier des deux membres, il vient :
2im[g. (V)] = ix[g(¥)] + exp(—ix)[exp(2iTv)] — exp(ix)[exp(—2i7V)],
soit i 2nr — x)[&: (V)] = [exp(i 27v — x)) — exp(—i 2nv — x))] = [2i sin 27 — x)]. On
2sin 27v — x)i| et 3. () 2sin 27v — x)
o () ="

2ny — 2ny —
port borné, la transformée de Fourier de [g,] est une distribution réguliere, associée a la

en déduit que [¢,(v)] = [ , car, g, étant a sup-

fonction C* g,, et il ne peut y avoir, dans l'expression de sa transformée de Fourier,
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de distributions singulieres, comme le sont les solutions non nulles de I'équation
QRmrv—x)X ) =0.

1
Onah,(t) = E(gx () + gx(—1)), donc

sin (x — 27wtv)  sin (x + 27v)

N 1 . R
he@) = 2@ W) + & (=1) = ———~ g

N 1 t
2)Onafi(r) = éhx(t —2n), d'ot [ f] = [h] * ;62,, = [h: (D] * SLu (§> .
On en déduit que

.01 = b = k)5 Y5 (v 1) = 5 Y e (3) 6 (v~ 2).

nez nez

On a

2

A /N sin (x —nm)  sin(x 4+ nm)
i (3) = +
X —nm X +nm

= (-U”sinx( ! ) _ (=1D)"2xsinx

X —nm  x-+nmw x2 —n2x2

d'ou le résultat demandé. En prenant les transformées de Fourier inverses, on en déduit la
série de Fourier de f; :

SF(fo)(1)

(=1D)"x sinx .
2" SR
nez
. 400 n .
sin x —1)"x sinx
n Z (=D

5 ) (exp(imnt) 4 exp(—imnt)),
X x2 —n?m

n=1
en regroupant les termes d'ordre n et —n, d'ou le résultat demandé.

La fonction f,, étant continue et C' par morceaux sur R, est égale en tout point de R a la
somme de sa série de Fourier. On peut tout aussi bien invoquer la convergence uniforme sur
R de cette série de Fourier.

inx X 2(=1)"x sinx
+Z (=D

S
3) En prenant t+ = 0 dans 1'égalité f, () = 5 55 —cosnt, on obtient :
~ x*—nm

. +00 .
sin x 2(—1)"x sinx
+2 ;

= f(0) =1

X x2 —n2q2

n=I

En multipliant les deux membres de [I'égalité précédente par cosx, et vu que

. +00 n :
. . . o sin 2x (—1)"x sin2x .
2sinx cosx = sin2x, on obtient 1'égalité cos x = E —— 55 valide pour
2x = x*—nm

tout x € R tel que 0 < |x| < m.

4) Les termes du deuxieme membre de I'égalité précédente sont tous prolongeables par
continuité sur 7Z, et le deuxiéme membre se prolonge ainsi en une fonction continue sur R
tout entier, qui coincide donc avec cos x sur [—m,7].

(—1)"sin2x

En écrivant le second membre sous la forme s(x) = Z ﬁ, on obtient
X —nm

nez
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=s5(x).

(—1)"sin2(x +27m) 3 (—1)" 2sin2x 3 (—1)Psin 2x

s(x +2m) = Z 2(x — (n — 2)m) 2(x — (n — 2)m) N 2(x — pm)

nez nez PEL

La fonction s est donc 27-périodique, et coincide avec cos sur [—, 7], donc elle coincide
avec cos sur R tout entier (comparer avec l'exercice 3.8, questions 4 et 5).

Exercice 9.10

Soit () une fonction réelle de la variable réelle 7, tempérée. On note §(v) la trans-
formée de Fourier de la distribution tempérée [s(z)], et I’on suppose que §(v) n’est
pas singuliére a 1’origine, de telle sorte que le produit Y(v)$(V) a un sens.

On appelle signal analytiqgue associé a s(t) le signal s, (1) tel que
5,(v)=2Y(v)5(v).

1) Déterminer s ,(f) pour s(f) = cosw? et s(f) = sinw?.

1 t
2) Déterminer s (¢) pour s(t)=——— et s(t)= .
) A0 pour s() = et s()= —

3) Montrer que la partie réelle de s () est égale a s(7) et que la partie imaginaire de
s,(1) est €gale a la transformée de Hilbert inverse de s(7). Retrouver ainsi les

résultats du 2) de I’exercice 0.7.

. 1
1) La transformée de Fourier de [cosm?] est E(S(V — zﬂj + S(V + ZED et donc, pour s(7)
V3 T

N A w . .
=coswt,ona: §,(V)=2Y(V)s(v)= 5(\/ - 2—) et par conséquent s () = expiwt.
T
De méme, la transformée de Fourier de [sin@?] est :

;(S(V - 2) - 8(v + ED et donc, pour s(f) = sinwt,
21 2 2r

/4

ona §,(v)=2Y(V)s(v)= lﬁ(v - 2) = —iS(v - 2) et par conséquent
i 2r 2

. . ; T
s,(t)= —lexpzwt=expl(a)t—5).

F([coswt]) F([sinw1t])
............ L
1 2i
2 o
[0} o Y e o Y
73 | o o
1
T 2i
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|| PR L
1
2Y(V)F([cos w1]) 2Y(V)F([sinwt])
o Y T ’
7 2

1 R
2) Si s(t)= T ona S(v)=mexp(-27|v]) (R5.15).
On a donc §,(V)=2mY(v)exp(—27|v|), et donc, par transformation de Fourier inverse :

oo +oo
5,(1)= J 5, (v)exp(+2imvr)dr = _[ 27 Y(V)exp(=2x M+ 2imvr)dr

_ZEJ exp(=27(1—ir)v)dr =2 {exP(_Zﬂ(l—if)V)} _ 1
0

—27(1—it) 1-it’

1+t 1 .t
=5 —ti5
1—it 2+l 22+1 241

Soit encore : s,(t) =

t . 1 . 1
Pour s(t)=———, on peut écrire s(¢) =———(-2int)———, etdonc:
" +1 2im t“+1

sv) = — L abvh] = =L exp=2aivhy | =i _
s(v)= 2m[nexp( 27v)] [ > (exp( 27r|v|))} [—im sgn(v)exp(-27|v])],

car exp(-2m |v|) est continue, et donc la dérivée de la distribution réguliere associée a cette
fonction est la distribution réguliere associée a sa dérivée. On en déduit :

5,(V)=2Y(V)5(v) = =2ir Y(v)exp(—-2m|v)),

car Y(v) sgn(v) = Y(v). Par transformation de Fourier inverse, et en utilisant le résultat du
cas précédent, on obtient immédiatement :
1 t 1

s (H)=-1 = -1
a(t) 1—it 241 £2+1

3) Dans le cas général, I’égalité 5,(v)=2Y(v)s(v) donne par transformation de Fourier
inverse, sachant que la transformée de Fourier inverse d’un produit est le produit de convo-
lution des transformées de Fourier inverses de chacun des facteurs, et que d’autre part,

(avec la relation F( HWV)=F(f)(—v)) la transformée de Fourier inverse de [Y(V)] est

1 1 1
—8(t)———Pf~
2 ® 2ir ft

5,(0) = 2[1 5(1) —#Pfl) i 5(0) = 8(1) (1) + = Pf L 5(1)
2 2ir Ut Tt

oo S(

—s()++ VPf = ()i VPJ+°° W 4y = sty iH(s(1)),

d’ou le résultat demande.
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1 1 t 1 t
e Pour s(t)=———, ona s (t)=———+i———, donc H =—
@) 2+l o) 2+l 2+l (2 ) 2

t t 1 t 1
e Pour s(t)=———, ona s (t)=———i———, donc H =
@) 2 +1 o) 2+1 2+l (2 ) :

Exercice 9.11

Soit E(f) la fonction « partie entiere de ¢ », égale pour chaque valeur de ¢ au plus
grand nombre entier relatif inférieur ou égal a ¢. Soit 7(¢) la distribution réguliere
associée a la fonction Y(¢)E(r).

1) Calculer la dérivée de T .

2) Déterminer la transformée de Laplace de 7" et en déduire celle de T .

1) La fonction Y(£)E(f) est constante sur les intervalles |—oo,1[, [1,2], ..., [n.n+1][, ... et dis-
continue seulement pour ¢ € N*, valeurs de ¢ en lesquelles le saut de Y(¢)E(f) vaut 1. Par

conséquent T'(¢) = z 8(t—n).

n=1

2) La transformée de Laplace G(p) de T'(¢) est donc :

exp(=p)
G(p)= E exp(—np) =exp(—p) E exp(—kp)=—""—"""—.
n=1 k=0 I—exp(-p)

D’autre part, si F' désigne la transformée de Laplace de T, la transformée de Laplace de sa

dérivée est G(p) = pF(p), et par conséquent :

exp(-p) 1

1
L (e BT

On peut trouver ce résultat sans dérivation, en constatant que 1’on a :
YOE@®) =Yt-1)+Yt-2)+ ...+ Yt —n)+ ...

donc que :

[YOE®I=[Y-DI+[YE=-2)]+..+[ Yt —n)]+...=[Y()]* ZB(I—n),

n=1

1
et donc, la transformée de Laplace de [Y(¢)] étant —, que :
p

1
F(p) =;Zexp(—np>.

n=1

On voit ici la maniabilité de la transformation de Laplace étendue aux distributions.
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Exercice 9.12

Soit f(#) la fonction nulle pour # < 0 ou ¢ > 7, et égale a sinf pour 0 < ¢t < 7.

1) Vérifier que f(¢) = Y(¢)sint + Y(¢t — m)sin(t — 7). En déduire la transformée de
Laplace de [f].

2) Exprimer [Y(?)|sin?]] sous forme d’un produit de convolution [f] * T, ot T est
une distribution causale que 1’on déterminera. En déduire la transformée de
Laplace de [Y(#)|sin#|].

1) Comme sin(f — ) = —sint,on a :
Y(t)sint + Y(t — m)sin(t — m) = sint - (Y(¢) — Y(t — n)).

La fonction Y(¢) — Y(t — ) est nulle pour t < Oou > metégalea l pour 0 <7r<m. Ona
donc bien 1’égalité cherchée.

. 1
La transformée de Laplace de [Y(¢)sin/] étant —; T ona:
p-+

L([Y(t—m)sin(t —m)])(p) = w’
p-+1
1 exp(—7 p) _ 1+exp(-7 p)
L([f])(P)—p2+1+ e A,

2) La fonction Y(#)|sin¢| coincide avec f(¢) sur [0, 7], et, comme [sin?| est périodique de pério-
de m, vaut f(t—nm) sur [x, 27, f(t — 27) sur [27x, 37], ...
f(t—nn) sur [nx, (n+1)x], etc. On a donc :

Y(O)sinl =fO)+ft-m)+ft-2m)+...+f(t—nnm)+ ...,
[YO)lsint]] = [fO] + [ft -]+ [ft-20)] + ... + [f(t —nn)] + ...
=[fO)+ [f(D] = 0(t — @) + [f()] * Ot —27) + ... + [f(®)] = &(t — nm) + ...
=[]+ Y d(t-nm).
n=0
On a donc : [Y(?)|sinf|] = [f(®)] = T(?), avec T(t)= ZS(t—nﬂ:).
n=0

La transformée de Laplace de T est :

L(TY(p)= Y exp(-nz p)= Y exp(-7 p)" =

~ =~ l—exp(-mp)’
Par conséquent :
L(Y@lsint|(p) = LALF (O] T(0))(p) = LILFOD(p)- L(T)(p)
WEP
:1+exp(—n'p). 1 _ 1 .1+exp(_ﬁp)_00t )

p2+1 1—exp(—7rp)_p2+1 l—exp(—ﬂp)_ P2+1 .
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(Il est conseillé de chercher 1’exercice 9.33 pour comparer les techniques. Voir aussi 1’exer-
cice 6.10.)

Exercice 9.13

Déterminer les fonctions dérivables sur R qui vérifient pour ¢ = 0 1’équation inté-
gro-différentielle :

t%(f) +f(1)=2 j; F(u)sin(t — w)du.

Soit 7(¢) la distribution réguliere associée a la fonction sommable sur tout segment Y(?) f(7),
et soit o0 = f(0) le saut de Y(#)f(f)en 0. On a :

ar |ty n &
- [Y(t) P (t)} +oad(t),

4f n297 _
[Y(t) P (t)i|— P ad(1).

D’autre part, on a [Y(I)J.Zf(u) sin(f —u) du} = [Y(t)f(t)] #[Y(r)sint]. En multipliant les deux
0

membres de 1’équation proposée par Y(#) et en prenant les distributions régulieres associées,
il vient donc :

tc(li—];—atﬁ(t)-k T =2T *[Y(r)sint],

ou encore, comme #(¢) = 0, tc(li—fﬁL T =2T*[Y(t)sint].

Prenons les transformées de Laplace des deux membres, en appelant F celle de 7. Il vient :

d 1
-—(pF(p)+F(p)=2F(p)——,

dp p-+1

ce qui donne :
dF 2
—p—(p)= F
p i (p) P (p)

dr 2dp dp  2pdp

Fo p(p”+1) p p o+l
qui s’intégre en :

ln‘%‘ =-21In|p|+In(p* +1),
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2
Fpy=k P! =K(1+i2j,
) P

dont I’originale est 7(¢) = K(8(¢) + [tY()]). Pour que T(¢) soit une distribution réguliére, il
faut que K = 0 (car &(¢) est une distribution singuliere), et donc que Y(¢)f(¢) soit nulle
presque partout. Il s’ensuit, par continuité de f, que f doit &tre nulle sur [0,+e<[. Les solutions
au probléeme proposé sont donc les fonctions dérivables sur R nulles pour 7 = 0.

Exercice 9.14

Déterminer les couples (X,Z) de distributions causales qui sont solutions du
systeme d’équations de convolution :

X*X—-Z=Z=[Y()t cost],
2 X = Z = [Y(0)t sint].

Soient F et G les transformées de Laplace respectives de X et Z.

Sachant que les transformées de Laplace de Y(7) cost et Y(¢) sinf sont respectivement P
p - +1

1 .
et —1, on en déduit celles de Y(7)t cost = tY(t) cost

P+

et de Y(9)t sint = tY(¢) sint, qui sont respectivement :
_df p \_ pi-l
dp p2+1 (p2+1)2’

At )2
dp\ p*+1) (p*+1)?*°

2
-1
F(p)* =G(p)* = 15—
On obtient donc le systéme : (p 2-; >
2F(p)G(p) =—F—=
(p* +1)*

Posons U(p) = F(p) + iG(p). On a U(p)®? = F(p)? — G(p)? + 2iF(p)G(p),

2 . W2 . \2
p - —1+2pi (p+i)” (| p+i
(P*+* P +D? \pP+l

donc : U(p) =

(1 . +i .1
On en déduit que : U(p)=F(p)+iG(p)== pz =4 2p +i— R
p-+1 p-+1  p +1

d’ou, en reprenant les originales et en identifiant parties réelles et parties imaginaires, les
deux solutions possibles suivantes :
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X(t) = [Y(¢) cost], Z(t) = [Y(¢) sint]
et: X(t) = - [Y(¢) cost], Z(t) = — [Y(¢) sint].

Exercice 9.15

L’amplitude x(f) d’un oscillateur linéaire amorti vérifie 1’équation différentielle :
X"(1)+2Ax"(t) + 03 x(1) = 0, (H)

ol A et w, sont des coefficients réels strictement positifs. On pose :
a)z\‘/“‘a)é —ﬂ.

1) On suppose que x(¢) vérifie les conditions initiales x(0) = 0 et x'(0) = V) » et soit
¥(f) = [Y(1)x(#)] la distribution réguliere associée a la fonction Y(#)x(f). Ecrire
I’équation différentielle (H") vérifiée par y(¢) et déterminer sa solution au moyen
de la transformation de Laplace (on distinguera les cas 4 < @), 4 = @, et
A> @)
2) On se place désormais dans le cas oli 4 < @y et I’on entretient le mouvement de
I’oscillateur en Iui appliquant tous les deux passages a la position d’équilibre

. . . » 2r .
une impulsion d’intensit€ fixe a = vjy(1 - e ), avec T===. On démontre que
()

I’équation différentielle régissant I’amplitude est alors :

[x()]” +2ALx(0)] + o5 [x(D]=a ), a(t - 2”_”) (E)
()

neZ

ol [x(f)] est la distribution réguliere associée a x(f), que nous supposerons tem-
pérée.

a) Déterminer la transformée de Fourier x(v) de [x(?)].

b) En déduire le développement de x(¢) en série de Fourier réelle.

3) Soient f et g les fonctions périodiques de période Tz%r telles que pour
te [0,T[ onait f(¢) =%e"“sina)t et g(f) = voe"h cosw .
a) Calculer les dérivées [f]” et [g]” des distributions régulieres [f] et [g]. En

déduire que [f] est solution de I’équation (E).

b) En déduire une expression de I’amplitude x trouvée a la question 2.b en fonc-

tion de f.
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1) Multiplions les deux membres de (H) par Y(¢) et prenons les distributions régulieres asso-
ciées. Il vient [Y(1)x(1)] + 2A[Y(H)x'(1)] + wg[Y(t)x(t)] =

On a y'(r) = [Y()x()] = [Y(©)X'(¢)], puisque Y(£)x(¢) est continue. Puisque le saut de Y(1)x'(¢)
en 0 est Vv, et que Y()x'(r) est continue ailleurs, on a également

V() = [YOX' ()] = [Y()x" ()] + v,0(t), soit
[Y()x" ()] = y”(1) — v,0(t), d’otr I’équation différentielle vérifiée par y(7) :
Y/ () + 20 (1) + 0 y(1) = vd(@). (H')

Soit X(p) la transformée de Laplace de y(r). Celles de y’(¢) et y”'(¢) sont alors respectivement
pX(p) et p2X(p). L’ équation (H’) donne alors :

(P? +22p + ) X(p) = v, , (H")
Vo _ Vo
pr20p+w}  (p+A) +(@f -2F)

soit : X(p)=

\%

Sid<a,,w-22>0, doncX(p)=—OL
0 > o (») (p+/l)2+a)2

et x(1)= e Msinwt.

Vo
Sid=a,,wi-A=0, doncX(p)= x(1) = vyte™.
0 0 (p)= (p +ﬂ.) () 0
Sil>am,,w —A <0, doncX —— Y & =X _Msha)t.
0 0 (P) (p+ﬂ,)2—a)2 ( )
(Les formules ci-dessus donnant les valeurs de x(¢) pour t = 0.)
y y
OV\/% o~ ,
A<ay, A= aw,

2) a) L’équation (E) donne :

(—4nv? +4i7t/'Lv+w§)fc(v)——28( )

neZ

soit, comme —472v* +4im Av + a)é ne s’annule pas sur R :
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1 nw
(V)_ 2.2 . 70V~
27r —4n°v: +4in Av+ oy 2

am 1 nw
=5 2 2 . 70|V~
2 A~ —n"” +2iAnw + m, 2m
neZ

2 (05 —n*0*)-2ilnw B(V—@j
~ (05 —n’0) +42°n 0’ 21 )’

b) On en déduit la série de Fourier complexe de x(?) :

2 2 .2 .
x(t)——z (wo na))—ZzAnw

expinwt,
(0F —n*w*)? + 417 n* w?

neZ

et, en regroupant les termes d’indices opposés, la série de Fourier réelle de x(¢) :

1 2 wé o’ cosnwt+ 20 sinnmt
n n .
200 A (0} -n’w?) + 422070’ (0f -n*0*)* +4)'n 0’

(t)—

n=l1

3) a) Comme f(¢) est continue, on a [f]" = [f"] = [¢ — Af]. Donc :
Lf1" =[] - ALf].

D’autre part, [g(t)]’ =[g’()]+ ZAg(nT)S(t —nT), oules Ag(nT) sont les sauts de g en ses

neZ
points de discontinuité n7. Par périodicité, ces sauts sont tous égaux, et ’on a :

Ag(nT) = Ag(0) = g(0*) — g(07) = g(0%) — g(T") = vy — vy e
=v, (1 —eM)=aq.
D’autre part g'(f) = — w?f(f) — Ag(#). Par conséquent :

[2(t)] = —@>[f()]—- Alg(t)]+ az (¢ —nT).

neZ

On a donc :

LfO) =g = ALf (D)

0’ [f(O]- Mg +ay, 6(z—nT>]—?L([g(r)]—Mf(r)])

neZ

= (X =" f(D]-2Mg)]+ay 8t —nT).

neZ

On en déduit :
LFOF +2ALF W) + 0F 0] = (B = 0") =28 + 0] f O]+ (-2A+24)[g0)] +a Y 8t ~nT)
neZ
= az 8(t-nT),

nel

puisque wg - A2 - ®2=0. La distribution [ f] est donc solution de (E).
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b)Ona:

[x()]” +2ALx(1)] + w5 [x(1)] = “25[’ - 2Z>n)

neZ

’” , 2
LA +2AL£(1)] +wg[f(t)]=a25(t_ Z)n)

neZ
En retranchant membre a membre ces deux égalités, et en posant
U@) = [x(D] = [f(®)], il vient :
U” (1) + 20U (1) + ogU(1) = 0,
dont la solution générale est U(r) = A[e™ cosw1] + Ble™ sinw1].

Comme [x] est tempérée (par hypothese) et [f] est tempérée, il doit en &tre de méme pour U,
ce qui implique que A = B = 0 (étudier le comportement de la fonction Ae™M cosmt + Be ™M
sinw? lorsque t — —o0). Donc U =0etx =1.

Le graphe de y = x(#) est représenté ci-dessous :

On pourra remarquer que sur I'intervalle [0,7], x(¢) coincide avec la solution de I’équation
(H) étudiée dans la premicre question.

Exercice 9.16

1) Soit & € R, a > —1. Déterminer la transformée de Laplace de la distribution
réguliere [Y(£)t%] associée a la fonction sommable Y(¢)t% On rappelle qu’il exis-

+o0
te une fonction I définie pour x > 0 par I'(x)= J.o exp(—t)txfldt, et qui véri-

fie 'identité I'{x + 1) = xI{x), ce qui permet de la prolonger aux intervalles
]-n—n+1[, avec n € N*, en posant :

I'(x+n)
x(x+1)...(x+n-1)

Vxel-n-—n+1], I'(x)=
2) Pour @ € - n - 1,-n[, n € N*, on définit la distribution Pf[Y(#)t*] par 1’égali-
té :

;l;, [Y(t)t‘””] =(a+n)o+n-1)...(a+ 1)Pf[Y(t)t°‘].

Calculer la transformée de Laplace de Pf[Y(2):*].
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_ 1 al
3) Pour tout @ € R\{- 1,- 2,— 3,...}, on pose Ta(t)—mPf[Y(t)t ] si

(

a>—1, et Ta(t)=r;+l)Pf[Y(t)t“] sia<— 1.

(x

Calculer T, * TB lorsque o et 3 sont deux éléments distincts de
R\{-1,-2,-3,...} telsque a+ B¢ {-2,-3,-4,...}.

Calculer T 55 * T 5/ .

1) La transformée de Laplace de [Y(£)r*] est la fonction, définie pour tout p réel strictement
positif :

+oo
F,(p) =J 1% exp (= pr)dt.
0
Faisons le changement de variable u = pz. Il vient :
I'loe+1)

o
teoly du 1 oo
F,(p)= Jo (;j exp(—u)? = e J.o u® exp(—u)du = P

o 1 d" o+n . L .
2) Ona Pf[Y(t)t ] = @@ D. et [Y(t)t ] Donc si F(p) désigne la

transformée de Laplace de Pf[Y(£)t*], on a :
1
E,(p)= "L Y
D)= marn-. @+ ([ror)
B 1 2 Fa+n+1) T'(o+1)
(@+n)(a+n—1)...(+1) printl poH!

3) La transformée de Laplace de 7, est donc %. Il s’ensuit que celle de 7, * Tg est

1 1 .
T X R = aape dont I’originale n’est autre que TOLJFBJrl .

p p

1 1/2

La transformée de Laplace de T3/, étant W = W =p

,cellede T4 * T 5,

est donc p!/2- p1/2 = p, et par conséquent T 3% T 5,=0.
Remarquons que si S est une distribution causale quelconque, on a :
— _ S _
T s (T S)=(T 3p*T 3,)%S=08%5=5"
Par conséquent, la convolution avec T 3, est une opération qui, répét€e deux fois de suite,
donne une dérivation. On peut donc légitimement dire que convoluer avec 1”5, c’est « déri-

ver une demi-fois », ou encore que I’opérateur de convolution avec 7T_5, est une racine car-
rée de 1’opérateur de dérivation des distributions causales.
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Exercice 9.17

1) Déterminer la transformée en z du signal numérique causal f(n) défini par :

f(n) =l' pour tout n € N,
n!

2) En déduire la transformée en z des signaux numériques causaux g(n) et h(n)
définis par :

g(2k)=

20! et g(2k +1) = 0 pour tout k € N,

hQ2k+1)= ; et h(2k) = 0 pour tout k € N.
2k+1)!

+oo
1 1
1) La transformée en z de f(n) est F(z)= Zﬁ =exp (—) En effet, on a :
n'z Z
n=0

+o Y P I
[2%] _,,2 n! _z(n 1)v_ > %

!
n=0 p=0 p: n=0
to n
La fonction y(x)= 2— est donc égale a sa dérivée, par conséquent y(x) = C exp(x), et
n=0

comme y(0)=1,ona C=1.
2) Soit G(z) la transformée en z de g(n). On a :

I 1+(= 1) N L N D | P+ F(=2)
o Z(Zk)' 2 20' [Z()‘n!z"+n_on!z"]_ 2

1

1
) exp(fj+exp(—fj
On en déduit : G(z)= L (Z)+2F Co__ Az . 2 =ch(l).
Z

De méme la transformée en z de h(n) est :

1 1
_ _ eXp (\) — CXp (_ j
H(z=F@- D Az z =sh(l)-

2 B 2 z

Exercice 9.18

Déterminer la transformée en z des signaux numériques causaux suivants :
1) f(n) = an® +bn + ¢ pour tout n € N (a, b, c réels donnés).

2) g(n) = shnB pour tout n € N (8 réel donné).

On précisera dans chaque cas la couronne de convergence.
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1) La transformée en z de f(n) est :

+oo +oo +oo +oo
F(z)= Z(an2 +bn+c)z " = aan 77"+ ban_” +c2 ",
n=0 n=0 n=0 n=0
N Z
La somme S(z)= Zz_” est convergente pour |z| > 1 et égale a 71 On en déduit :
7—
n=0
< Z
S(z)= Y nz "=-z8(z)=——— pour 7] > 1,
1 ,,26 (z—1)
S 2(z+1)
S,(z) = anz_" =-25/(z)= P pour |z] > 1,
n=0

2cz> +(a+b-20)z+(a—b+0))

donc F(z)=aS,(z)+bS,(2)+cS(z)= (z—1)°

La couronne de convergence est définie par |z] > 1.

1 _ 1 4. _
2) On a shnf= E(e"e —e "= E((e 9y~ _(e%)™). La transformée en z de g(n) est donc :

oo oo oo o
G(z)= ZShnO "= %[z(eez) 4+ Z(eez) "J = W’
n=0

e 97-1 %21

-0 2]
it G(Z):%[ ez %z J 2z5h@ 2sh6

T 2P —2zchO+1) 22 —2zchO+1

La couronne de convergence est définie par le%] > 1 et |e 9% > 1, c’est-a-dire |z] > e P et |]

> e soit en définitive |z] > el®.

Exercice 9.19

Pour tout nombre réel a > 0, soit f, (n) le signal numérique causal défini par f, (n)
=a" pour tout n € N.

1) Soit b un nombre réel strictement positif. Déterminer le produit de convolution
f, * f, (on distinguera les cas b # a et b = a).

2) Retrouver ces résultats en utilisant la transformation en z.

1) Ona (f,*f,)(n)= Zfa k) f,(n—k)= Zakbn_k. Cette somme est égale 2 :
k=0 k=0

an+1 _ bn+l

a—-b

sib=taeta (n+Da"|sib=a.
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2) La transformée en z de f,(n) étant F,(z) = L, définie pour |z| > a, celle def, * [y est
z—a
? 2
—————— sib#aet
(z—a)z—Db) (z—a)

Dans le premier cas, on décompose la fraction rationnelle en éléments simples :

F(2)F(2), soit

5 si b = a, définie pour [z] > max(a, b).

z _yy latbyz—ab _ a’ . b2 _
(z—a)(z-b) (z—a)(z=b) (a=b)(z—a) (b—a)(z-b)

La fonction constante 1 est la transformée en z du signal s(n) tel que s(0) = 1 et s(n) = 0 pour

z—(z—a z
= ( )= —1, donc
z—a z—a z—a z—a

n # 0. D’autre part est la transformée en z de

2

b estla transformée en zde f;, —s. 1l s’ensuit que S
z—b (z—a)(z—Db)
transformée en z du signal :

f,—s. De méme est la

_a_ b a b _af,(m)=bfy(n) _a""' —p""!
(1 a—-b b—a)s(n)+a—bfa(n)+b—afb(n)_ a—b T a-b

2 2az—a2

_ _ Z
o eap YGoa? i-a

transformée en z de s(n) + ana™! + (a" — s(n)), soit (n+1)a".

Dans le deuxieéme cas, on écrit qui est la

Exercice 9.20

1) Déterminer les signaux numériques f, (n) et g () dont les transformées en z sont

. . 1 1
respectivement les fonctions et
z—a  (z—a)

5 (ae C*):

a) sur la couronne |z| > |a].
b) sur la couronne |z| < |al.

2) En déduire le signal numérique i(n) dont la transformée en z est la fonction

z+11
Hz7)=————:
@ 22 -3z42

a) sur la couronne |z| > 2.
b) sur la couronne 1 < |z] < 2.

¢) sur la couronne |z] < 1.
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1 1 a a -
1) a)Pour|zg|>|al,ona: —=———=—)» —= = Za"‘lz_", donc :
b4

fumy=a"" | pourn=1let| f,(n)=0 |pourn<0O0.

Ona:

o] S e S S

n—-1_-n-1 n-2_-n n-2_-n
—= —(—) =— —na" z =Y n-Da" “z"=) (n-Da" "z ",donc :
(Z N a) z-a n=1 n=2

n=1

g,(n)=(n- Da"> pourn = let|g,(n)=0]|pourn < 0.

b) Pour |z] < |al, on a :

+oo +oo 0
1 11 2 4 2 4 e
_ z n n+l ’
c-a a(] — 7) a n=0 a n=0 a n=—co
a

donc :

fu(my==a""| pourn < Oet| f,(n)=0| pour n = 1.

De méme qu’a la question précédente, on trouve :

ga(n)=—(n—1)a"_2 pourn<0et|g,(n)=0|pourn = 1.

2) Le dénominateur z3 — 3z + 2 se factorise en (z — 1)%(z + 2). On peut décomposer la frac-
tion rationnelle H(z) en éléments simples :

+11 4 1 1
H(z)=— L S S
(z-D(z+2) (z-D° z-1 z+2

Sur chacune des couronnes considérées, on aura donc h(n) = 4g,(n) — f1(n) + f ,(n), c’est-a-
dire :

a) Sur la couronne |z| > 2 :

h(n)=4(n—-1)—1+2"1=4p -5 4271 pour n = 1
et h(n) =0 pour n < 0.
b) Sur la couronne 1 <|z] <2 :

hn)=4n-1)-1+0=4n-5 pour n =1
et h(n)=0+0-2n"1=_on1 pour 1 < 0.

¢) Sur la couronne |z] < 1 :
hn)=—4m—-1)+1-2""1=—4p+5-2"1  pourn <0
et h(n) =0 pour n =1
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Exercices d'entrainement

9.21 Soit fune fonction continue, de carré sommable sur R. On rappelle que sa trans-
formée de Hilbert H(f) est donnée par :

1.+
H(f)w=—VP| %du.

1) Ecrire [H(f)] comme le produit de convolution de [ f] par une distribution que
I’on précisera. En déduire la transformée de Fourier de H(f) en fonction de celle
de f.

2) Calculer H(H(f).

sinnt

9.22 1) Soit f,(t)= . Déterminer f,(v).

2) Calculer lim fn(v) et en déduire lim [f, (#)].
n—>+oo n—>+oo

- . . sint . ) .
9.23 En utilisant I'identité 1>Pf —— =sinf, calculer la transformée de Fourier de
t

sint
Pft_2 .

9.24 Soit f(r) = Y(H)exp(— at), a > 0.
1) Calculer [f] et en déduire f .

2) En déduire les transformées de Fourier de exp(— alt|),

sgnt - exp(— alt]), 21 et 2t (cf. exercice 5.2).
" +1 7 +1

9.25 1) Calculer les transformées de Fourier des distributions régulieres associées aux
fonctions #+ 1, 71— 1,2 — 1, (> = 1)" (n € N*).

1 d"
2"n! dt"

2) Pour tout n € N*, on pose P,(t)= ((t2 —D™). Déterminer la trans-

formée de Fourier de [P, ].

1
9.26 Soit D.(?) la distribution égale a 7 (S(I + %) - S(t — %))

1) Calculer la transformée de Fourier de D, (1), puis celle de :

D;" =D, *D,...x D, (n facteurs).

2) En déduire la limite de D;" lorsque T tend vers 0.

9.27 Soit E(¢) la partie entiere de 7, c’est-a-dire le plus grand nombre entier relatif
inférieur ou égal a .
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9.28

9.29

9.30

9.31

9.32

9.33

1) Vérifier que [E(t +%H est une distribution impaire.

2) Calculer la dérivée, la transformée de Fourier de la dérivée et la transformée
de Fourier de T(¢) = [E[t + %ﬂ

3) En déduire la transformée de Fourier de [E].

On considere la fonction f(¢) = Y(¢) exp(— at), a > 0.
1) Calculer sa transformée de Fourier f v).
2) Pour tout r € R, on pose g(t) = Zf(t—n).
neZ
Calculer g(7) pour 0 < 7 < 1 et vérifier que g est périodique de période 1.
3) Déterminer g et en déduire la série de Fourier complexe S o de g.
On considere la fonction f périodique de période 7, définie sur [0,7'] par 1’égali-
té f(t) =at(T-1) (a>0).
1) Calculer [f]”. En déduire les transformées de Fourier de [f]” et de [f].

2) Déterminer les séries de Fourier complexe, puis réelle, de f (comparer avec
I’exercice 3.7).

Soit g(r) = |sinm#|. Calculer [g]”. En déduire la transformée de Fourier de [g] et
la série de Fourier réelle de g.

Pour tout k € N*, soit f,(¢) la fonction périodique de période 27 telle que pour
t
[l < wonait f,(t)=cos—.
Ji (0 %

1) Calculer [ fk]". En déduire la transformée de Fourier fk de [f;] et la série de

Fourier complexe de f; .

2) Calculer lim [£,(1)] et lim f,(v).
k—>+oo k—>+oo

Déterminer la distribution causale T telle que I’on ait :
T -2T" +T'-2T=2¢".
On constatera que 7 est la distribution réguliere associée a une fonction y(#) véri-

fiant, pour ¢ > 0, une équation différentielle linéaire a coefficients constants que
I’on déterminera, et des conditions initiales que 1’on déterminera également.

Soit T la distribution réguliere associée a la fonction Y(#)[sinf|.
1) Calculer 7”7 + T.

2) En déduire la transformée de Laplace de 7.

(On pourra comparer avec I’exercice 9.12.)
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9.34 Soit f(n) un signal numérique, F(z) sa transformée en z. Déterminer les transfor-
mées en z des signaux numériques suivants :

1) g(2k) = f(2k) et g(2k +1) = 0 pour tout k € Z.

2) h(2k +1) = f(2k +1) et h(2k) = 0 pour tout k € Z.

3) r(2k) = (- 1)kf(2k) et r(2k + 1) = 0 pour tout k € Z.
4) s(2k +1) = (= D¥f(2k +1) et s(2k) = 0 pour tout k € Z.

9.35 Déterminer les signaux numériques f(n) dont les transformées en z sont les frac-
tions rationnelles suivantes :

1) + a) sur la couronne |z] > 1,
2(z"+1)
b) sur la couronne 0 < |z] < 1.
2) 2; a) sur la couronne |z| > 2,
77 =2z+4
b) sur la couronne |z] < 2.
3) % a) sur la couronne |z| > 2,
7" +5z77+4

b) sur la couronne 1 < |z] < 2,
¢) sur la couronne |z < 1.

Réponses
921 1) [H(NI= - Pf 111, FHUY =~ i sgnv - F(PV.
2) HH(f) =~ f.
9.22 1) j;(v):npl(%j. 2) lim fv=m et Tim [£,(0]=758(0).
9.23 Soit T(t):Pf%. Alors T(v) est la distribution réguliére associée a la fonction qui

vaut — i1t sgn(v) pour [V| = 2L et — Ziﬂ’zvpour M= —
T

9.24 1) [f(1)]' = 8(1) — alf (D], F(V)= -

+2inv’

2a —4imv ) . 5
2+ A 214 wexp(=2aV]), - imsgnvexp(-2mW).

2)

9.25 1) 8(v)—$8’(v), —8(v)—ﬁ8’(v), —6(v)—4—71r28”(v),

3 (v
-1y ZC" L
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2) 2 (2k)t" 5341 ().

2%
27Tk (n = k) 2k —n)!

9.26 1) F(D,)(v)=2i s‘“’T”V 2igy LY

2) 3M(r).

neZ

, F(D':")(v):(Ziﬂv)"(Sin” WJ .
TV TV

1 _1 n
927 1) LLJ (r ) 2( 1" 8(v —n), —ES’(v)szZ;%S(V—n).

sy L oS
2) —ES(V) 26(v)+r§£*2mn6(v n).

exp(—at)

928 1) f(v)= . 2) g()=—2" qur [0, 11
a+2inv 1—exp(—a)
5
3) )= 2 8-, S,0)= 2%

9.29 1) [f()] = Za[—l + TZS(t - nT)], FULFT)(v) = ZaZS(v - %)

neZ neZ"
Ff D) = “—TZS(v)—“—TZZLS(v—ﬁj
6 2n° S’ T)
t
exp(2inn—j cos(27rn—)
1 1 1 1 T
2 =al’|——-—5 Y ———%|=al’| - —-—
" _ o2 a _ 3 1 _
9.30 [g()]"=-7"[gO]+2m LLI(r), 8&V)= p % Z a2 d(v—n)
2 4 cos2mnt
=T - 4’ -1’
931 1) [£,(N]" = —4—kz[ fO1+— 51n—é8(t—(2n+ D7),
2k T ( D" T (-D"
fk(v) = ?sm 2k EyyER 8( ) i) =— 2_k . LR expint

2) lim [£(O]=[1] et kgrgwﬂw) =3(v).

932 y"-2y"+y -2y=0, y0)=0, y(0)=2, y’(0)=4.

T= [% Y(#)(2exp(2t) —2cost +sin t)].
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+oo coth”—p
933 1) T +T=8(t)+2;6(t—n7r). ) —
9.34 1) G(z)= TR*TFED +2F 2), 2) H(z=ER-FC) _2F 2
3) R(Z):M_ 4) S(Z)=w.
2 2i
9.35 1) a) f(2k + 1) = (- D**! pour tout k = 1, f(n) = 0 si n est pair ou n < 3.

b) f2k+ 1) = (- Dk pour tout k < 0, f(n) =0 sin est pair oun > 1.

(n-Dr
3

2)a) f(n)=2""sin pourn =1, f(n) =0 pour n < 0.

b) f(n)=—2"sin 27

pour n <0, f(n)=0pourn = 1.

|

3)a) f2k)=(=D —

pour k = 1, f(n) =0 sinestimpairoun < 1.
l(—l)k_l pour k=1
b) f(2k)= , f(n) =0 si n est impair.

%(—1)"‘1 41 pour k=<0

k-1
c) f(2k)= (—l)k% pour k < 0, f(n) =0 sin estimpair oun = 2.
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Chapitre 10

Filtrage

RAPPELS

l. Filtrage analogique

* Un filtre linéaire (permanent continu) est une fonctionnelle ® qui a un signal

d'entrée e appartenant a un certain ensemble Ag de distributions, associe un

signal de sortie, ou réponse, s = ®(e) (qui est également une distribution), telle

que @ vérifie les propriétés suivantes :

— linéarité : Vey,ep € Agp, VA1, € R, & (N\je; + Mer) = A D(er) + AP (er).

— permanence : pour tout ¢ € Ag, si P(e) = s, alors D(e(t — 19)) = s(t — 1tp)
pour tout 1y € R.

— continuité : si (e, ),en est une suite d'éléments de Ag convergeant vers e € Ao,
alors :

Iim ®(e,) = d>( lirf e,,) = d(e).

n—+00

* Pour un filtre linéaire ®, sa réponse impulsionnelle est par définition D = ®(9).

Pour tout ¢ € Ag, on a alors ®(e) = D * e.

e La fonction de transfert d'un filtre linéaire ® est la transformée de Laplace

G = L(D) de sa réponse impulsionnelle D.
Les transformées de Laplace £ = L(e) et S = L(s) d'un signal d'entrée e € Ag
et de la réponse s correpondante sont alors liées par la relation S = GE.

* Un filtre linéaire ® est dit causal si et seulement si pour tout signal d'entrée e nul

pour ¢ < fg, la réponse s = P (e) est également nulle pour 1 < 1.
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Pour qu'un filtre linéaire soit causal, il faut et il suffit que sa réponse impulsion-
nelle D soit causale, c'est a dire nulle pour ¢ < 0.

. Filtrage numérique

Un filtre numérique linéaire (permanent continu) est une fonctionnelle ® qui a
un signal d'entrée numérique e appartenant a un certain ensemble A, associe un
signal de sortie numérique, ou réponse, s = ®(e), telle que o vérifie les pro-
priétés de linéarité, permanence et continuité, qui sont définies de la méme fagon
que pour les filtres analogiques.
Pour un filtre numérique linéaire ®, sa réponse impulsionnelle est par définition
D = ®(E)), ou Ej est le signal numérique défini par Eg(0) =1 et Eg(n) =0
pour n = 0. Pour tout e € Ag, on a alors ®(e) = D x e, ou D * e est défini par
(D *xe)(n) = Ze(k)D(n — k) pour tout n € 7Z.
keZ
La fonction de transfert d'un filtre numérique linéaire @ est la transformée en z,
G = 7.(D) de sa réponse impulsionnelle D. Les transformées en z £ = 7.(e) et
S = 7,(s) d'un signal d'entrée e € Ag et de la réponse s correpondante sont alors
liées par la relation S = GE.
Un filtre numérique linéaire ® est dit causal si et seulement si pour tout signal
d'entrée e nul pour n < ng, laréponse s = P (e) est également nulle pour n < ny.
Pour qu'un filtre linéaire soit causal, il faut et il suffit que sa réponse impulsion-
nelle D soit causale, c¢’est-a-dire nulle pour n < 0.
Un filtre numérique linéaire @ est dit stable si et seulement si a tout signal d'en-
trée borné correspond une réponse bornée. Cette condition est équivalente a cha-
cune des deux suivantes :
(i) la réponse impulsionnelle D de @ est sommable : Z |[D(n)| < +o0.
nez
(i1) la couronne de convergence de la fonction de transfert de & contient le cer-
cle |z] = 1.

Exercice 10.1

On considere le circuit électrique correspondant au schéma ci-dessous :

”4—|R: \ ¢

A
.
.
.
.
.
.
.
.
.

e(f) s(2)

a v ' C
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On crée entre les bornes a et b une différence de potentiel dépendant du temps e().
Soit alors s(f) la différence de potentiel entre les bornes ¢ et d a I’instant 7. On sup-
pose e(t) et s(f) nulles pour 7 < 0.

. . ds .
1) Exprimer e(#) en fonction de s(z), d—(t), R et C. Montrer que I’on peut écrire
t
e =A * s, ou A est une distribution causale que 1’on déterminera.

2) Déterminer la « réponse impulsionnelle » D, c¢’est-a-dire la distribution s cor-
respondant a e = 8. Montrer que pour tout signal e, ona s =D * e.

Déterminer la « fonction de transfert » G du filtre, ¢’est-a-dire la transformée de
Laplace de D.
3) Déterminer la réponse s dans les cas suivants :
a) e(t) = Y(r)
b) e(r) = Y(¢) sinwt

¢) e(r) = Y(1) exp(- at) (a>0).

1) Soit i(7) I'intensité traversant le circuit a I'instant ¢. La différence de potentiel entre les
bornes d et b de la résistance R a I’instant ¢ est : e(f) — s(t) = Ri(¢).

1
Celle aux bornes du condensateur C est s(7) = Eq(t), ol ¢(1) est la charge du condensateur

a I’instant . On a donc :

E(t) _ e(t)—s(1) ’

o dg
l(t)_dt ® Cdt R

d
ce qui donne : e(t)—s(t) = RCd—j(t)

e(t)=s()+ RCE(I)
dr

que I’on peut encore écrire : e(r) = (8(f) + RC&' (1)) * s(f) = (A * s)(¢) en posant :
.

2) Pour e = §, la réponse D vérifie = A = D, ce qui montre, puisque d est 1’élément neu-
tre du produit de convolution, que D est « I’inverse de convolution » de A. Pour tout signal
eonae=A *s,donc :

Dxe=DxAxs)=(D+xA)xs=0%5=s.58
Pour calculer D, on constate que la transformée de Laplace de A est 1 + RCp, que 1’on peut

. Donc la fonction de transfert G, transfor-

(o 1 p+a
écrire, en posant o = R_C’ sous la forme

mée de Laplace de D, est G(p) = , dont I’originale est :

1+RCp p+a

D(t) =[aY(t)exp(—or)]
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3) Notons E et S les transformées de Laplace de e et s.
La relation s = D * e donne S(p) = G(p)E(p). Donc :

a) Si e(r) = Y(o), E(p)=l donc S(p)=L—l— ! , et par conséquent
p

pip+a) p pta
5(1) = Y(t) = Y(exp(= o) = Y(£)(1 — exp(= 0.1)).

[0
b) Si e(r) = Y(t)sinwt, E(p)=— = donc :
prtw

S(p)= ow . am 1 p-a
(p+oc)(p2+w2) o? +w? pto pz+co2
ow 1 a o p
S(p)=a2+w2( LA R B 2)
pta o p - +w p -+t

.. o o .
dont ’originale est s(t)=——— Y(t)(exp(—a t)+—sinwt—cosw t).
o +w (0]

¢) Si e(f) = Y(H)exp(— at), E(p) :; donc S(p)= L.
pta (p+a)p+o)
i at o S(p)=—" ( S j
oa—al\p+a p+o
et s(t) = —2— Y (t)(exp(—ar) — exp(-a1)).
o—a
Si a=a, S(p)=(p+La)2 et s() = 0. Y()1 exp( aL1).

Exercice 10.2

On considere le circuit électrique correspondant au schéma ci-dessous :
be— ] d

R m ?

; L

e(t) s(t)

a v yC

On crée entre les bornes a et b une différence de potentiel dépendant du
temps e(¢). Soit alors s(¢) la différence de potentiel entre les bornes ¢ et d
a l'instant 7. On suppose e(¢) et s(¢) nulles pour < 0. On note i(¢) l'in-
tensité du courant de b vers a a l'instant 7.




© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

10 e Filtrage 203

ds R de
1) Mont — (7 —s(t) = —(1).
) onrerquedt()—i-Ls() dt()

R
2) Soit T la distribution réguliere associée a la fonction ¢t — Y (¢)exp (— Zt> .

R
Calculer (5/ + Z(S) + T. En déduire la réponse indicielle du circuit, ¢’est-

a-dire la réponse s(r) correspondant au signal d'entrée e(t) = Y (¢).

3) Calculer la réponse impulsionnelle D du circuit, c¢’est-a-dire la réponse s
correspondant au signal d'entrée e = §. En déduire la fonction de transfert
G du circuit.

4) Déterminer la réponse s du circuit pour les signaux d'entrée suivants :
a) e(t) = Y(¢)sinwt.

R
b)e(®) =Y() (1 — exp (—zt>).

d d d di R
1)Onae—s=Riets = L—l, donc e« = R—l = —y, d'ou le résultat demandé.
dr dr dr dr L

R R R
2 O+ =90 )«T=0«T+—=6xT =T +—T.
) On a < + 7 ) * *T + 7 * + 7
OrT'(r) =|Y(@)e Rt ,— RY(t)e Rt +60(t) = RT(t)+5(t)
= AT TP UL -TL '
, R
On a donc <5 + zé) *T =90.
. ‘ o . ds R d .
Soit s la réponse indicielle du circuit. On a E(t) + Zs(t) = E[Y ()] =46(r), soit
R R
<5/ + Zd) x s = J. En convoluant les deux membres par 7, il vient 7 * (6/ + zé) ks =
1 -/ R -/ R
Txd=T. Dautre part, comme T x 6—{—26 = 6+Z<5 *T=¢, on a

R
T*(6/+Z(S)*s=6*s=s,doncs=T.

3) Soit D la réponse impulsionnelle. La réponse indicielle est alors donnée par
T(t) = D(t)*[Y(¢)]. En dérivant les deux membres, il vient T'(r) = D() * [Y ()] =
D(t) % 6(t) = D(t).

R
DoncD:T’:—zT—i—é.

En passant aux transformées de Laplace, il vient G(p) = —
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4) a) La transformée de Laplace de e(t) = Y (¢) sinwt est E(p) = % La transformée
prP+tw

de Laplace de la réponse correspondante est donc S(p)=G(p)E(p)=
pw

G

En décomposant cette fraction rationnelle en éléments simples, on obtient :

LRw 1 n LRw p n L% w
R2+L2w2 p+ R R2+L2w2 p2—|—w2 R2+L2w2 p2+w2'

S(p) =

L

En revenant aux originales, on obtient

Lw R .
s(t):R2 Y(@)| —Rexp —Zt + Rcoswt 4+ Lwsinwt |.

+ L2W?

R
b) La transformée de Laplace de e(t) =Y (¢) (1 — exp <—zt>> est E(p) =
1 1 R 1

- R=71 =
p - =
P+L p(p—l—L)

R R
s(t) = ZY(t)teXp (—Zt) .

R 1
. Donc S(p) =G(p)E(p) = T R On en déduit

)2
(p+L)

Exercice 10.3

On considere un filtre linéaire permanent continu @ tel que lorsque le signal d’en-
trée est e(?) = [Y(1)] la réponse de ® est :

s(t) = [Y(O(1 — exp(- at))],

ol a est une constante réelle strictement positive.

1) Calculer la dérivée de la distribution [Y(¢)(1 — exp(- at))]. En déduire la répon-
se impulsionnelle D de ®.

2) Déterminer la transformée de Fourier D de D, ainsi que la fonction de transfert
de Laplace du filtre @, c’est-a-dire la transformée de Laplace G de D.

3) Soient n un nombre entier relatif, ® un nombre réel strictement positif. Calculer
la transformée de Fourier de [exp(inm )] ainsi que le produit de cette transfor-
mée par ﬁ(v). En déduire que la réponse de @ au signal d’entrée [exp(inm1)]
est de la forme A(n,m)[exp(inm1)], ol Mn,m) est une constante dépendant de n
et de ® que I'on déterminera. Calculer la transformée de Laplace de [Y(r)

exp(inm1)] ainsi que le produit de cette transformée par G. En déduire la répon-
se de @ au signal d’entrée [Y(¢) exp(inw1)].
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. . . f ey 2 ;
4) Soit f une fonction continue périodique de période T ==~ et ch exp(in@1)
(0] neZ

sa série de Fourier complexe. On admettra que les réponses de @ aux signaux
d’entrée [f] et [Yf] sont des distributions régulieres, associées respectivement
aux fonctions continues g et g, . Calculer [g, — Yg] en fonction de g(0) et D.
(La réponse a [f] correspond au filtrage en régime permanent et
[g, — Yg] est laréponse transitoire du filtre lorsque le signal d’entrée n’est appli-

qué qu’a partir de ’instant ¢ = 0).

1) La fonction Y(#)(1 — exp(— at)) est continue sur R donc on a :
[Y()(1 — exp(= an)] = [(Y()(1 — exp(- a1)))] = [a¥(?) exp(- at)].
Comme on a [Y(5)(1 —exp(— ar))] = D(t) = [Y(1)], il vient :

[Y(O(1 — exp(-an)]’ = [Y(O)(1 - exp(- at))] & = (D = [Y]) = &
=D« ([Y]+%0)=D=[Y]'=D=06=D.

Par conséquent : D(t) =[aY(t)exp(—at)]|.

2) La fonction aY(r) exp(— atr) étant sommable, la transformée de Fourier de
[aY(?) exp(— at)] est la distribution réguliére associée a la transformée de Fourier au sens des
fonctions de aY(f)exp(— at). Cette derniere est :

oo +oo

_[ aY(t)exp(—an)exp(~2imvr)dr = aJ. exp(—(a+2inv))dr = —% .

—oo 0 a+2imyv
On a donc : ﬁ(v):{L.}. D’autre part, la transformée de Laplace de D(f) est

a+2imv
a

G(p)= -

pta

3) La transformée de Fourier de [exp(inw1)] est S(V—;—w) Ona:
V3

b(v)é}(v - @j = L.S(v - @) = a. S(V —m),
2r a+2inv 2r a+inw 2r

dont la transformée de Fourier inverse est la réponse D(f) * [exp(in®f)] au signal

[exp(inm1)]. Cette réponse est donc [exp(inw1t)], qui est bien de la forme attendue,

a+inw
a

avec A(n,w)= —.
a+inm
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De méme, la transformée de Laplace de [Y(f)exp(inm?)] étant , son produit par

p—in®

1 1 . c
G(p) est a - = c% —— . Laréponse de @ au signal d’entrée
(p+a)p—inw) a+inw\p—in®w p+a

[Y(r)exp(inw1)] est alors I’originale de cette fonction, soit :

[Y(#)exp(inwt)]— a [Y(¢)exp(—at)].
a+inw

a+inw

4) Ona [f(1)]= ZC,, [exp(inwt)], donc, le filtre étant linéaire :

neZ
ls®1= c,

neZ

[exp(inw1)],

) . a . ~
et, g(r) étant continue sur R, g(¢)= ZC,I exp(inwt). De méme, on a :
w

neZ

Y& f(t)]= ch[Y(t)exp(ina)t)], d’ou la réponse :

neZ

[, (D]= ZC( © () expline ) - ——[¥(1) CXP(—CU)])
neZ a+inw (0]
a
{Y(t)rgzl exp(zna)t):| (ZZ‘ &6 — mw}[m) exp(—at)]
D
~ Y (0] - g@ﬁ

11 vient donc : lg,. (- Y()g(t)]= g(o) 8 per

Exercice 10.4

Soit & la réponse impulsionnelle d’un systeme linéaire. Démontrer que la réponse
indicielle s = Y * h est dérivable au sens des distributions et que

[s]"= Y] [h] = [Y] * [A]" = [A].

Sous les hypotheses de I’exercice 4.8, comparer /4 avec les produits de convolution
au sens des fonctions Y’ * het Y = I,
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Puisque [s] = [Y # h] = [Y] = [h], on en déduit que [s]" = [Y]" * [h] = [Y] = [A]".

Or [Y] =& donc [s]’ = & = [A] = [A].

D’apres ’exercice 8.14, [Y] * [h]” est une primitive de [4]’, ¢’est-a-dire une distribution de
la forme [/] + ¢, ou ¢ est une constante. Comme [Y] et [/]” sont causales [Y] = [A’] aussi, il
faut donc que ¢ = 0 car [/] est causale.

On retrouve bien le résultat de I’exercice 4.8 car [s]" = [A], d’ou 5" = & sur ]0,e0[ puisque s
est continue sur ]0,eo[.

Au sens des fonctions Y’ = 0 presque partout et donc Y’ % h = 0 qui est différent de & sur
10,0

Au sens des fonctions /" est causale et définie sur R* et pour >0 :

Y*h')t)= J-(: R (t—u)du=[-h(t- u)]g =—h(0")+h(t).

Si h(0%) #£ 0, ce qui est le cas dans le cadre de I’exercice 4.8, il est clair que Y = h” est dif-
férent de A sur ]0,oo[. Il est donc nécessaire d’utiliser la dérivation au sens des distributions
pour justifier la relation s” = h.

Exercice 10.5

On considere un filtre numérique @ qui, a toute entrée numérique e, associe une
réponse numérique s = ®(e). Pour chacun des cas suivants, déterminer la réponse
impulsionnelle £ et 1a fonction de transfert en z de @, et préciser si le filtre est cau-
sal et s’il est stable.

1) s()="Y e(k). 2) s(my=Y 2" e(n+k).
k=—c0 k=0
3) s(n) =e(n)—e(n-1). 4) s(n)=e(n+1)—e(n).

5) s(n) = e(n) —2e(n—1) + e(n - 2).

p
6) s(m)=) (-D"Cpe(n—k) ot pe N”est donné.

k=0

1) Soit E le signal numérique tel que E£,(0) = 1 et Ey(n) =0 pour n # 0. La réponse impul-
sionnelle A est, par définition, la réponse a ce signal d’entrée. On a donc :

) = on(k)Z{O si n<0

P 1 sin=0
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+oo
La fonction de transfert en z de @ est alors : H(z)= Zh(n}z_" = ZZ_" = Ll’ définie
neZ n=0 -

pour |z] > 1. Comme la réponse impulsionnelle est causale, le filtre ® est causal. Comme
+oo

2|h(n)| = 21 est infini, le filtre ® n’est pas stable.
neZ n=0

2) La réponse impulsionnelle de @ est :

+o0 .
_ 2" =<0 .
h(n):ZZ kEO(n+k)= S? " . La fonction de transfert en z de ® est donc
o 0 sin>0

+oo P

- 2 . . .

H(z)= 22"Z "= Z(E) =———, définie pour |z| < 2. Comme la réponse impulsion-
n<0 p=0 2 2-z

nelle n’est pas causale, le filtre ® n’est pas causal. Comme |z] = 1 est dans la couronne de

convergence de H(z), le filtre ® est stable.

3) Ona h(n)=0sin<Ooun>1,eth(0)=1, h(l)=-1.
1 -1

La fonction de transfert en z de @ est donc H(z)zl——zz—, définie pour
b4 b4

z # 0. On voit immédiatement que @ est causal et stable. On peut remarquer, les fonctions
de transfert en z étant inverses I'une de 1’autre, que ce filtre est le filtre réciproque de celui
défini au 1), c’est-a-dire que I’entrée e donnant la réponse r pour 1’un est la réponse a 1’en-
trée r pour I’autre.

4) Ona h(n)=0sin<—1loun>0,eth(—1)=1,h0)=—1.

La fonction de transfert en z de @ est donc H(z) = z — 1, définie pour tout z. On voit immé-
diatement que @ n’est pas causal, mais est stable.

5) Ona h(n)=0sin<0oun>2,eth0)=h2)=1,h1)=-2.

, 2 1 -1y’ .

La fonction de transfert en z de ® estdonc H(z) =1-—+—= (Z—) , définie pour z # 0.
Z z Z

On voit immédiatement que @ est causal et stable. On peut remarquer que ce filtre correspond

a I’association en série de deux filtres identiques a celui défini au 3).

6) Ona h(n)=0sin<0oun>p,et h(n):(—l)"C; pour 0 < n < p.
La fonction de transfert en z de @ est donc
Z 1\ (z-1Y
H(z)= 2(—1)” C; 7 "= (1 ——j = (—j , définie pour z # 0. On voit immédiatement
Z b4
n=0

que @ est causal et stable. Ce filtre correspond a I’association en série de p filtres identiques
a celui défini au 3).
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Exercice d’entrainement

Réponses

10.6 1) G(p)=

2) G(p)=

avec @) =

3)

sionnelle D(7) et la fonction de transfert G(p).

1Y)

2)

3)

G(p)

b ||

£ | ] 2
: ¢ :
0 R {500
al e
b V1 7
E R R 5
€0 ——c e b0
al e
b | | 2 d
E C C E
e R R )
a e
R piy=s0)- mexp(—L).
1+ RCp RC RC
1 Y(1)
, Dit)=|——— —t)— —,1)) |,
R*C*p* +3RCp+1 © {2RC\/§ (exp(=y1) ~ exp(-0; ))}
3-J5 3445
2RC > 2RC
22 2
= BCP puy=BC sy - Loy +| 1L CXP(‘;) .
1+2RCp 2 4 8RC 2RC

10.6 Déterminer pour les filtres dont le schéma figure ci-dessous la réponse impul-
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Chapitre 11

Espace de probabilités

RAPPELS

Soit (€2, A, P) un espace de probabilités.

Ona:
PQQ)=1,PW) =0 (R11.1)

Pour les événements A et Bon a :

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) (R11.2)
P(A)=1-P(A) (R11.3)
Pour la suite d'événements Ay,...,A,, deux a deux disjoints, on a :
n n
P(U Ak> = U P(Ap) (R11.4)
k=1 k=1
Les événements Ay,...,A, sont, pour la probabilité P, mutuellement indépen-
dants si :
n n
P(ﬂAk> =[1Pan) = P(A).....P(A) (R11.5)
k=1 k=1

Probabilité conditionnelle. La probabilité conditionnelle de B sachant A est
définie par :
P(ANB)

P(BJIA) = W (P(A) #£0) (R11.6)
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* Propriétés des probabilités totales. SoitA,...,A, une partition de 2 telle que
Yk, P(A;) & 0. Alors, pour tout B € Aona:

P(B) = Z P(B|Ay)P(Ay) (R11.7)
k=1

e Théoréeme de Bayes. Soit Aj,...,A, une partition de 2 telle que Vk,
P(Ay) ## 0. Alors, pour tout B € Aona:

P(B|AW) P(Ar)

> P(BIA) P(Ay)
k=1

P(Ai|B) =

(R11.8)

Exercice 11.1

Un sac contient 2n boules numérotées de 1 a 2n. On en extrait au hasard n boules.
Quelle est la probabilité que la somme des points tirés soit supérieure ou égale a la
somme des points restants ?

Pourn=2?Pourn=3?Pourn=4"7?

Notons € I’ensemble des événements possibles. On a :
Q={0=(0,iy,, 1) 0 FiyF .. Fieti,iy,., i€ {12,..2n}}.
Alors, Q est constitué des sous-ensembles a n éléments d’un ensemble a 2n éléments.
Le tirage étant effectué au hasard, les événements possibles peuvent étre considérés comme
équiprobables. On a donc :

_(2n)!

card(Q)=Cl, = o VAe Q. Pa)=S2dA)

card(Q)

2n
Soient : §=somme totale des points = Zi = w =n(2n+1),

i=1
§, = somme des points tirés, S, = somme des points restants,
A={o:S5)(®) >S5}, B={o:S(0)<SH(0)},
et C={w: S (w)=Sy(w)}.
On cherche a calculer P(A U C).
Puisqu’on partage les 2n boules en 2 parties égales, la somme des points tirés et la somme des
points qui restent jouent des roles symétriques, c’est-a-dire P(A) = P(B).
OnaQ=AuUBuU C;les événements A, B et C sont disjoints, donc :

1=P(Q)=P(AuBuUC)=PA)+PB)+P(C)=2P(A) + P(O),

soit : P(A)= %(1 —P(C)).
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1
Donc, P(AUC)=P(A)+P(O)= 5(1 +P(0)).
eSin=2,onaQ={w=(>Gy):iFjeti,je {1,2,3,4}}, soit:

Q = {(1,2);(1,3);(1,4);(2,3);(2,4);(3,4)} ; donc card(2) =6 et S = 10.
= {2434}, B={(1.2):(1.3)}, C= {(1,4):(2.3)}.

Donc : P(AUC)=§.
eSin=3,onaQ={w=>Gjk) :i£tjFketi,j, ke {1,2,..,6}},

card(QQ) =20et S = 21.
Ona:C={(jk) :i+jFketi+j+k=21-G+j+k} =, onen déduit que

P(AUC)=—

On remarque, que pour 7 impair, on a toujours C = & ;

donc : P(AUC)—%
eSin=4o0onaQ={w=_(>Gjkm):i#Fj+k#+metij k me {12,..8}},
card(QQ) =70 et S = 36.
C={(ijkm):i#+jFkF+meti+j+k+m=18}

= {{1,2,7,8);(1,3,6,8);(1,4,5,8);(1,4,6,7);(2,3,6,7);(2,3,5,8);(2,4,5,7);(3,4,5,6) }
donc card(C) =

on en déduit que : P(ALC)= % =(,56.

Exercice 11.2 Formule de Poincaré

Soit (Q, P(Q), P) un espace probabilisé.

1) Montrer que, quels que soient les événements A, Bet C,on a :
PAUBUC)=PA)+PB)+P(C)-PANB)-PANC)
-PBNC)+PANBNC).

2) Montrer que, pour toute suite A , A, , ..., A, d’événements de P(£2), on a :
UAP = Y P(4,)- Y PA,NA4A,)
O<p=n O<p<ms=n

ZP(AP NANA)+..+(=D)""PANAN..NA).

O<p<i<m=n

(Formule de Poincaré.)
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3) Un circuit est formé de n composants tous distincts. Chacun de ces composants
doit occuper une place déterminée (il y a n places distinctes) dans le circuit. Un
technicien peu scrupuleux répartit tous ces composants au hasard. Quelle est la
probabilité qu’au moins I'un d’entre eux soit a sa place ?

Quelle est la limite de cette probabilité lorsque n tend vers I’infini ?

1) Montrons que, quels que soient les événements A et B, on a :

P(A U B) =P(A) + P(B) - P(A N B) (D)
Eneffet:AUB=AU(B-A)avecAN(B-A)=0.

D’ou: P(A U B)=P(A) + P(B-A) )
deplus:B=(B-A)UAnB)avec(B-A)N(ANB)=y.

D’ou: P(B) =P(B—-A) + P(A N B). 3)

En portant (3) dans (2), on obtient (1).

On passe au cas de trois événements en utilisant (1) :

PAUBUC)=P(AUB)UC)=PAUB)+P(C)-P(AUB)NC)
=PAUB)+P(C)-P(ANC)u BnNO)).

Or, P(A U B) et P((A N C) U (B N (O)) s’expriment grace a (1). On obtient alors aisément le

résultat demandé.

2) La formule de Poincaré s’obtient par récurrence. Les cas n = 2 et n = 3 ont été traités au
1). Supposons que :

P(A UA, U...UA, )= ZP(Ai])— ZP(AilmAi2)+...

1<i;<n-1 Isij<i;<n-1

H(=DkH! EP(AH NA, m...mAik)+...+(—1)"P(Al NA,NLNA).
1sij<ip <..<ipsn-1
Calculons : P(A, UA,U .. UA, JUA)=P(A, VA, U...UA, _JUA)
=PA VAU UA D+PA)-P(A, VA, U.LLUA )NA)
en utilisant (1).
D’ou :
P(AUA, U.UA)= Y P(A4)= D P(A NA)+..
I<i;<n-1 1<ij<iy<n-1
k+1 n
+=1) ZP(Ail A, N NA )+ (D"PA N Ay NN A, )
Is<ij<ip <..<ip<n-1
+P(A,)-P((A NA)UA,NA)ULUA, NA)).

Quant a la derniere probabilité ci-dessus, c’est la probabilité de la réunion de (n — 1) événe-
ments ; on peut alors lui appliquer I’hypothese de récurrence.
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11 vient alors :
P(A; M A) U oo U (A, N A)) = YPUANA)I- 3P4 NA NA)+..

Isijsn-1 Isij<iy<n-1

+H=D)k! ZP(A,-I NA, NN A NA)+. +H=D"PA NA N LLNA,  NA,).

Isij iy <..<ip<n-1

En regroupant le tout, on obtient la formule attendue. On pouvait procéder autrement. En
effet, on vérifie aisément que :

1, (w)=1- 1-1, (w)] (pour tout ® de Q). )
5, @=1-T10-1,@)

En prenant les espérances membre a membre, et apres développement du produit de droite,
on obtient :

i i=1

P[UAi] =P, —P,+P;—P, +..+(-1)""'P, ob
i=1

Po= D P(A NA N..OA).
1<ij<ip<..<iy<n

3) On appelle A, I’événement : « le i-eme composant est a sa place ». On cherche alors :

P[OA,} = i(—l)”lSi
i=1 i=1

oi: §;= Y P(A;NA; N4,

1<ji<jp<.<j;=n

1
Il est clair que : P(A))=—,V.
n
D’o : sizc,’;(lx...x 1 jzl
n n—i+1 i!

" __1 1 _n+11_n_i+11
Ainsi : P{L_JlAij—l E+§+...+( D E—Z{( 1Y) i

n oo
1 1
t lim P|| JA, |= ) ()" ==|1-—|.
o [U ] 2T

i=1

Exercice 11.3

Soit (Q, P(L2), P) un espace probabilisé. Soient A, ..., A, n événements de P(Q).
1) Démontrer que :
PA NA, N ... .NA)=PA)DP(A, /A XPA; /A NAy) X ...
XPA,/AiNA,N..NA, ).
(On supposera que P(A; N A, N ... NA)) # 0).
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2) On considere un lot de 15 composants €électroniques dont 5 sont défectueux. On
préleve au hasard successivement 3 composants du lot. Quelle est la probabilité
qu’ils soient tous trois non défectueux ?

1) La démonstation se fait par récurrence. Pour n = 2, on sait que, par définition de la pro-
babilité conditionnelle, on a :

P(A N A)
P(A)
ADA NAN..NA, .Dou:PA)=PA NA;N...NA,)>0.Donc P(A)) # 0, et la

définition de la probabilité conditionnelle est valide).

P(A,/A)) = . D’ou: P(A; " A,) =P(A)) P(A,/ A)) (remarquons que :

Supposons la formule vraie au rang n — 1, a savoir :

PA NAN..NA, _)=PA)P(A,/A)X..XPA, /A NnA,N...NA, 5 (1)
Examinons :
PA NnA,N..NnA, [ NA)=P(A,NnA,N..NA _)NA)

=PA,/A|nA,n..nA _DPA NA,N.NA,_ ) (2)
grace a la démonstration du cas n = 2.
En portant (1) dans (2), on obtient le résultat cherché.
On peut ici aussi remarquer que P(A; N ... N A, ;) # 0.
e . . . 10 .

2) La probabilité pour que le premier composant ne soit pas défectueux est 5 Si le pre-
mier composant n’est pas défectueux, la probabilité pour que le deuxiéme ne soit pas défec-

9
tueux est ﬁ , car seuls 9 des 14 restants sont non défectueux.

Si les deux premiers composants sont non défectueux, la probabilité pour que le troisieme ne

. . 8 .
soit pas défectueux est — car seuls 8§ des 13 restants sont non défectueux.

D’apres le résultat du 1), on a donc :

10 9 8 24

= XX —=,
P15 12" 13" a1

Exercice 11.4

Un étudiant X pour se rendre au CNAM peut prendre le métro ou le bus.

Si au jour j — 1 il prend le métro, la probabilité qu’il prenne le bus au jour j est de
6 (0<0<1).Siaujourj—1il prend le bus, il prend le métro au jour j.

Soit p, la probabilit€ que X prenne le métro au jour n.
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1) Déterminer p,, en fonction de n et de 6, sachant qu’au premier jour X prend le
métro.

2) Calculer lim p,.
n—oo

1) Pour n e N*, soient A, = {X prend le métro le jour n} et p, = P(A,).

Si au jour n, il prend le métro, la probabilité qu’il prenne le bus au jour n + 1 est 0, donc
P(A;, /A)=6.

Si au jour n, il prend le bus, il prend le métro au jour n + 1, donc P(4, .,/ A7) =1.

Le premier jour, il prend le métro, donc p; = 1.

Donc Pn+1 = P(An+] ) = P(AnH /An )P(An) + P(An+l /Ayf )P(Afi)

Or: P(4,)=1-P(4,)=1-p,

dou:Vn=1p, ,=1-p +(1-0)p, =1-06p, (*)
On cherche une solution de (*) sous la forme : p, = u, + A, d’ol (*) s’écrit
Uy 1+ h=1-0u,— 06X, soit u, ;=—0u,+1-A-06A.

On choisit A de sorte que : 1 — A — OA =0, soit 1 = (1 + 8)~!, donc la suite (u,),=, vérifie la

relation : u,, | =—0u, (%)
On cherche une solution de (**) sous la forme u, = R" avec R # 0. Soit R = — 0, donc
u, = o.(- 6)", la constante o est déterminée par la condition initiale u, . Soit :
u  p—A 1
T8 6 1+6°
1-(-0)"
Donc : D, = T+9

2) Ona: limp, =——.
) n—>oopn 1+6

Exercice 11.5

Un garagiste est le client de trois fournisseurs de pneus F1 , F2 et F3 , qui lui ont
livré respectivement N1 , N2 et N3 pneus. Ces pneus sont de deux modeles M1 et
M2.

— Le fournisseur F| a livré n; pneus M| (n; < N)).
— Le fournisseur F, a livré n, pneus M| (n, <N,).
— Le fournisseur F; a livré ny pneus M| (n3 < Ny).
L’employé€ du garagiste tient a la main un pneu M, .

Quelle est la probabilit€ que ce pneu provienne du fournisseur F5 ?
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Notons N=N; + N, + Nyetn=ny +n, +ny.

Les fournisseurs de pneus F| , F, et F5 ont livré respectivement N, , N, et N5 pneus donc,
. N;

pouri=1,2,3, 0ona P(Fi)=W.

Pour i =1, 2, 3, le fournisseur F;a livré n; pneus M donc :

N;,—n

i

P(MI/FI-):% et P(M,/F)=

On cherche a calculer P(F;/M,). Par la formule de Bayes (R11.8), ona:

P(F, N M,) _ P(M,/F,)P(F)
P(M,) P(M,)

P(F3/M2) =

3 3 3
mais:  P(M,)= Y P(F, 0 My)="Y P(F)P(M,/F,) = %Z(Ni —n)
i=1 i=1 i=1

donc : P(F,/M,) = N;j —

Exercice 11.6

Une boite contient n; boules rouges et n, blanches. On tire une boule et on remet
dans la boite M boules de I'autre couleur. Puis on tire une deuxieéme boule. En
admettant que, lors de chacun des tirages, toutes les boules ont la méme probabili-
té d'étre tirées, calculer la probabilité pour que :

1) la seconde boule tirée soit rouge

2) la seconde boule tirée soit blanche.

Pour i = 1,2 soit R; = {la i€ boule tirée est rouge} et
B; = {la i®me poule tirée est blanche}.

1) On cherche a calculer P(R;).Ona: R, = (B UR;)NR, dou
P(Ry) = P(B1 N Ry) + P(R1 N Ry) = P(Ra/By) P(B1) + P(R2/Ry) P(Ry)

Or,
P(B) = —2 P(R) = —
ny+ny’ ny+np
l’l1+M n1—1
P(Ry/B)) = —————, PR/R)=—""—"""—
n+ny+M-—1 ni+n+M-—1
M -1
Dot | P(Ry) = na(ny + M) + (ny — ny
(ny+n))(ny+n+M-—-1)
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2) On cherche a calculer P(B;).On a:

P(By) = P(B1N By) + P(B2NRy) = P(By/By1) P(B1) + P(B2/Ry) P(Ry)
n, — 1 n,+ M

Or, P(By/B)) = — > etP(By/R)=——=""__ Doi
L PB/B) = e ey S P B/ Ry = e e Dlou
—1 M
P(By) = ny(ny — 1) +ni(ny + M)
(ny+ny)(ny+ny+M-—1)

Exercice 11.7

Pour k € D = {1,...,n}, on définit la suite p; par :

B 0 sik=n
Pe=1c,a-0)ymaxtkon—k) sik=1...n—1

oun=2,0<6<1etC,estune constante positive.
Déterminer C, de sorte que p,, soit une loi de probabilités sur D.

n
On doit avoir z pr =1, ce qui donne :

k=1

1
G _nfl

n_ZmaX{k,n—k}.

k=1

Distinguons deux cas :

2m—k
ecasn=2m: max{k,2m—k}= i

sil<ksm
sim+1<k<2m-1

2m-1 2m-1

donc Zmax{k,zm—k} Z(Zm k) + Zk

k=1 k=m+1
2m—1 2m—1 2m—1

Dans la somme Zk, en posant j = k — m, 1’on obtient Zk = 2(j+ m).

k=m+1 k=m+1 j=1

m—1

D’autre part, 2(2m k)= m+2(2m k), il vient donc

d’ou

k=1 k=1

2m-1 m—1

Zmax{k 2m—k} = m+2(2m k)+2(]+m) m+23m m(Bm-2)

1

2m = mBm-2)"
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2m+1—-k silsksm

ecas n=2m+l1: max{k,2m+1-k}= .
k sim+1<k<2m

donc :

%max{k,2m+l—k}=i(2m+l—k)+ iﬂ:k
k=1

k=1 k=m+1
=Z(2m+1—k)+Z(m+j)=2(3m+l)=m(3m+l)
k=1 j=1 k=1

1

"ob Coppy = —————
d’ou 2m+1 m(3m+1)

On remarque que la valeur de C, ne dépend pas de 6.

Exercice 11.8

On définit la fonction f par :
Kexp(ax) six<0
fo)= .
Kexp(—bx) six=0
ot a>0,b>0 et K est une constante positive.
Déterminer K de sorte que f soit une densité de probabilités sur R.

Donner I’expression de sa fonction de répartition.

On doit avoir J. f(x)dx =1, ce qui donne :

1 0 o 1 1 a+b
— = e dx-}-J exp(=bx)dx=—+—=
K J_w xp(ax) 0 xp(=bx) a b ab
soit K = ab .
a+b
Ona VxeR, F(x)=J Fu)du.
Six <0,
Foy=-2_ j exp(au)du = —2— exp(ax).
a+bJ—- a+b
Six =0,
0 X
F(x)zﬂj. exp (au)du + ab J.exp(—bu)duzl— a exp(—bx).
a+bJ- a+bJdo a+b
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Exercices d’entrainement

11.9 Dans une population 15 % des hommes et 5 % des femmes sont blonds. On
choisit au hasard une personne blonde. Quelle est la probabilité qu'il s'agisse
d'une femme :

a) si les femmes sont aussi nombreuses que les hommes ?
b) s'il y a trois fois plus de femmes ?
11.10 Un joueur de bridge possede dans sa main 13 cartes d'un jeu de 52 cartes distri-
buées au hasard. Calculer la probabilité qu'il ait :
a) un as exactement.
b) au moins un as.
¢) un as et un roi.
d) au moins un as et au moins un roi.
e) une carte de chaque valeur.
11.11 Un récepteur se bloque si la durée entre les instants de réception de deux
signaux est inférieur au temps mort 7. On sait que les deux signaux atteignent

le récepteur dans l'intervalle de temps (0,7") et arrivent indépendamment 1'un de
l'autre et au hasard.

a) Décrire I'ensemble fondamental 2 associé a cette expérience.
b) Quelle est la probabilité que le récepteur se bloque ?

11.12 Une urne contient 5 boules rouges et 3 boules noires. On tire une boule, si elle
est rouge, on la remplace par 7 boules noires, sinon, on la remplace par 2 bou-
les rouges et puis on tire une deuxieme boule. Calculer la probabilité que la
deuxieme boule tirée soit rouge.

11.13 On jette un dé trois fois.

a) Décrire I'ensemble fondamental {2 associé a cette expérience.
b) Quelle est la probabilité que la somme des points obtenus soient supérieure

ou égale a 15.

11.14 On jette deux pieces. En supposant que P{Face} =6 et P{Pile}=1—10
(0 < 0 < 1), quelle est la probabilité d'obtenir au moins une Pile ?

Réponses

11.9  Soit B = {la personne choisie est blonde}, F' = {la personne choisie est une femme} et
H = {la personne choisie est un homme}. On cherche : P(F/B). Par la formule de
Bayes on a :

P(B/F) P(F)

P(F/B) = P(B/F) P(F)+ P(B/H) P(H)
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11.10

11.11

11.12

11.13

1
a)Ona: P(F) = P(H) = 3 d'ou

P(F/B) =

3 1
b)Ona: P(F) = ZetP(H) = Zd'ofl

53

100 2 1
P(F/B) = 1004 15 _

5 3 15 1 30

100 4+ 100 4

On a: §2 = {parties de 13 cartes parmi les 52 cartes}, donc card(2) = C3.

C] C13—l
a) p, = ———24 —(,4388
C13
52
C12
b)p, =1— =% =0,6962
C52
Cl Cl C1372
Q) pe= 25 =0,1932
CSZ
C]3 C]3 C]3
d)ps=1- (% + -5 %) = 0,4741
C52 C52 C52

13
) pe = — = 1,0568 107"
C52

a) Deux signaux S et S, atteignent le récepteur dans l'intervalle (0,7"). Soient 77 le

temps d'arrivée de S et 7, le temps d'arrivée de S, on a :
R={t.n) :0<H <T,0<n
b) Soit R B = {le récepteur se bloque}. On a :
RB={(ti,n) € 2 : |t — 1 <

aire(RB) T2 —2U5T0 o7 _ 2

d'ou P(RB) = =
ou P(RB) aire (£2) T? T?

<T}

7}

Pour j = 1,2 soit R; = {la j-&me boule tirée est rouge} et N; = {la j-me boule tirée est

noire}. On cherche P(R;).Ona:

a) 2= {(i1,i2,i3) : 1 <iy,iz,i3 < 6}.

4
P(Ry) = P(R2/Ry) P(Ry) + P(Ry/Ny) P(N,) = T

3
+ 3= 0,3869

oo | W
O | L

4
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b) Soit A = {(iy,i2,i3) : i} + i + i3 > 15}. On cherche P(A).Ona:

it | is | i3 || iy + iz +i3 | nombre de(iy,ia,i3)
3066 15 3
41516 15 6
41616 16 3
5155 15 1
5156 16 3
5166 17 3
616|6 18 1
card(A)=20
P(A) = Zég; = 2 — 0,096

11.14 Ona: 2 ={(P,P),(P,F),(F,P)(F,F)}.
Soit A = {au moins une P},ona:

P(A)=1—P(A)=1—P((F.F))=1—¢
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Chapitre 12

Variables Aléatoires

RAPPELS

Soit X une variable aléatoire réelle de probabilité Py.
* La fonction de répartition de la loi de X est définie par :

Fx(x) = P(X < x) (R12.1)

* Les moments d’ordre k& de X sont définis par :

cas discret : E[XK = Zik P(X =i) (R12.2)
o0

cas continu : E[xH = / x* fx(x) dx (R12.3)
—00

* La variance de X est définie par :
Var[X] = E [(X — E[X])?] = E[X*] — (E[X])* (R12.4)

* Laloi d’une variable aléatoire réelle X est une distribution et pour toute fonction
h a support compact on a :

E[h(X)] =< Px,h > (R12.5)
» La fonction caractéristique de la loi de X est définie par :

ox(t) = E [¢"¥] (R12.6)
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La fonction caractéristique de la loi de X correspond a la transformée de Fourier de

t
la loi de X prise au point ——.
27

* Soient n variables aléatoires Xi,...,X, de loi fx, . x, et soit
Uy, Up) = (01X 1 X ) 0, (X L X))
alors la loi de (Uy,...,U,) est telle que pour toute fonction £ a support compact
ona:

E[h(Ui.....U)] = E[h(o1(X1... .. X0, oo0n(X1,e . X)) ] (RI2.7)

En particulier, si X1,...,X, sont des variables aléatoire a valeurs dans D C R”"
dont la loi admet la densité fx, . x, etsi

01 Xt X) —> (21Kt s Xa)seoos 0u (X X))

de D sur A est un difféomorphisme d’inverse g. Alors, la loi de (Uy,...,U,) est
définie sur A et admet la densité fy, .y, définie par :

Joiu, e un) = Ljg(ur,e o un)l fxy,ox, (8, .. up))  (R12.8)

ou j, désigne le jacobien de g défini par :

981 081
du,  Ou,
Jelune o) =| 1
ogn ogn
du;  Ouy,

e Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires.
— La loi conditionnelle de X sachant {Y = y} est définie par :

_ PX =x|Y =y)

cas discret : PX=x|Y =y)= P =) (R12.9)
cascontinu:  fy(x|y) = XY (R12.10)
fr(y)

— Espérance conditionnelle :
cas discret : Eh(X)|Y =j]l= Zh(i) P(X =ilY =j) (R12.11)
i

o0

cas continu : Eh(X)|Y =yl = / h(x) fx(x|y)dx (R12.12)

—0o0
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— Calculs de I’espérance et la variance a partir de I’espérance conditionnelle :
E[X]=Ey[E[X]|Y]] (R12.13)

Var[X] = Ey[Var[X|Y]]+ Vary [ E[X|Y]] (R12.14)

* Soient (X,), une suite de variables aléatoires et X une autre variable aléatoire.

— On dit que X,, converge en probabilité vers X si :
Ve >0 lim P(|X,—X|>¢)=0 (R12.15)
n—oo
— On dit que X,, converge en moyenne quadratique vers X si :

lim E[ (X, —X)*]=0 (R12.16)

n—oo

— On dit que X, converge en loi vers X si :

Vx lim Fx, (x) = Fx(x) (R12.17)
n—oo

ou Fy, et Fx désigne les fonctions de répartition de la loi de X, et X.
vVt lim @y (1) = px(t) (R12.18)
n—oo

ol ¢y, et px désigne les fonctions caractéristiques de la loi de X, et X.

* Soit (X,),, une suite de variables aléatoires réelles telles que

Vn  E[X,]=p<o0, Var[X,] =0 <00

— Loi faible des grands nombres

— 1 &
La moyenne empirique X, = — E X; converge en probabilité 1 (R12.19)
n
i=1

— Théoreme Limite Central. Soit S, = X; + ... + X,,.

So — E[Sa] _ v/n(Xu — p1)
Var[S,] N o

ou NV(0,1) désigne la loi normale centrée-réduite.

converge en loi vers N (0,1) (R12.20)
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Exercice 12.1 (loi uniforme discréete)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la mé€me loi uni-
forme sur I’ensemble A = {1,...,N} (N > 2).

1) Déterminer laloide: S = X + Y.
2) Déterminer laloide: D = X — Y.

Du fait que X et Y suivent la méme loi uniforme sur I’ensemble A et qu’elles sont indépen-
dantes, on a :

11
P(X:i,Y:j):P(X:i)P(Y:j):Nﬁ Vie A,VjeA.

1) On remparque que S = X + Y est a valeurs dans I’ensemble A} = {2,...,2N} ; donc
Vke Ajona:

P(S=k=) PX=iS=k=) PX=iX+Y=k
ieA ieA
- Z P(X=iY =k—i)
€A k—ieA

ieAlNk—ieAlI={1<i<N}IN{l<k—i <N}
= {max(l,k — N) <i < min(N,k — 1)}

On en déduit :

min(N,k—1)
P(S=k= Y  PX=i)PY¥=k—i)
i=max(l,k—N)

_ min(N,k — 1) —max(1,k — N) + 1

NZ
k—1 ,
2 si2<k<N+1
2N —k+1
Nk GNt2<k<oN
NZ

2) On remarque que D = X — Y est a valeurs dans ’ensemble A, = {1 — N,...,N — 1} ;
doncVk e Ap,ona:

P(D=k=) PY=jD=k=) P¥=jX-Y=k

jeA jea

= Y PY=jX=k+))

JEA k+jeA
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Or,
{jeAlN{k+jeAlI={1<j<NIN{I<k+j <N}
= {max(l,1 — k) < j <min(N,N —k)}
On en déduit :
min(N,N—k)
PD=k= Y PX=k+))P¥ =)
Jj=max(1,1-k)
min(N,N — k) —max(1,1 —k) + 1
N +k .
—N<k<
B N sil—N<k<O0 N — k]
I I N
sil<k<N-1
Nz
Exercice 12.2 (calculs de lois discretes)
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans I’ensemble A = {1,...,2N}

(N >2)deloi:

p(X_,-)_M VieA
T NQN+1

1) Déterminer la loi de : ¥ = min(X,2N — X).

2) Déterminer la loi de : Z = max(X,2N — X).

On remarque que 1’égalité X = 2N — X implique que X = N ; donc : Y est a valeurs dans
I’ensemble Ay = {0,...,N} et Z est a valeurs dans I’ensemble A, = {N,...,2N}.

X sil< XN
l)Ona:Yz{
2N —-X si N+1<X<2N
X sil<X<<N-1
N siX=N
ce qui peut sécrire sous la forme : ¥ =
2N —-X siN+1<X 2N -1

0 si X =2N
On en déduit :
1
PY=0=PX=2N)= ————
NQ@2N +1)
PY=N)=P(X=N) = N1
T 7T NQN+D)
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etpourk € {I,...,N — 1},

P(YY=k=P(X=k) +PQ2N — X =k)

2(N +1)

2N —-X sil<X
2)Ona:Z={

<N
siN+1<X<2N
IN—X sil<X<N-1

N si X=N
ce qui peut sécrire sous la forme : Z =
X sSiN+1<X<2N -1
2N si X =2N
On en déduit :
N+1
P(Z=N)=PX=N)=———
NQ2N+1)
1
P(Z=2N)=PX=2N)= ————
NQ@2N +1)

etpourk € {N +1,...,2N — 1},

P(Z=k=PQ2N—X =k) + P(X =k)

2(N +1)

Exercice 12.3

Soit un vendeur de lots de pieces mécaniques disposant, a une date T, , d’un
stock S.

La demande X, pour un intervalle de temps [7,,T;], est une variable al€atoire entiere
ayant une loi de probabilité définie par : P(X = x) = Kpg™! V x = X » Ou p et g sont
deux réels dans ]0,1[ tels que p + g = 1, x; est un entier naturel inférieur a S et K est
une constante.

1) Calculer K en fonction de x, . En déduire E[X].

2) Si X est inférieur au stock S, les lots restants sont a perte et le vendeur aura a
affronter une dépense moyenne de d; euros ; si X est supérieur au stock S, il faut
un approvisionnement spécial de pieces manquantes et le supplément du colit
représente une perte moyenne de d, euros. Calculer I’espérance mathématique
des dépenses que va affronter le vendeur pendant la période [1,T,].
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1) On doit avoir ZP(X =i)=1; ZP(X =i) = sz g™, dans la derniére somme, en
i=x, i=x, i=x,
changeant i en j + x, , on obtient :
Y Px=i)=Kpg" 'Y ¢’ =Kpq " —— = Kq""
i=x, j=0 I-q

d’ou K= ql_x" et I’expression de la loi de X devient :

P(X=x)=pqg" " Vx=x,.

Ona: E[X]=) iP(X= i)=piiq"*’“o =pi(j+x0)qj

i i=x, j=0
=xo+p Y ja’ =xo+p Y ja’ =xo+pa ) ja""
Jj=0 Jj=1 J=1

=x0 +i.

=g P

d( 1
BT Ve

t=q

d~
=xo+pg— Y 1’
0 qut;

2) Soit D la variable aléatoire associée au montant des dépenses que devra affronter le ven-
deur pendant la période [t ,T;]. D prend les valeurs 0, d; et d, avec les probabilit€s
P(D=0)=P(X=9),P(D=d)=PX<S)etP(D=d,) =PX>09).

Ona: P(D=0)=P(X=8)=pg> ™

S-1 S—1
P(D=d,)= ZP(X =k)= qukix({ Dans la derniere somme, en changeant k en j + x;, ,
k=x, k=x,
S—xo—1
on obtient : P(D=d,)=p ZLI] =1- CIS_XO ,
j=0

P(D=dy)= Y P(X=k)=p ¥ ¢ =¢""™".
k=S+1 k=S+1

On en déduit :
E[D]=0P(D=0)+d, P(D=d,|)+d, P(D=d,)=d, +(qd, —dl)qs_x[’.

Exercice 12.4

Un produit de saison rapporte un bénéfice net de A euros par unité vendue mais,
inversement, chaque unité invendue a la fin de saison engendre une perte de
m euros. On admet que le nombre X d’unités achetées aupres d’un certain magasin
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positives. On admet que le magasin doit avoir constitué tout son stock avant Ia sai-

‘ au cours des saisons de vente successive suit une loi continue de densité f a valeurs
son. Combien d’unités faut-il stocker pour maximiser le profit moyen ?

Notons X : la demande aléatoire ; s : la taille du stock ; R (X) : le revenu net de I’opération
et h(s) = E[R(X)]. On cherche a maximiser A.

AX—(s-X)m si0<X<s

Ona: RS(X)={/IS siX>s

Donc :

hs)= ELR(O1= [ RS dr= [ e=(s—xom)feode+ [ Asf(ndr.
On remarque que : Jmf(x)dx =P(X>s5)=1-P(X=s)=1 —J(:f(x)dx, il vient donc

h(s) = As +(A+ m)J:x F()dx—(A+m)s J'O F(x)dx.

(x)
Or, si G(x)= J;: | g()dt, ona G'(x) = gy ()Y’ (x) - g(@(x)P’(x).
On en déduit :

W (s)=A+(A+m)s f(s)—(A+ m)J: F)dr—(A+m)s f(s) = A—(A+ m)J: F(x)dx.

Donc H'(s) = 0 implique J- f(x)dx = li et on obtient un maximum puisque
0 m
h'(s) =— (A + m)f(s) <0V s >0, car f est une densité de probabilité.

X
Si T’on note F(x)='[ f()dt la fonction de répartition de la loi de X, on obtient
0

s=F _1(/1 A ), ot F~1 désigne la fonction réciproque de F.
+m

Exercice 12.5

Soit X une variable aléatoire a valeurs entieres positives, on considere la variable
aléatoire Y = Za[z} —aX+1, ou [X] désigne la partie entiere de X et a € R*.

Déterminer la loi de Y et calculer E[Y] et Var[Y] si :

1) X suit une loi géométrique de parametre 6, i.e.
VkeN P(X = k) = (1 - 0)0*,
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2) X suit une loi de Poisson de paramétre A, i.e.
Vke N P(X=k)=e"—.

3) X suit une loi uniforme sur I’ensemble {1,...,n}, i.e.

Ve (L) P(X=k)=-

n

Si X prend des valeurs paires, on a ¥ = 1 et si X prend des valeurs impaires,ona Y =1 —a,
donc Y prend ses valeurs dans {1,1 —a}.

) Ona: PY=D=Y P(X=2k)=(1-0)) 6% L
par pard 1+6

P(Y=1—a)=2P(Xz2k+1)=(1—6)292k“ =% .
k=0 k=0 +

Donc: EY]= Y jP(Y=j )_1’”9(1 @)
je{l,l-a}
2 2
00U goi: Vary)=—2% .
1+6 (1+06)

et:  E[Y?]= Z PPP(Y=j)=

Jjelll-a}

2) Ona:

P(Y=1)= ZP(X 2k)—e**z(2k)‘ i(%):%(ne”)

k=0

e had 12k+1 el +e—l 1
P(Y =1-a) =2P(X=2k+l)=e”lz et =—(1+e ).
pr 2k +1)! 2 2

2
. _ . 1% 2 _4 q_ 4
Donc: E[Y]= 2 jPY=j)=1 2(1 e ") et Var[Y] 2 (I-e7").

je{ll-a}

3) Sin=2m,ona:

m 1 m 1
P(Y=1 P(X=2k)y=—=— P(Y=1- P(X=2k-1)=—=—.
r=1= 2( =0 -=2  PU=l-a)= 2( )= -=
k=1 et k=1
a 2
Donc : E[Y]=1—5 et Var[Y]=—
Sin=2m+ 1,ona:
m+1
P(Y=1 P(X = 2k— et P(Y=1- P(X = 2k+1—
r=1= 2( J=5 et P(Y=1-a)= Z( =g

k=1 k=0
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Donc : E[Y]=1- m+l a et Var[Y]:m(m—-H;a2
2m+1 2m+1)

Exercice 12.6

Dans cet exercice on désigne par ¢ et ¢ la densité et la fonction de répartition de
la loi normale A/(0,1) définies par :

px) = \/lz—ﬂ e_% P(x) = /; p(r) dt

1) Montrer que : Vx € R &(x) +d(—x) = 1.
2) Soit X une variable aléatoire de loi N (u,az), avec p € R et o > 0, de densité

1 —
Fr(x) = — (1.
o o

a) Exprimer Fx la fonction de répartition de la loi de X en fonction de .
b) On pose :
Ul = Il]—oo,p,](X) s Vl = H[;L—U,;H-U](X) s
U, = Xﬂ]_m’#](X) et V=X ]l[u_o",u_i'_o'](X)

Exprimer E[U1], E[V1], E[U>] et E[V»] en fonction de &(1) = 0,8413, de
petdeo.

1) Ona:

X —X

p(t)dt +/ p(t)dt

—00

P(x) +DP(—x) = /

—00

1 11

dans /1 en changeant ¢ en —¢ et en tenant compte de ¢(x) = p(—x), on obtient :

B(x) + B(—x) = / o) di + / (1) dr = / o) di =1

—0Q o0

2.a) Par définition on a :

* [ t—p
Fx(x) =/ fx(@)dr = — / p(——)dt
oo o o

—00
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. t— .
en effectuant le changement de variable : u = H , on obtient :

X—p

o X — [
Fy(x) = / pu) du = o(——)

2.b)Ona:

- 1
E[U/] = P(X < ) = Fy(p) = @(%) = 3(0) :

ElVil= P(u—0 <X <p+0) = Fx(u+0) — Fx(u—0)

=¢<”+Z_ by — eI — a1y - a-1)

=|20(1) — 1= 10,6827

I

“ 1 _
E[U2] = f Xfx(_x)dx = — / x@(u)dx
—00 0 J_o o

M, on obtient :

. X =
En effectuant le changement de variable t =

0 0

Lp(t)dt—i-U/ tp(t)de

—00

0
E[U2]=/ (u+at)so(t)dt=u/

—00

d
en tenant compte de 7 () =—tp(t),ona:

E[U>] = p®(0) —op(0) =

(SRS
5
3

] p+o x — ,LL
E[Vy] = / x fx(0)dx =+ / o™y ax
{lx—pl<o} 0 Jyu—o a

. X — .
En effectuant le changement de variable ¢ = M, on obtient :

g

1 1 1
E[V,] =/ (w+ot)p)dt = p / p(t)dt +o / t(t)de
—1 -1 -1

1

or, la fonction t —— 1 ¢(¢) est impaire, donc / t p(t)dt =0 et on en déduit :

—1

E[Va] = p (B(1) = B(=1) = pp 2&(1) — 1) = 0,6827
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Exercice 12.7

On désigne par o et @ la densité et la fonction de répartition de 1a loi A/(0,1). Soit

X une variable aléatoire réelle de loi N/ (u,az) de densité f donnée par :

X —

1
f(x)=590< ,u) (welR,o>0)

] 0 si X<p—o
On définit h(X) par: h(X) = .
X  sinon

ou 6 est un réel.

1) Déterminer M (0) = E [h(X)] et V(0) = Var[h(X)].

2) Pour quelle valeur de 6, V (#) est-elle minimum ? (on la notera @). En déduire
M) et V(0).

0 2 1
3) Que deviennent M (0) et V(0), si p = __;’;El; 9

On remarque que ’expression de 2 (X) s’écrit sous la forme :
h(X) =0 H]foc,ufa](X) +X ﬂ]ufa,oc[(X)

onadonc: h*(X) =6 N u-o)(X) + X ey (X).
n—c
Notons : a = f(x)dx et

—00

cl(u,0)=/ x f(x)dx Cz(u,0)=/ x? f(x)dx
w

—0 pn—c

n=aq X — U . X — U
Ona:a= —p dx, en effectuant le changement de variable : u = s
o O o o
-1
on obtient : a = / pu)du = P(—1).

—00

®x [(x—p :
On a : ci(p,0) = —p . dx, en effectuant le changement de variable :

n—c

,u’ on obtient :

u =
g

o0

c1<u,a>=af (u+u)90(u)du=0u/ @(u)dquo/ u () du
—1 —1

=opu (1— (=) +0 [—p)]% = o (1) + o p(1)
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De méme, on a :

e(1,0) = o f u+ 1) o) du
-1

o0

= 2 2B + 2002 p(1) + 0 / W () du
_1

or, /oo u? p(u) du =/ooud(—g0(u))
-1 -1

= [u )] + f o du = #(1) — (1)

On en déduit

e2(p,0) = 0® P B(1) + 2007 (1) + o (D(1) — (1))

1) Ona:
M@©®) = E [0l —(X) + X Tjy—s, (X)]
= 0E [Mwm1 O] + E [X Ty (X)]
= 9/#70f(x)dx +/°o x f(x)dx = af+ ¢ (u,0)
—o0 y—o
E[RX)] =60 E[l_wuaX)]+E[ X* g (X)]
e [ e+ /oo 2 F(0) dx = a6 + er(i,0)
. o
d’ol
V(0) = E[R*(X)] — M*(0) = a0 + c2(p,0) — (a0 + c1(1,0))°
2) Ona:

V@) =2a0(1 —a)—2aci(u,0), V') =2a(l—a)>0 VO

d’ou
, - c1(p,0) (1)
0 A <— |0 - O'(M-f-@(l))
6=6
Ona
M©®) =ab+ci(u,0) =0
2
V() = sy — L)
1—a

On remarque que 0 estle point fixe de M.
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() ~ () — () () — (1),
3) Slu——%,ona.G_O,M(O)—OetV(H)— 0 o°.

Exercice 12.8

Un systeme €lectronique, ayant une entrée E et une sortie S, est constitué de trois
composants C, C, et Cz montés en série selon le schéma suivant :

E

(] (G} (6]

Le systeme cesse de fonctionner quand il n’y a plus de chemin entre E et S. Soit
Ty, T, et Tz les durées de vie respectives des composants Cy, C et C3. On sup-
pose que ce sont des variables aléatoires réelles indépendantes de lois :

fi@) =\ e_Ajtﬂ]o,oo[(t) i=123 (>0

Déterminer la durée de vie du systeme.

Notons 7 la durée de vie du systéme, on a : T = inf{7},75,T3}.
Pourt >0,ona:

{T>t}={{Th >t}N{T, >t} N{T3 > t}}

Cherchons la fonction de répartition de 7 ; pour f > O, on a :

Frt)=P(T <t)=1—P(T >t)=1— P (nf{T1,T5,T5} > t)
=1—P{T >t} N{T, >t} N{T5 > t})

or, Ty, T, et T3 sont indépendantes, donc
PAT >3 {Ty >} N {T3 > 1)) = P(Ty > 1) P(T, > 1) P(T5 > 1)
=(1-PT <)) A-PTr<1) A-PT3<0)
= (- F@) (I - F@) (- F@0)

Onendéduit: Fr(t) =1— (1 — Fi(t)) (1 — F>,()) (1 — F5(1)).
D’autre part, pour j = 1,2,3 la fonction de répartition de 7; est définie par :

si t<0

d 0
Fj(t)zf fj(x)dxz{ At

1—e si t>0
Donc Fr(t) = 1 — e~ M1+%+X)7 Ep dérivant Fr on obtient f7 la densité de T : V¢ > 0
fT(t) — e—(/\1+)\2+)\3)t

On remarque que 7 suit une loi exponentielle de parametre A\; + Ay + As.
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Exercice 12.9

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles dont la loi admet la densité :
o, y) =y - x)ﬂ]o,l[(x)ﬂ]l,z[()’)

1) Déterminer les densités marginales de X et de Y.
2) X et Y sont-elles indépendantes ?
3) Déterminer laloide U= X+ Y.

4) On considere le polynome Q(t) = N XT—B’ ou 6 > 0.

Calculer, en fonction de 0, la probabilité que les racines de Q soient réelles et

distinctes.

1) Pour 0 < x < 1, la densité marginale de X est donnée par :
+eo 3
=] femdy=Z-x.

Pour 1 <y <2, la densité marginale de Y est donnée par :

=] =y

2) X et Y ne sont pas indépendantes, en effet : fix,y) # fi(x) f1A)).

3) Ona:
Elp)]= Elp(x + V)= [ o+ fxy)drdy.

Effectuons le changement de variables suivant :

{vix o {va _
u=x+y y=u-v

Si D={(xy):0<x<1,1<y<2}, D apourimage A donnée par :
A={uv):0<v<l,l<u-v<2}={uv):0<v<l,u-2<v<u-1}.
Donc : E[pU)]= JJ @@)|j(u,v)|f(v,u—v)dudv ol j désigne le jacobien de la transfor-
A

mation donné par :

ooy
. — D()C,y) — 8u aV — =—1
TV = D "oy |7l T

du dv
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X

0 1

On peut écrire :
Ay ={uVv):2<u<3,u-2<v<l1}

Donc :

A=A UA,0uA ={1v):

l<u<?2 0<v<u-1}et:

2 u—1 3 1
Elp(U)] = .[1 (p(u)('[o (u— 2v)dvj du+ L (p(u)U‘u(_uz ~2v) dv) du

2 3
=j go(u)(u—l)du+.|‘ 0)3— ) du.
1 2

On en déduit la densité de la loi de U :
-1
3—u

u
Ju(u)=

siue L2
siue 2,3 .

0 sinon

4) Les racines de Q sont réelles et distinctes si et seulement si X + ¥ > 0.

Or:P(X+Y>0)
tion de la loi de U en 6 donnée par :

0
J.(u Ddu = @ 21)
P(U < ) =
j(u 1)du+J Gowdu=1-3=9" 6)°
1
1
_O-1’
. _ 2
Donc : P(X+Y>0)= (3-6)
2

0

=P(U>0)=1-P(U =< 0) ot P(U = 0) désigne la fonction de réparti-

si 6 €]0,1]
si 6 €]l,2]

si 06]2,3[.
sif=3

si 6 €]0,1]

si 0€]l,2]

si0el2,3[
sif=3
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Exercice 12.10

On dit qu’une variable aléatoire réelle Z suit une loi exponentielle de parametre
A > 0 si la densité de la loi de Z est donnée par :

f2) = kel ().
1) Calculer E[Z*¥] (k € N), en déduire Var[Z].

2) Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de para-
métres A et . Déterminer la loi de U=X + Y.

3) Soit X, , X, deux variables indépendantes de méme loi exponentielle de para-
Xi
X +X,

metre A. Déterminer la loi du couple (U, ,V)ou U =X, +X,, V=

En déduire la loi marginale de V; . Les variables U, et V; sont-elles indépen-
dantes ?

4) Soit X , X, , X trois variables aléatoires indépendantes de méme loi exponen-

. N . . . N X, +X
tielle de parametre A. Déterminer la loi du couple (U, ,V,) ot U, = lX z
1
X3

5) Soit Z, et Z, deux variables al€atoires indépendantes ; on suppose que Z; suit
une loi uniforme sur [0,0] (8 > 0) et que Z, suit une loi exponentielle de para-
metre A. Onpose W=Z, +Z,etde T=2,-Z, .

Déterminer la loi du couple (W,T). En déduire les lois marginales de W et de T.

1) Ona:
I'tk+1) k!

UYL

oo oo 1 oo “u
E[Z"]=j Ff()dz=21 jo e s =Fjo ukedy =

—oo

D’oil : Var[Z]= E[Z°]- (E[Z])* = %

2) Comme X et Y sont indépendantes, la densité de la loi de U est donnée par : f; = fy * fy.
Donc, en utilisant I’exercice 4.6, on a :

siA =l fy) = NMue™ Ty i (u)

sib#Ep: fyw)=

Aw —pu
#_uz (e =y ).
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3)Ona:

X X
E{¢1(X1 +X, )(Pz(Xl +1X2 ﬂ = -”RZ @, (x; + x5 )(Pz[xl +1x2 ]fxl,)@ (1, %) dx; dx;, .

Effectuons le changement de variables suivant :

M] :.X] +.X2 {xl =M1V1
X
Vi = =u,(1-
X+, X =md-v)

si D= {(x; x5 :x; >0, x,>0}, D apour image A définie par :
A={(u;,vp):u;>0,0<v, <1},

X, vV, A

1

0l X, 0 u,

Donc :
Elo (U)o, (V)] = _”.A @1 (u)Py(vy) |J'(”1’V1 )| Jx, x, vy, u (1= vy)du, dv,

ol j désigne le jacobien de la transformation donné par :
ox;, dx;

D(x,%,) _|duy vy _

D(u,vy) |9% 0%|
du, 9V,

Vi U

](MI,VI)Z =—u1.

1-v, —u

On en déduit la densité de la loi du couple (U, ,V,) donnée par :
Su v u,v) = 17 @) fx,,x, vu (1 —v)) A (g, vp)
= uy fx, (u1vy) fx, @i (1 —v)) L a(ur,v1)
car X, et X, sont indépendantes.
Dot : fy, v, (1v1) = Nurexp(—=uy) 1o oop (1) 0,11 (v1)
On remarque que U, et V; sont indépendantes ; en effet, V, suit une loi uniforme sur ]0,1[

de densité fVl(vl) = ]110,1[(\/1) et la densit€ de la loi de U, est donnée par fUl(ul) =
qulexp(—Kul)]llo’w[(ul).

4) Introduisons la nouvelle variable W = X, + X, et effectuons le changement de variables
suivant :

w
X t+Xx, X =—
X 2
X, +Xx 1
v,="1"2 o x2=w[1——j.
X3 U
w=x +x, w
X3—_
Vs
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SiD={(x;.x, X3) 1 x> 0,x,>0, X3 > 0}, D a pour image A :
A={(uy, vy, w) 1y >1,v,>0,w>0}.
Dong, la densité de la loi du vecteur (U, ,V, ,W) est donnée par :

; w I \w
fUz,\g,W(uz,Vz,W)=|](M2,V2,W)|fxl,xz,xz(—,W[l——}—jHA(ULUZ,U))
U Uy ) Vo
; w 1 w
=|](“z"’2,W)|fxl (—jfxz [W(l—_jjfx3 [_) WA (2,02, w)
Uy Uy Vs
avec :
o dx dx |, 1
du, v, ow| [z 0O —
) lox, ax, @ y B 2
. D(xy,x,,x: X X X w w
g vywy= —EEL 2|5 T2 S22 ol ) |- = s
D(u,,v,,w) |du, dv, Jdw u U, Vv
dn dm du o -
du, v, ow v V2
D’ou :
2
3 W 1
Jo, v Wy, Vy, W)= A" — 2exp{—/lw[1+—j}llA(u2,v2,w)
M2V2 V2

On en déduit la densité de la loi du couple (U, ,V,) : \v uy>1,v,>0

oo 2o 1
fu, v, (1, V2) = j Fu, v, (1, V) dw = ﬁj w? exp{—lw(l + —j}dw.
oo Uyvy, 40 vV,

Va
v, +1

Faisons le changement de variable 7= lw(l + L), dou Adw= dr et:

Va

1 v% - 2v,
Ju,v, Uy, V5) = —Io ! !

u3vy (vy +1y° (v, 413
On remarque que U, et V, sont indépendantes ; en effet, il est facile de vérifier que la den-

1
sité de la loi de U, est donnée par fy, (u2) = — 11 oof (u2) et la densit€ de la loi de V, par
u;

Fa2) = —2 g (v2)
W (V2) = ———= 110,00 (V2
BT
5) Effectuons le changement de variables suivant : ! ,
=w
w=2z,+2, z =l(w—t) J=-w
72 t=w-20
4 . A
—_— 1 "5
1=2z,—2 ZZZE(W‘H) e 5
0N 26 w
_9 -
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siD={(z;.,2y) : 0 <z, <6,2,>0}, Dapourimage A :

A={w,):w+r>0et0=<w-—r=<20}.
Donc, la densité de la loi du couple (W,T) est donnée par :

for w0y =|iow. ) £, Zz( . ’WT“) s (w.0)

=|j(w, 1) le[ jfZZ(W”) s (w,1)

car X et X, sont indépendantes et j désigne le jacobien de la transformation donn€ par :

9z du| L _1
0 ot
j(W,t)=—D(Z1’Zz) = W = 2 2 =l
Dwn) 19z dzm| |1 1) 2
ow dt| |2 2

D’ou: fyr(w,0)= exp(——(w+t)) Ia(w,t).

Pour déterminer la loi marginale de W, on écrit le domaine A sous la forme :

A={w,):0<w=0et—w=sts=wju{wh):w>0etw-20 <1< w}.
Donc, pour 0 <w < 0 : fW(w)=JW fW,T(w,t)dt=%(1—exp(—lw))
-w

exp(A0)—1

pour w>0: fy(w)= J.w_ge Swrw,t)dt = exp (—Aw)).

Déterminons la loi marginale de 7 :
A={wpt):—0<r=0et—ts=w=<r+20u{w,0N):t>0ectt=w=<r1+20}.
1+260 1
Done, pour~8 < 1= 01 fr(0)= [~ fynrOn1)dw =1 ~exp(-A(r+0))
—t

1 exp( A0)

pour >0 fr(f)= j T Oy dw exp (= A1)
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Exercice 12.11

Soit X et ¥ deux variables aléatoires indépendantes de méme loi normale N(0,1).

2

Onpose: U=X2+Y2et V=—o—s.
p X241 y2

1) Déterminer la loi du couple (U,V).

2) U et V sont-elles indépendantes ?

1) Comme X et Y sont indépendantes, la densité de la loi du couple (X,Y) est donnée par :
2.,.2
Xty ]

1
X,y)=—exp| —
fx,y( y) by p )

Ona:

2
Elg1(U)pa(V)]=E| (X" +77 )(Pz[#ﬂ

2

=[] o+ y%%[%jfx,y(x,y)dxdy
R X +y

2

=4rr¢1(x2+y2)<02 T fy(xy)dxdy.
0 J0

x*+y?
Effectuons le changement de variables suivant : v
u=x’ +2 y? x=~uv 1
v= xzi e {y = Ju(l-v) A
siD={(x,y):x =0,y =0}, Dapour image A : 0 e

A={wVv):u=0,0<v=<1}.

Donc : E[@,(U)p, (V)] = 4”Ago1 )@y V)|t V)| fey (N Ju(1=v) dudy

px x| | v u
D(x,y) |du ov|_|2u 2«@ -1

D(M,V)_ ﬂ a_y h \/‘/1—\/ —\/u 4\‘/(1_‘/) .
du 9v| |24u  241-v|

On en déduit la densité de la loi du couple (U,V) donnée par :

Fuv@v)=4j@v)| fyy(Nuv.Jud=v)) 1, @u.v).

avec:  j(u,v)=

1 1 u
D’ou : (u,v)=————cex (——jﬂA(u, V).
Juy 21 Jv(1-v) P77)%
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2) U et V sont indépendantes ; en effet, on a :

oo 1
Vu=0, fU(u)=J._me,V(u,V)dV=§eXp(—%j

1

1
T vi-v)

Vve [0,1], (V)= f:fu,v(u,v)du =

Exercice 12.12 (loi Normale tronquée)

1

NS

Soit X une variable aléatoire de loi N'(0,1) de densité : p(x) =

N

X

et de fonction de répartition : ®(x) = / p(t)dt.

—00

1) Déterminer la loi de Y = | X]|.

2) Pour § € R, déterminer laloide Z = X 1lp oo (X).
3) Pour 6 € R, déterminer laloide 7 = X 1l}_o ¢1(X).
4) Pour a < b, déterminer laloide U = X 1, 5(X).

1) On remarque que Y est a valeurs dans [0,00[. Pout tout y > 0, la fonction de répartition
de la loi de Y est définie par :

y
Fy() =P <y)=P(X|<y)=P(=y< X<y = / px)dx = ®(y) — O(—y)
o

En dérivant on obtient la densité de laloi de Y :
Jry) = Fp(y) = (9(3) + 0(=)) Tjo.coi(¥) =2¢0(y) Tjo,c00(¥)
2) La fonction de répartition de la loi de Z est définie par :
Fz2()=P(Z<2)=P(X<z|X2>20)
0 siz <0 0 siz <0
=1 PX<zet X 20) =3 &) -0

i2>0 PO =PO) G0
PX>0) Siz — %0 siz

En dérivant on obtient la densité de la loi de Z :

w(z)

fz2(2) = F,(2) = Y0

g, 001 (2)
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3) La fonction de répartition de la loi de T est définie par :

Fr) = P(T < 1) = P(X <1X < ) = L XS AlL0)

P(X <0
P(X <t D(t .
¥ sitr <6 L sir <6
-] P(X<K0) =] @06
1 sit >0 1 sit >0
En dérivant on obtient la densité de la loi de T :
(1)
D =F.(t) = — 1,_ t
fr(@®) (1) 0@ | 00,01 (t)
4) La fonction de répartition de la loi de U est définie par :
Fyw)=PU <u)=P (X <ula <X <h)
0 siu < a
0 siu <a
D) — Pa) .
=1 Pa<Xx< =y ——— sia<u<b
P(“<X<Z) sia<u<bh | ®b) — @
@sX<b) 1 siu>b
1 siu>b
En dérivant on obtient la densité de la loi de U :
, ()
= F = — ]1 a
Su () u (1) o) _d@ ! b1 (1)

Exercice 12.13

Soit X et Y deux variables aléatoires. On suppose que la loi de Y est définie sur I’in-
tervalle ]0,1[ de densité fet que conditionnellement a {¥Y =y}, X prend ses valeurs
dans I’ensemble {1,2,...,n}, avec n = 2, et suit la loi :

y sik=n
PX=klY=y)=\1=y o1
n—
I 2 : 2
On notera M:E[Y]:Joyf(y)dy et o :Var[Y]ZJO(y—/J) Ty

1) Déterminer la loi marginale de X. En déduire E[X] et Var[X].
2) Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant {X = k}.
3) Montrer que pour tout k € {1,...,n—1},ona:

E[Y/X=n]>E[Y/X=k].
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1) Laloi du couple (X,Y) est donnée par :
Y si k=n

fxy(ky)=P(X=k1Y=y)f(y)= l%f(y) sik=1,.,n=1

1
et la loi marginale de X est donnée par : P(X =k) =J Sxy(k,y)dy, soit:
0%

1
onf(y)dy=u sik=n
P(X=k)= 1 1 _
- . - = _u 1 = —_
Sy = skt
Ona:
n—1 -1
Ex1=3 mum
k=1 k=1 k=
n—1 1— n—1
E[X ]—Zk P(X=k)=n’P(X=m)+Y K’P(X=k)=n’p+ lllzkz
k=1 k=1 el

=n2ﬂ+1_'u n(n-1)2n-1) _ n(2n—1)+n(4n+1)ﬂ
n—1 6 6 6

et: Var[X]= E[X*]-(E[X])* = %(1 — WG +n-2).

Fey®y)

; soit :
P(X=k)

2) Pourtoutk=1,..,n,0ona fp(y/X=k)=

Ly sik=n

FAVIX = k) = .
1= yf(y) sik=1,..,n—1

3) Onremarque que 0 < L < 1 ; en effet, Y est a valeurs dans ]0,1[ ;
d’autre part, on a :

1 1 1 2 2
E[Y/X=n]=Jony(Y/X=n)dy=;Joy2f(Y)dy= ° -

et:Vke {l,...,n-1}

| 1 1 _ 2 2
E[Y/X=k] :J'Ony(Y/Xz k)dy=—l_ﬂJ-OY(l—y)f(y)dyz%;/’l)

O_2

>
ud -

donc:Vke {1,..,n—1}, E[Y/X=n]-E[Y/X=k]=
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Exercice 12.14

sont indépendantes et suivent la méme loi N'(0,x), ¢’est-a-dire :

! ex —i fr(zlx)= ! ex —i
27 x P 2x [ V27rx P 2x )

1) Déterminer la loi du couple (Y, Z).

Fr(y/x)=

2) Déterminer la loi de X conditionnellement a {Y =y, Z = z}.
3) Calculer E[X/Y, Z].

5) Calculer E[X/U].

1) Comme, conditionnellement a {X = x}, Y et Z sont indépendantes, ’on a :

Ty Z:20%) = fy(ylx) fA2x).
Donc : fyy (x,9.2)= fy ,(0.2/ ) f(x) = fy(y/ x) f,(2/ x) f(x),

oo
et: fy,z(y,Z): B fx‘y’z(X,y,Z)dx‘

D’oil la densité de la loi du couple (Y, Z) : V (y, 2)e R?2

4) On pose U =Y + Z. Déterminer la loi de X conditionnellement a {U = u}.

<1
sz(y,Z)—J fy(y/x)fz(z/x)f(x)dx—? —e P[Z—(l"‘y +z )}
_ I [ au= F<4> _ 3
2n(l+y> +22)* do 2n(l+y* +22)*  w+y*+25)*

On remarque que Y et Z ne sont pas indépendantes.

2) Conditionnellement a {Y =y, Z =z}, la loi de X est donnée par :

fxyz(%.3,2)
/ R T2 Da T 7
Sx(x!y,2) fY,Z(y’Z)

A+y*+25)*

soit : /y,2)=
fX(x yZ) 96)65

-1
exp [g 1+ y2 + zz)}]llo,m[(x).

3) Ona:
1+y*+27

E[X/Y:y,zzz]zj * fy(xl 2 dr ==

soit: E[X/Y,Z] =é(1+1/2 +Z%).

F<3)=é(1+y2+z2),

Soit X, Y et Z trois variables aléatoires. On suppose que la loi de X est définie sur R,

1 -1
de densité f(x)= Tor exp(z—)ll[o,w[ (x) et conditionnellement a {X = x}, YetZ
X X
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4) Du fait que, conditionnellement a {X = x}, Y et Z sont indépendantes et suivent la méme
loi N'(0,x), I’on déduit que, conditionnellement & {X = x}, U = Y + Z suit une loi N(0,2x) ;
2

c’est-a-dire f;, (u/x) = —Z—) ;onadonc:Vue R
X

1
—2m CXP[
fo@ = frutrude= [ fytur o fndx

32J—J 573 exp[—(2+u )}

2

. 24+u .
En effectuant le changement de variable ¢ = 4—, on obtient :
X

4 * _ 41 (7/2
fu(u)=—)7/2-[0 2% tdt:#

1
— , et en tenant compte de | — |=
N2 +u? JrQ+u?)’? (2) &

7
et T(ot+ 1) = ol(ax) , FG):% T etdonc:fU(u)=§(2+u2) 2,

On a alors :

( , ) 2 2\7/2 1 -1
Fy () = foZ(z)u B (16J:<Lis)ﬁ 7RG [E(H"Z)}ﬂ]o’“[(x)'

2 2
Fu , soit : E[X/U]:2+U .

5) Ona: E[X/U:u]:Jm X fio(xJuydx = 2

Exercice 12.15

1) Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité :
Sx(x) = (1 — |x]) -y 17(x)

Déterminer ¢y la fonction caractéristique de la loi de X.

2) Pour n > 1, on définit les fonctions f;, par :

+1+0  sio—\/1+062<x <0,
£.09 _9n+1/1+93 si —60,<x<86,

n{X) =

JI+602—x  sif,<x<,/1+06

0 sinon

ou 0, est une suite de réels strictement positifs vérifiant : lim 6, = 0.
n—oo

a) Montrer que pour tout n > 1, les f;, sont des densités de probabilités.
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b) Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles de lois f;,. Déterminer
©, la fonction caractéristique de la loi de X,.

¢) Montrer que X,, converge en loi vers X. En déduire
Vne R, lim P(X, >n).
n—oo

1) Ona:

[ 0 1
(px(t) / fX(x) e—Zimx dx = / (1 +)C) e—Zimx dx +/ (1 _ x) e—Zimx dx
— 00 _1 0

1+ 2int — 2T | =2t — e 2T

4m2t2 4m2t2
1 —cos(2mt)  (sin(mr) 2
2m2t2 - mt

2) Posons : a, = /1 + 6.

a) Du fait que f;, est paire, on a :

o) —0,
/ fn<x>dx=/ (¢ +ay) dx

an
0

+ (an—en)dx+/ (@ — x)dx
—0, 0,

[Z

—2 "(an—en)dx+2/"(an—x>dx
0 0,

274
=2 [(ay —0,) x]7 +2 [anx - %] —a>—0 =1
A

b)Ona:

-0,

> " .
QO”(I) = / f;1(x) e*Zi‘/rtX dx = / (x + an)efbmx dx
—00 —ay
9” . an X
+/ (a, — Qn)e*szx dx +/ (a, — x) 2T 4y
—0, 0,

0, [
=2 / (a, — 0,)cosmtx)dx + 2 f (a, — x) cos(2mtx) dx
0 [

_ cos(2mb,t) — cos(2may,t)
B 2 w212
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¢) Du fait que Ilim 6,=0, on a : cos2uf,t) — 1 et a, = 1+0ﬁ—>1,
n—oo n—oo n— 00

cos(2ma,t) —> cos(27t). On en déduit
n—oo

Vi i ® 1 — cos(2mt) sin(rt) \ > »
1m = = fr
" it 8 27212 it Px

ce qui montre que X, converge en loi vers X.

Pour tout n € R, on a:

lim P(X, 2n=PX >n) = /OO fx(x)dx
n

n—o0

1 si p<—1
0 1 1 2

/(l+x)dx+/(l—x)dx:1—# si —1<n<0

n 0
- 1 =2

/(1—x)dx=ﬂ sio<n<l
i 2

0 si n=1

Exercice 12.16 (convergence en loi)

1) Pour x €]0,1[, étudier la variation de la fonction g(x) = ﬁ —4
x(1—x
Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme Z/([0,1]). On définit la
1
variable aléatoire X par : X = ——— — 4.
uld-"u)
2) Déterminer fx la densité de la loi de X.
3) Déterminer Fx la fonction de répartition de la loi de X.
4) Soit X1,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
que X. On pose : U, = sup{Xy,...,X,}.
2
Déterminer F}, la fonction de répartition de la loi de U,. Montrer que 7,, = s
n
converge en loi vers la variable aléatoire T de loi Exponentielle de parame-
tre 1.
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2x —1

——— ; donc g’ s’annule
(1 —x)? §

1)Ona: lirr(l)g(x) = lirr} g(x) = 0o. D’autre part, g'(x) =
x— x—

1 . .
;donc x = 2 réalise le minimum

N =

1 1
au point x = E.g’(x) <0six < Eetg’(x) >0six >

de g sur I'intervalle ]0, 1.
2) D’apres 1), on remarque que X = g(U) donc la variable aléatoire X est a valeurs dans
]0,00[. Pour toute fonction /# a support compact on a :

E [h(g(U)]= / h(g () fu () du

1 1 1
_ / h(g(u)) du = / ) du + /1 (g (w)) du
0 0 =

2
[N}
11 I

1

2
Dans I} = / h(g(u)) du, effectuons le changement de variable : x = g(u) = 4.
0

u(l—u)

Ona:u’—u+

1
= 0 ; du fait que g est décroissante sur I’intervalle ]05] ,ona:

x+4
1 1 1 1
U=—-——,-— . Donc quand u — 0, x > 00 et quand u — =, x - 0 ; et
2 4 x+4 2
dx o dx
du = ————— Tl vientdonc : :/ hx) —————.
NCERe T a7

1
Dans I, = /; h(g(u))du, effectuons le changement de variable

2

1
= 27—4
x = g(u) w0
Du fait t i t I’int 11 11 1+ ! ! D
i roissan r I'inter - na:u=-— - — . Don
u fait que g est croissante su ervalle > ,ona 7 i onc
1 dx .
quandu—>—,x—)Oetquandu—>l,x—>oo;etduzin.llwentdonc:
2 VX (x + 4
/00 dx O dédui
I, = h(x) ——— . On en déduit :
2 0 ()ﬁ(_x+4)3/2
o 2
Eh(X)]=1 ~|—I=/ h(x) ————dx
(h(X)]I=hL+ 1 ; ()ﬁ(x+4)3/2
D la densité de la loi de X est défini fx(x) 2 1 (x)
onc la densité de la loi de X est définie par : fy(x) = ———— x).
PRI = e a0
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3) La fonction de répartition de la loi de X est définie par :

* 2dt

Fx(x)z/;mfx(f)dlz A W

Effectuons le changement de variable : Jt =2\, il vient donc

Jx

Z dA

Fx(x) =/ : ——a- Effectuons le nouveau changement de variable
o (1+N)

dA
0 = arctan(\), (d9 = ), ona:

Jx
arclan<T> ﬁ X
¥ (x) /(; cos sin (arc an( > )) /x I

4) La fonction de répartition de la loi de U, est définie par :

Fn(t) = P(Un < t) = P(Sup{Xl’---,Xn} < t)

n n 7 n
— P(X, <t)= FI(I)Z(F (l‘))”: < —)
Il [Imo=ror={{=3

Cherchons la fonction de répartition de la loi de 7},. Pour toutf > O on a:

2n 2n
Fr,t)=P(T, <t)=P 7<l =1-P Un<7

n
2n 2 .

. 2\ "3 20\"1"2
=1-| 5 —1—(1+2) "=1-|(1+2
n n
+4

26\"
Or, lim <1 + —) = ¢?. On en déduit, que pour tout > 0, lim Fr,(t) = 1 — e~ ce qui
n n—oo

n—oo

est la fonction de répartition de la loi Exponentielle de parametre 1.

Exercice 12.17

Soit X, X, , ..., X,, des variables al€atoires indépendantes de méme loi uniforme
sur {1,2,...,N}. On pose :

U,=inf{X;,X,,...,X }etV =sup{X;,X,,..,X, }.
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1) Calculer les lois de U, et V, .

2) On suppose que N tend vers 1 quand n tend vers I'infini. Montrer que U,
n

converge en loi vers une variable aléatoire U dont on précisera la loi.

1) Loide U,: Vke {12,..N} PU,<k=1-(1-PX, <k)
1 k k
or: P(X, =k)=N, donc : P(X,; sk):ZP(XI =l)=ﬁ;

i=1
N k "
dou: PU,<k)=1-{1-—|.

N

k-1Y' kY
Soit: P(U,=k)=P(U,<k)-PU,<k-D)=[1-—-| —|1—-—— .
oit: P(U, =k)=PU, <k)-P(U, )( N) ( N)

Loide V,: Vke {12,...N}
n

P(V,<k)=P({Vi=1l,...n X, <k})= P[ﬂ{x,. < k}] = HP(Xi <k)
i=1

i=1

n . £ n
_I;IP(XI\k)—[P(XI\k)] _(Nj .

Soit: P(V, =k)=P(V, <k)-P(V, sk_1)=(%) _(ﬂ) .

N
k-1Y" n kY

2) Ona: —l=[1-2 L i

) Ona: P(U,=k) (1 N ) (1 )

n

o . nk-1Y" . n kY
d’ou: lim P(U,=k)=lim|1-— —lim|1-——
n—seo N N

n—yoo n n—oo n

— oD gk gD o1y

P loi N . sz o N _
On en déduit que U, 3 U, o U suit une loi géométrique de paramétre (1 — e !).

n—oo
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Exercice 12.18 (convergence en loi)

1) Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans {—1,1} deloi P(Y = —1) = «,
PY=1)=1l—-aavecO<a<]l.
Déterminer ¢y la fonction caractéristique de la loi de Y.

2) Soit (cvp),>; une suite de réels tels que : Vn>1,0<a, <1 et

lim «,, = «. On considere la suite de variables aléatoires indépendantes
n—oo

(X1)y>1 suivant la loi :

fn(x) =y 11[—n,l—n[(x) + (1 - an) ﬂ[n—l,n[(x)

a) Déterminer ¢, la fonction caractéristique de la loi de X,.

X
b) On pose : ¥, = —. Montrer que Y, converge en loi vers Y.
n

1) La fonction caractéristique de la loi de Y est définie par :

ey() =E[e"] = Z Y PY =y)=ae " +(1—a)e
ye{=1.1}

2) a) La fonction caractéristique de la loi de X, est définie par :

o0
@n(Z)Z E [eitxn] — / eitx f,,(x)dx
—00
l—n n—1
= oy / e dx(1 — o) f e dx
it __ 1 —it
= o, € . 7”‘1[ (1 _ an) —¢€ elnf

sin (;) 1 ) .
=|— [ Qn (5-n)r + (1= ayp) e’("‘z)’]
2

2) b) La fonction caractéristique de la loi de Y, est définie par :
t

vy, ()=E [eity”] =FE [ei’%] =, (_>

n

sin <L> ' |
— # [an Az +(1—ay) e”(‘ﬂ)’}

2n
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Or, pour tout ¢,

(1 . 1 . .
lim [an d@E ) L —a) el(l_ﬂ)t} =ae "+ (1—a)e =)
n—o0
on en déduit :

Vi, lim gy () =ae " + (1 —a)e’ =py)
n— 00

ce qui montre que Y, converge en loi vers Y.

Exercice 12.19

Soit (X)), une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi :
Vx=-10,1,2, .. P(X; =x)=;.

e(x+1)!

Onpose:S, =X, +..+X,.

1) Déterminer la loi de S, .

2) En utilisant le théoréme de la limite centrale (R12.20), montrer que

lim P(S, <0)= %

n—yeo

1) Pour tout 7, posons ¥; = X, + 1 ; donc les variables Y, sont a valeurs dans N de loi :

-1
Vike N P(Y,:k):P(Xi:k—l):i—'.

On en déduit que les Y; suivent une loi de Poisson de parametre 1 et en particulier,

T, =Y, + ..+ Y, suit une loi de Poisson de parametre n, c’est-a-dire V k € N
k
— =
P(T,=k)=e T

Ona: E[T,] = Var[T,] = n.
Pour tout k € {-n,....—1,0,1,...}, la loi de S, est de la forme :

nk+n

P(S, =) =P(T, —n=R)=P(T, =k+m=e" o
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2) Par le théoréeme de la limite centrale, la suite de variables aléatoires
_L,-ET] T,-n_S,

"o Var[T,]  Jn An

converge en loi vers une variable aléatoire Z de loi N'(0,1).

On a donc :

n—see n—see n n—yeo 2

lim P(S, <0) = lim P( 5_ < o) = lim P(Z, <0)=®(0) = 1

ou @ désigne la fonction de répartition de la loi N(0,1).

Exercice 12.20

Soit (X,)),~ | une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi :
PX,=1)=p,PX,=0)=1-p (O<p<l).

Pour tout n, onpose ¥, =X, + X, ., .

1) Déterminer la loi de Y, . En déduire E[Y,] et Var[Y,].
1 n

2) Soit T, = _ZYi’ calculer E[T,] et Var[T,].
s

3) Montrer que la suite (7))),~ | converge en moyenne quadratique vers la variable
aléatoire presque slirement égale a 2p.

1) Y, prend ses valeurs dans I’ensemble {0,1,2} etl’on a :
P(Y,=0)=P(X,=0,X,.,=0=PX, =0)PX, _,=0)=(1 —p)2
P(Y,=2)=P(X,=1,X,,=1)=PX, =DPX,_,=1) =p2
P(Y,=1)=1-P(Y,=0)-P(Y,=2)=2p(1 -p).

On en déduit : E[Y, | =2p et Var[Y, | = 2p(1 - p).

2) Ona: ET,] =E[Y,] = 2p et Var[T,]=~Var[y]==2"2)
n n
3) Ona: EI(T, ~2p)’]=VarlT,]= 22L=2),
n
donc : lim E[(T, —=2p)*]1= lim 2pd-p) _ 0.
n—yeo n—soo n

L, . m.q.
On en déduit : 7,, — 2p.

n—oo
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Exercice 12.21 (convergence en loi)

Déterminer ¢y la fonction caractéristique de la loi de X.

1 1 1
P(Xn=-5)=P|Xa=15)=5

a) Déterminer ¢, la fonction caractéristique de la loi de X,.
b) On pose : S, = X| + ...+ X,,. En utilisant :

VOeR, s1n0_2”sm< )Hcos<2k>

montrer que S, converge en loi vers X.

1) La fonction caractéristique de la loi de X est définie par :

) oo 1t
ox ()= E[¢"¥] = / e fx(x)dx = 5 / e dx
o ~1
_ el — it _sint
2ir ot

2) a) La fonction caractéristique de la loi de X, est définie par :

= E[™] = Y &M PX, =k

kel=zr o)

o) eon(] (2

2) b) La fonction caractéristique de la loi de S, est définie par :

©s (t)z E [eil‘S,,] — E[ it(X+.. +X) |:HetiA:|
n - n n t
it
=gE[e ‘] =g<ﬁk(1) =gcos (2—k>

sint sint n

t\ t
2n8in | — ! sin | —
n n

1) Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur ['intervalle [—1,1].

2) Soit (X,),~1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi :
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t

n

Or, lim =1, on en déduit :

n—-oo | < t )
sm | —
on

ce qui montre que S, converge en loi vers X.

. sint
Vi, lim pg (1) = - = ox (1)

n— 00

La figure suivante représente différentes trajectoires de S, pour n = 100 et n = 200.

S
S1o0 200

M”"‘“ mﬁiﬁ, .
A g

Exercice 12.22

Soit (X)), et (¥,),~ deux suites de variables al€atoires indépendantes ; on sup-
pose que pour tout 7, X; et ¥, sont indépendantes entre elles et de lois données par :

PX;=1)=p,PX;=-1)=1-p (pe 10,1])
Vke N,P(Y;=k =0k1-0) (6e]0,1].

n
Onpose: §, = ZXI-Yi .
i=l
1) Calculer E[S, ] et Var[S, ].

2) Application : on suppose p = % Montrer que, pour tout réel 1 > 0, les limites :

lim P(|S,,| =nn) et lim P(|Sn| <mn+/n) existent et trouver leurs valeurs.
n—oo n—oo

1) Pour tout i, on a : E[X;] =2p — 1, Var[X,] = 4p(1 - p) et
6
(1-6)°

[=EY,]= ZkP(Yl =k)=(1—9)2k0k =&, o2 = VarlY,]=
k=0 k=0
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Comme X; et Y; sont indépendantes, on a :
E[S,] = nE[X,Y,] = nE[X,] E[Y,] = nu(2p — 1)
Var[S,]=nVar[X,Y,]= n[ E[X} Y 1- (E[X,Y,])*]

= n ELX? 1ELY - (ELX, P ELY, I*].

Or,  E[X?]=Var[X,]+(E[X,])* =1
0(1+6)
(1-6)*

et E[Y]=Var[}]+(E[N])’ =0’ +u° =
Donc : Var[S,] = n[6? + 4p(1 — p)u?].
2) Si p:%, on a : E[S,] = 0 et Var[S,] = n((52 + u2) = nt? ou l'on a posé

2524 »_ 6(1+0)

T = = .
(1-6)°
Par I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, V € >0, on a :
2
P(S, - ELS, |> £) = P(s,|> &) < L2151 _ 17"
e £

2

S T
Prenons € = nm, il vient donc P(|Sn| >nn)s—s;.
nmn

2
Donc : lim P(S,|> nm) < lim — =0, soit lim P(S,|<nn)=1.
n—oo n—oo nn n—oo

n

JVarl§, ] n

—E|
Par le théoréme de la limite centrale, la suite de variables aléatoires Z, = Sy 5,1 = 5

converge en loi vers une variable aléatoire Z de loi N'(0,1).

Ona:

. (s . IS,| _n
s nin=m o <) e B2

=2q>(ﬂ)—1_2 (’7(1 9)]
T JO(1+0)

ou @ désigne la fonction de répartition de la loi N'(0,1).
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Exercice 12.23
Soit (X))~ une suite de variables aléatoires indépendantes, telle que X; suit une
loi de Poisson de parametre 1. On pose : S, = ZXl..

i=1

1) Déterminer la loi de S, .

nk
1
2) En utilisant le théoréme de la limite centrale, montrer que lim e~ Z =—.
n—seo k2
1) Comme X, , X, , ..., X,, sont indépendantes de méme loi de Poisson de parametre 1, S,
suit une loi de Poisson de paramétre n. En particulier, on a :
k
Y k=0, P(S,=k)=e¢" o POSS, <n)= ZP(S _k)_e‘" L
k=0 k'

et: E[S,] = Var[S, ]=n.

2) Par le théoreme de la limite centrale, la suite de variables aléatoires
_S,—E[S,] _S,-n

JVarlS, ] Jn

nok
On adonc : lim e_”zn—z limP(0<S, <n)=lim P( Jn < S = <0j
ne A=kl

converge en loi vers une variable aléatoire Z de loi N'(0,1).

n—ee n—oo \/l’l
= lim P(—/n < Z, <O)—11m[cb(0) ?(- I)]:@(O):%

ou @ désigne la fonction de répartition de la loi N'(0,1).

Exercice 12.24

Soit (X,)),~ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi et de
fonction caractéristique @ vérifiant :

Vn=0 p=E[X]<ew,c?=VarlX ]<e.
On définit : y (1) = In(@ (7).

On pose : UO:% et, pour n =1, U"ZH_T'

1) Exprimer la fonction caractéristique de U,, en fonction de y.

2) Etudier la convergence en loi de la suite (U,),~ -
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o X, 1 , . .
1) Ona: U, =ZW Posons  a; ZW’ I'expression de U, devient alors :

k=0

n
U,= Zaka . Notons ¢, la fonction caractéristique de U, . On a :
k=0

@, ()= E[exp(=2intU,)| = E{exp[—Ziﬂtz a X, H = E{H exp(=2imta, X, )}

k=0 k=0

= H E[exp(—Zin’ ta, X, )] = H(pxk (apt)= H(p(akt).
k=0 k=0

k=0
Soit : In(g, ()= (@)= D yla). (1)
k=0 k=0

Q'(1)
(1)

et

D’autre part, de y (1) = In(@ (¢)), on déduit y’(¢) =

=2 (t)_((p_(t)

2
] ; et en particulieren =0, on a :

"o\ o)
y0) =29~ 0) = 2ix B, 1 = -2in
(0)
” 7 2
et y(0)=2 Y —("’ (O)J = 0"(0)— (@(0))? = (2im)* E[X? ]~ (~2ix ELX,])*
00 L0

= (=2im)’[ELX] 1- (ELX, ]} | = - 470>

En utilisant le développement limité de y (a I’ordre 2), au voisinage de 1 =0, on a :
2

w(t) = w(0)+ 1y’ (0)+ %1//”(0) +o(t?)=2impt— %(27: 0)’1* +o(t?).

Donc, de la relation (1), on déduit :

n
In(g, (1)) = 2(—2mak ut _Lon a o)2t2)+ R, )
k=0 2
ou lim R, =0. Soit :
n—soo
n 1 n
In(g, () = —2ix WZ a - Cn a)zzzzai +R,. A3)
k=0 k=0
Or: ia _]_(l)nﬂ - 1 et iaz—l(l—L) - 1
b 2) e S &)Ly
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2
Donc de la relation (3) on déduit, lim ln((pn(t))=—2i7t/.tt—%(2ﬂ—aj 2, soit
n—oo

3

2
. . 1(2 P i N .

lim @, ()= exp{—bnut—a(ﬁj tzl ; on en déduit que U, 1& U, ou U suit une loi

n—eo

NG nosen
2
o
N =
%)

Exercices d'entrainement

12.25 On considere la fonction f définie par :

%—% si 0<x<1
fx)y=3C si 1<x<?2

1 X

ﬁ—i—g si 2<x<3

ou C est une constante.
1) Calculer la valeur de C de sorte que f soit une densité de probabilité.

2) Soit X une variable aléatoire dont la loi admet la densité f. Déterminer Fx la fonc-
tion de répartition de la loi de X.

12.26 Soit X une variable aléatoire réelle de densité :

1 x
ex si x <0
A+ p
fx) = ) A>0,u>0)
eiﬁ si x>0
A

1) Déterminer E[X] et Var[X].
2) On pose : Uy =1j_o0,01(X) et U =1jo oo (X) . Déterminer E[U;] et E[U-].

3) On pose : Vi = XTj_o01(X) et Vo = X1jpoor(X). Déterminer E[V;] et
E[V2].
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12.27 Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi normale N (p,1) (1 > 0) de den-
1 _e-—w
2

e
N2
X —p

1) Déterminer la densité de laloide T = |——|.

sité @ fx(x) =

2) Calculer E[T] et Var [T].

1
12.28 Soit X une variable aléatoire réelle de densité : fx(x) = = i1 oop (x).
X

1
Déterminer la densité de laloide U = 1 — X
1
12.29 Soit X une variable aléatoire réelle de densité : fx(x) = ————. Déterminer la
7 (1 +x2)
1
densité de laloide U = —.
X
1
12.30 Soit X une variable aléatoire réelle de densité : fx (x) = mﬂmml(x)-
X
1) Déterminer la densité de laloide U = +/ X.
2) Pour n > 0, déterminer P(U > n).
. . , . P .z 1
12.31 Soit X une variable aléatoire réelle de densité : fx (x) = ————-.
(1 +x2)
1
1) Déterminer la densité de la loi de U = .
1+ X2

2) Déterminer Fy la fonction de répartition de la loi de U.

3) Calculer E[U] et Var [U].

12.32 Un systeme électronique, ayant une entrée E et une sortie S, est constitué de trois
composants C, C, et C3 montés en parallele selon le schéma suivant :

E

N
DNl

Le systeme cesse de fonctionner quand il n’y a plus de chemin entre E et S. Soit 77,
T, et Ts les durées de vie respectives des composants Cy, C, et C3. On suppose que
ce sont des variables aléatoires réelles indépendantes de lois :

fi =X e_Ajtﬂ]o,oo[(t) J=123 (>0

Déterminer la durée de vie du systeéme.

265
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12.33 Reprendre le méme probleme que 12.32 avec le systeme suivant :

E S

On suppose que les durées de vie des 4 composants sont des variables aléatoires
réelles indépendantes de lois respectives :

fity =X e M g or(t)  j =12 (A >0)
fily =X e o o(t) =34 (A2 >0)

Déterminer la durée de vie du systeme.

12.34 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant la méme loi uni-
forme sur [0,1]. Déterminer la loi de U = XY.

12.35 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant la méme loi uni-
forme sur [—1,1]. Déterminer la loi de U = X? + Y2,

12.36 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant la méme loi de
densité : f(x) = Ne ¥ Lio,cof(x) (A > 0).Déterminer laloide U = /X 4+ Y.

12.37 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de lois respectives :
Sx(x)=2xTp1(x) et fy(y) =21 —y)Ilp1;(y). Déterminer la loi de
S=X+Y.

12.38 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant la méme loi uni-
forme sur [0,1].
1) Déterminer la loi du couple (X, X —Y).
2) X et X — Y sont-elles indépendantes ?

12.39 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles de loi :

fxy(x,y) = ! e~
0
Onpose:S=X+Y et U=X>+7Y2

1) Déterminer la loi du couple (S,U).

2) S et U sont-elles indépendantes ?

3) Déterminer la loi marginale de U.

4) Déterminer la loi conditionnelle de S sachant {U = u}.

5) Calculer E[S?] et Var [S2].
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12.40 On considere (X,Y) un couple de variables aléatoires dont la loi admet la densité :
(242
Sry(xy) =Ke ™ Mg o)

ou K est une constante.

On définit les variables aléatoires S,U,V,Z et T par :

X
S=X+Y7, U=——, V=
X+Y X

Z =sup{U,V}, T =inf{U,V}.

~

+
~

1) En effectuant le changement de variables x = /r cosfl, y = +/r sinf), détermi-
ner la valeur de la constante K.

2) Déterminer la loi du couple (S,U).

3) U et S sont-elles indépendantes ?

4) Déterminer la loi marginale de U.

5) Déterminer Fy la fonction de répartition de la loi de U.

6) Exprimer Fy la fonction de répartition de la loi de V en fonction de Fy.

7) Déterminer Fr la fonction de répartition de la loi de 7. En déduire f7 la densité
delaloide T

8) Déterminer F'; la fonction de répartition de la loi de Z. En déduire f la densité
de la loi de Z.

12.41 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi uni-
forme sur I'intervalle [0,1]. On pose : U = —In (1 — XY).

1) Déterminer fy la densité de la loi de U.

2) Déterminer Fy la fonction de répartition de la loi de U.

3) Soit Uy,...,U, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
que U.
On pose : T, = sup{U,,...,U,}. Déterminer F7, la fonction de répartition de la
loi de T,,.
12.42 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi uni-
X+Y
forme U([0,1]). On définit la variable aléatoire U par : U = ﬁ

1) Déterminer la loi du couple (X,U).
2) X et U sont-elles indépendantes ?

3) Déterminer la loi marginale de U.

4) Déterminer la loi conditionnelle de X sachant {U = u}.
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12.43 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On suppose que :
* la loi de Y admet la densité : fy (y) = 6y(1 —y) Lo,11(y)
e conditionnellement a {Y = y} , X suit une loi uniforme ([0, y]).
1) Déterminer fx la densité de la loi de X.

2) Déterminer ¢y la fonction caractéristique de la loi de X.

12.44 Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité :

1
fr =5 e 0>0)
1) Déterminer F la fonction de répartition de la loi de X.
2) Déterminer E[X] et Var[X].

3) Soit U une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur I’intervalle [—6,6].
On suppose que X et U sont indépendantes et on définit la variable aléatoire
Y par:

{X siX <6
Y =
X+U siX>¥0

Démontrer que, pour tout 6 , Var[Y] > Var[X].

12.45 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. On suppose que :
* laloi de Y admet la densité : fy (y) = ye ¥ ljo,00(»)
e conditionnellement a {Y = y}, X suit une une loi uniforme sur 'intervalle
[0—y,04+y] (0 €R).
1) Déterminer fx la densité de probabilité de la loi de X.
2) Déterminer E[X] et Var[X].

Réponses

7
1225 1) C = —.
24

2)Ona: Fy(x) = P(ng):/x f()dt.

esix <0, Fx(x) =0,

. x(20 — 3x)
esi0 <1, F =

si0 < x ¥ (x) 73

1 <2, Fy(x) 34 14x
. < X K 4, X)) = —/——,

o X 48

15+2 3x2

.s12<x<3,FX(x)=$,

esix >3, Fx(x) =1.
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12.26

12.27

12.28

12.29

12.30

12.31

12.32

12.33

12.34

1) E[X] = pu— XetVar [X] = pi2 + \2.

2) E[U)] = Aiu et E[Us] = ﬁ
3)E[Vi] = A_fu et E[V,] = Afu'
D fr@) = % 67# Lo, 00 (1) .

2) E[T] = ;:\//EE et Var [T] = 71;:.

U suit une loi uniforme sur I'intervalle [0,1], fiy (1) = Tjo,17(u).

1

U suit la méme loi que X, fu (u) = ————.
suit la méme loi que X, fy (u) (1 +u?)

2u
D fu(u) = mﬂ]o,m[(u)~

1
2)PU > 1) = rp=

D fo(u) = Iy, 1 (ue) .

1
T uN1—u
2)Vu € [0,1], Fy(u) = ;zrarcsin(ﬁ).

1 1
3) E[lU] = = et Var [U] = —.
) E[U] 5 ¢ ar [U] g
Soit T la durée de vie du systeme, on a : T = sup{T;,T»,T3} et

friv=[NeM A —e ) A —e ™)+ e Q- M)A —e™)

FA3e M (1 —e ™M) (1 —e )] T oo (1)

Soit U = sup{Ty,T»}, V =sup{T3,T4} et T la durée de vie du systeme, on a :
T =inf{U,V} et

fry={2A e (1 —eM) [1= (1= e

+20e M (1 —e™) [ = (1 —e ™)} oo (1)

Sfu) = —In(u) I, 17 (u) .
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12.35

12.36

12.37

12.38

12.39

12.40

. 1 1 . 1 . u—1 1
Ju(u) = 7 0,17(u) + 3 arcsin <ﬁ> — arcsm( T) (,21(u) .

fo) =22 u? e T o (1)

8 2
fs6) = (262 (1= ) Bo) + <§ —257 43 s3) Ti21(s) -

Posons: U =X —Y.
D fxu@,u) = Ti_icucr<ty-
2) X et U = X — Y ne sont pas indépendantes.

—u

e
——>0, 2u—s2>0)-
V2u — 52 '

2) S et U ne sont pas indépendantes.

D fsu(s,u) =

3=

3) fu(u) = e " Tjg oof (u).

fsulsuw) _ 1 1
Sfu(u) T 2u — s? (V2,21

5) E[S?] = 1 et Var [$?] = 2.

4) fs(su) =

(s) (m=0).

4
DK =-—.
™

4
2) fr(s) = —sexp (=5 (u? + (1= 1)) Mo.oof () T, 11 00)
3) S et U ne sont pas indépendantes.
4
4) fu(u) = —
i

1
T+ @u— e

2
T

5) Fy(u) = /Ou fu@®)dr = (arctan(Zu -1+ %)

6) Fy(v) = % (arctan(2v -+ g)

4 8
7) FT(t)Z 1—7—Tarctan(l—2t) 5 fT(Z)Z ;mﬂlo,%](t)

4 8 1
8) Fz(z) = - arctan(2z — 1) , fz2(2) = — mﬂ[%‘l[(@
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1241 1) fy(m) = —e " In(1 —e™) Njg.001(1).

2) La fonction de répartition de la loi de U est définie par :

Fy(u) = /-u fu@)dt = — /u e 'In(l —e")dt
—00 0

En effectuant le changement de variable : A = 1 — ¢~ (d\ = ™" dr), on obtient :

u

l—e™
Fy(u) = —/ In(V)dA=—[A(n) — D]y =(1—e™) (1 -In(l —e™))
0
3) La fonction de répartition de la loi de 7, est définie par :

Fr,(t) = P(T, < 1) = P (sup{Uy,....Uy} < 1)

= ]_[ PU; <) = ]_[ Fy, (1)
i=l i=l1

=(Fy®)' =(1-¢")" (1-In(l—e™))
12.42 1) La densité de la loi du couple (X,U) est donnée par :

n

9 = 5 ]1 9 bl
Jx.u(x,u) dra? a(x,u)
2u
avec: A =3 (x,u):u>0,0< —x<1;.
1+u
2) X et U ne sont pas indépendantes; car, elles sont liées par la relation :
2U
0<——-—X< 1.
14U
3)
2 4
+u u
/ o = Ay MOSHS!
u u)-:
foa =1{"

! 2 2 )
——dx=— siu > 1
o (I+u)? (I +u)?

4) La loi conditionnelle de X sachant {U = u} est définie par :

14+u 2u
— s510<x < ,0<u <1
Fx(x|u) = Mz 2u 1+u
o) 1 Si0<x<1l,u>1

1243 1)
Sxr(y) = fxxly) fr(y) =61 —y) Iy 1(x) Mo, 17(y)

=6(1 —y) Ly (x) N ()



272 Mathématiques du signal

La loi marginale de X est définie par : Vx € [0,1],

00 1
fx(x)Z/ fx,y(x,y>dxdy=6/ (I—y)dy=3(1-x)*

2) La fonction fonction caractéristique de la loi de X est définie par :
oo 1
ox ()= E [¢"*] = f " fy(x)dx =6 / (1 —x)%e™ dx
—00 0

3(2t 4 ir* —2i + 2ie')

t3

1 [* 1

5/ e'fedtzie“e six <40

1244 1)Ona: Fx(x) = -

LOTL o) L0

-+ = e dt=1— e six >0

2 2 ), 2
2)Ona:E[X]=0,E[X*]|=2+6 et Var[X] =2

6? 6?

3)Ona:E[Y]:QetVar[Y]:Z—i—Hz—i-g—92=2+€>2=Var[X].

1245 1)

1 X
fxr(x,y) = fx(x|y) fr(y) = 3 e Mgy o4y1(x) Lo 00r()

1
== 1_oo000(®) Tpjx—6),00()

2
La loi marginale de X est définie par: Vx € R,
o 1 [ 1
fx() = f fry(xy)dedy = - / e dy= e
NS 2 Jixzo 2

2)Ona: E[X]=0¢et Var[X] =2.
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Chapitre 13

Covariance.
Coefficient de corrélation

RAPPELS

Soient X et Y deux variables aléatoires.

e covariancede X et Y :
Cov(X,Y)=E[(X — E[X])(Y — E[Y]D]=E[XY]— E[X]E[Y](R13.1)

* Si Cov(X,Y) =+ 0 on dit que les variables X et Y sont corrélées.
* Si X et Y sont indépendantes on a : Cov(X, Y) = 0, alors elles sont décorrélées
(en général, la réciproque est fausse).

* Propriétés de la covariance :

Cov(X, X) = Var[X]
Cov(X,Y)=Cov(Y, X)

(R13.2)
Cov(aX,bY) =abCov(X,Y)
siY =aX + b, alors Cov(X,Y) =a Var[X]
o coefficient de corrélation entre X et Y :
Cov(X,Y)
(R13.3)

P= \/Var[X] VarlY]
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* Propriétés du coefficient de corrélation :

WIS (R13.4)

* X la meilleure approximation de X par la droite aY + b :

Var[X]
Var[X]

X =E[X]+p (Y — E[Y]) (R13.5)

Exercice 13.1

Soit X une variable aléatoire telle que Var[X] = 02<; pour 8 € R, on définit les
variables aléatoires X , X, , ..., X, de la fagon suivante :

Xj=XetVi=2.,n X;=6X_,.

Calculer le coefficient de corrélation entre X, etX,. Commenter le résultat.

Ona:X =6X = 61X, donc :

Cov(X,.X,) = Cov(6"1X.X) = 0" ICov(X.X) = 6" !Var[X] = 6" 02 .

n
D’autre part : Var[X,] = Cov(X,.X,) = Cov(6""'X,6"1X) = 2(*"Dg? |
Cov(X,.X) _ 6" s> o'

Donc: p(X,,,X;)= = =
JVarlX, Var[X]  920-Dg* g

o (X..X)= 1 sin=2k+1
soit PLARED = san(0) sin=2k

Ce résultat est naturel car, pour Y = aX + b ou a et b sont des constantes (a # 0), on a p(X.,Y)
=sgn(@) == 1.0r X, = 0”*1X1 , donc il est clair que si n — 1 est pair p(X,,X|) = 1 et si
n— 1 estimpair p(X,,X,) = sgn(0).

Exercice 13.2

Soit X; , X, , .., X,, des variables aléatoires telles que pour tout
i=1,..,2n (avec n = 2) Var[X,] = o2 <ooet pour i #j Cov(Xi,Xj) = 002

n 2n
Soit : Y=2Xi et Z:ZXi.
i=1 i=1

1) Calculer Var[Y] et Var[Z]. En déduire des conditions sur 6.

2) Dans ces conditions, calculer le coefficient de corrélation entre Y et Z.
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1)Ona:

Var[Z]= COV(ZHX Zx] ZCOv(X,, ])+2COV(XZ,X)

i#j
=2n0> + 2n(2n - 1)Cov(X.X,) = 2na?[1 + (2n - 1)4.

-1
n—1

On doit donc avoir 1 + (2n — 1)0 > 0, ce qui donne 6 >

(D

De méme Var[Y] = no?[1 + (n — 1)0] ; avec 1 + (n — 1)0> 0, ce qui donne : 9>__1. 2)
n—1

.. . . -1 -1 -1
Les conditions (1) et (2) sont réalisées si 6 > sup{ s }: 3)
n—1 2n-1 2n—1.

D’autre part, par (R13.4), pour i # j, on doit avoir |p(Xl.,Xj)| < 1, ce qui donne:
|COV(X1, j)|

/Var[Xl-]Var[Y ]

-1
En regroupant les conditions (3) et (4), on obtient : 8 € ]2 1,1}.
n—

=l6|<1. )

2)Ona:
n 2n
Cov(Y,Z)=Cov ZX,-,ZXJ =Cov ZXZX + Zx
i=1 j=1 j=n+l
n 2n
= Cov ZXZX +Cov ZX ZX Var[Y]+Z ZcOv(X,.,Xj)
Jj=n+l i=1 j=n+l
= Var[Y]+n*Cov(X,,X,,) = Var[Y]+n*66* = nc*[1+(2n—-1)0] ;
d’ou :

Cov(Y,Z) m
Var[Y]Var[Z] \2(1+(n INCE

p(Y.Z)=

Exercice 13.3

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles, on suppose que :

e Conditionnellement a {Y = y}, la loi de X a pour densité :

Fr(xly) = Iy e oo () (¥y > 0)

e Conditionnellement a {X = x}, la loi de Y a pour densité :

Jr(ylx) = eV l,0e((y) (Vx> 0)

14+x
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1) Montrer que X et Y suivent la méme loi.

2) Calculer E[X], Var[X] et E[XY]. En déduire p le coefficient de corrélation
entre X et Y.

3) Avec (R13.5). Déterminer :
a) X la meilleure approximation de X par la droite aY + b.

b)e = ||}A( — X|I> la précision de I’approximation et l'erreur relative
X —XI|
X1l

1) Par définition de la loi du couple (X,Y),ona: Vx > 0,Vy > 0
X+y

Frr(ny) = fr ko) fx@) = T e fr(x)
—+x
(1)
Frr(y) = fr(ly) fr() = fii e fr(y)
De (1) on déduit : Vx > 0,Vy > 0
+ -+
% e fy(x) = TTi e fr(y) @)

Or, une fonction de x ne peut étre constamment égale a une fonction de y que si ces deux
fonctions sont égales a une constante que 1'on notera A. Soit, Vx > 0,Vy > 0

fx&x)  fr()

A+xer (+wer ©
ol A > 0. Il vient donc
o0 o0
l:f fx(x)dxz)\/ (1+x)e *dx
0 0
1 1
On en déduit fy(x) = ;x ¢l 00 (x) . De méme : fy (y) = er Y e oo (v).
2) Du fait que X et Y suivent la méme loi, on a E[X] = E[Y] et Var[X] = Var[Y]. Or,
o0 1 [ 3
E[X]:/ xfx(x)dxz—/ x(I+x)e¥dx ==
oo 2 Jo 2

2 * 5 | “x
E[XJ=/ Xfx(X)dx=5/ 24y edr =4
— 0

o0

7
d'ou Var[X] = T D'autre part, on a :

E[XY]=[ / xy fxy(x,y)dxdy
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X+ .. .
Or, fxy(x,y) = fr(ylx) fx(x) = Ty €™ Mg oo (X) Tjo,00( (¥) : ce qui implique :

E[XY]:%/O ye_y</0 x(x—l—y)e_xdx)dy:z

Le coefficient de corrélation entre X et Y est défini par :

_ CovX.y) _EIXYI-EIXJEIY] _ 1 _ 00
P NaX Vary] Var[ X] -7
3.a) Ona:
X = EX1 4+ p Xy gy = 221
- P Va1 -7

12
3b) Ona:e= Var[X] (1 —p?) = == 1,7143.

X—-X 43
L'erreur relative est définie par : % =1 -p?= T\/_ =0,9897.

Exercice 13.4

Soit U une variable aléatoire réelle suivant une loi uniforme sur l'intervalle [—1,1]

1
de densité fy (u) = 511[71’1](”)' On définit les variables aléatoires X, Y, Z par :

X =cos’(wU), Y = cos’(nU) et Z = cos(nU).

1 0 sin=2m-—1
On admet que : Vi € N*, / cos" (mw#) df = cy! _
1 4—n;” si n=2m

1) Déterminer K x y, 7 la matrice variance-covariance du vecteur (X,Y,Z).

2) Déterminer :

a) X la meilleure approximation de X par une variable aléatoire de la forme
B+a1Y +onZ.

b) ||)A( — X||? I'erreur de I'approximation.

Var[ X] Cov(X,Y) Cov(X,Z)
1) Par définitionona: Kxyz = | Cov(X,Y) Var[Y] Cov(Y,Z)
Cov(X,Z) Cov(Y,Z) Var[Z]



278 Mathématiques du signal

1

E[X] :/ cos3(7ru) fu(u)du = % / cos3(7ru)du =0

oo —1

o] 1
E[X?] =/ cos® (mu) fu(u)du = ! / cos® (mu) du = Bl
—c0 2 ) 16

5
d'ou Var[X] = 6 De méme, on a :

00 1
E[Y] =[ cos?(mu) fy(u)du = % / cos?(mu) du = %
_ —1

o0

oo 1
E[Y?] :/ cos*(mu) fy(u)du = % / cos*(mu) du = %

e 1

1
d'ou Var[Y] = 3 s et

1
/ cos(mmu)du =0
—1

| =

E[Z] = /‘00 cos(mu) fy(u)du =

[}
1

o0 1 1
E[Z%] = f cos?(mu) fy(u)du = 3 / cos®(mu) du = 3

-1

1
d'ou Var[Z] = 5 D'autre part, on a :
1

E[XY] = /OO cos” (mu) fu(u)du = % / cos’ (mu) du = 0

00 —1

00 A 1 1 A 3
E[XZ] =/ cos” (mu) fy(u)du = 3 / cos" (mu) du = 3

e8] 1

00 1
E[YZ] = / cos® (mu) fu(u)du = % / cos®(mu) du =0
- —1

o0

on en déduit :

Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y]=0

Cov(X,Z) = E[XZ] — E[X]E[Z] =

oo W

Cov(Y,Z) = E[YZ] — E[Y]1E[Z] =0

D'ou quy,z =

—_
®lw © H|w
o ®i—~ o
N — O ool W
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2.a)Ona:

A 1
X=E[X]+a1(Y—E[Y])+a2(Z—E[Z])=a1(Y—§)+azz

ou (ap,ap) sont solutions du systeme : <COV(X’Y)> =Ky <Zl> avec
2

Cov(X,Z)
1
o ( Var[Y]  Cov(Y, Z)> (5 ©
"7 \covrzy  valz) )T\ L
2
3 ~ 3
Onadonc o =0 et ap = Zd'oﬁX: ZZ.
2.b) L'erreur de l'approximation est définie par :
~ dét(K 1

1% - xpp = Sz L o35

T dét(Ky.z) 32

Exercice 13.5

Soit U une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle de parametre A

(A > 0), de densité fy (1) = Ae M 110,00 (#) . On définit les variables aléatoires

Xi,o.. . Xppipar: Xg=e XV (k=1,....n+1).

1) Pour k =1,...,n + 1, déterminer E[X;] et Var[ X,].

2) Pour i =+ j, déterminer Cov(X;,X;). En déduire K, la matrice variance-cova-
riance du vecteur (X1,...,X,).

3) On suppose n = 4 et A = 1, déterminer :

a) X n+1 la meilleure approximation de X, par une variable aléatoire de la
n

forme B+ Y oy X
k=1

b) ||)A(n+1 — X111 l'erreur de l'approximation.

1) Pourk=1,....n+1,0na:

Io%) 00 A
E[X] = f e fy(u)du =\ / e Ot gy — =

. o Ntk
2 * 2k * (A+2k) )\
E X = T d =)\ - ud =
[X2] [we Fuu) du fo e u=
d'ott Var[X;] AE?
Oou var =
ST 020+ 2k)
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2) Pouri # j,ona:

> i j > (A+i+)) A
E[X; X;]1= e e udu:)\/ eIy = —————
[ il /_OO Sfu(u) ; it
d'ou
Cov(X;,X;) =E[X; X;]— E[X;]E[X;] = Al
e ST O i DOAH DO+ )
La matrice variance-covariance du vecteur (Xi,...,X,) est définie par :
Var[X] ... Cov(Xi,X,)
K, =
Cov(X,X,) ... Var[X,]
A ni
A+ D*XA+2) T A+ DO+ DO +n)
n n2\
A+n+DA+DA+n) 7 A+n)2(A+2n)
3.a) Ona:
3
X4 = E[Xal+ ) ox (Xi = ELXi])
k=1
Cov(X4,X1) aq
ou (a,an,a3) sont solutions du systeme : | Cov(X4,X2) | = K3 | ap | avec
Cov(Xy4,X3) a3
1 1 3 1
12 12 40 Cov(X4,X1) 15
1 4 1 8
Ki=| — — — et Cov(Xs,X2) | = | —
12 5 2 (Xs, X2) 105
31 9 Cov(X4,X3) 3
40 12 112 40
2 L
On trouve oy = 7 ay) = — a3 = 2. On en déduit
Rim—t 1 2x—2x,42x
L T R 3

3.b) L'erreur de l'approximation est définie par :

3 3

. 1 _
1Xs — Xa|l = Var[X4] — ;;O‘ 0j Cov(X;, X)) = er =2,267610°7°
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Exercice 13.6

Soit X une variable aléatoire réelle admettant une densité de fonction de réparti-
tion . Pourn >3 et j € {1,...,n — 1} on considere les variables aléatoires Y;

définies par : ¥; = 0;lx<;) ou les points x; vérifient F'(x;) = et 01,...,0,
n
sont des réels.

1) Déterminer E[Y;] et Var[Y;].

2) Pour i # j, déterminer Cov(Y;,Y)).

1) Pourj e {l,...,n — 1}, ¥;est a valeurs dans {0,0;}. On a :
ElY;]=0PY; =0)+0; P(Y; =9j)=9jP(X<xj)=£6j.
On remarque que

E[Y}] =0 P(Y; = 0)+ 0} P(Y; = 6;) = 6] P(X < x;) = 2.6}

dou |var[¥;]=2L(1-2)¢
n n

2) Ona: Cov(Y;.Y;) = E[Y; Y;] — E[Y;] E[Y;]. Or,

E[Y;Y)1=0;0; P(Y; =0;,Y; =0;) =0;0; P(X <x; ,X <Xj)

min(i.j)

=0, ej P (X < min(xi,xj)) = . i 9]'

d'ou

n

Cov(¥.Y;) = (m _ u) 6,0, = min:1) (1 _ m_<f>> 6,0,

Exercice 13.7

Soit X1,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
exponentielle de parametre A. On pose :

n n
Sn =§ljx,-, U, =Z;(Xl- —Xi1)
1= 1=

1) Déterminer Var[U,].
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2) Déterminer le coefficient de corrélation entre S, et U,,.

3) S, et U, sont-ils indépendants ?
Du fait que X},...,X, suivent la méme loi £xponentielle de parametre A\, on a :
. 1 1
Vi, E[Xi] = Y Var[X;] = 2

et comme X1,...,X, sont indépendantes on a : Vi # j , cov(X;,X;) =0.

1) On peut écrire 1'expression de U, sous la forme :

n n n—1 n
U, =ZX,~ _in—l ZZXi+X11_Xl _in—l
i=2 i=2 i=2 i=3
Jj=i—1

n—1 n—1
::ZE:‘X5-+4Xn-—4X1-— }E:)g'::Xh _'X&
i=2 =2

2
On en déduit : Var[U,] = Var[X, — X;]1 = Var[X, ]+ Var[X,|] = T
Cov (S,,U,)

VVar[S, 1 Var[U,]

2) Le coefficient de corrélation entre S, et U, est défini par : p =

Or,

n n—1
COU(S,“Un) = Cov(ZX[,Xn - X1> = COU<X1 + ZX,» +X,.X, — X1>
i=1 i=2

n—1
= Cov (X1,X, — X1) + Y _ Cov (X;, X, — X1) + Cov (X5, X, — X1)
i=2

= —Var[X;]+0+ Var[X,] =0

On en déduit : p = 0.
3) Bien que Cov (S,,U,) =0, S, et U, ne sont pas indépendantes.

Exercice 13.8

1
Soit X une variable aléatoire réelle dont la loi admet la densité : f (x) = 3 e ¥,
Pour 0; = 05, on définit les variables aléatoires Y| et Y» par :

Y_{QIX si X<0 Y_{(92X si X<0
=1 x si X>0 271 X si X>0

1) Exprimer Cov(Y1,Y>) en fonction de 6; et ;.

1+v8  —14+8
3 -3

2) On suppose 0 = — et 6, . Que constate-t-on ?
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1) On peut écrire Y, et Y, sous la forme :
Vi =01 X 1j_a00(X) + X lgeep(X) et Yo =0, X Mj_o001(X) + X Tjg 00((X)
d'ou :
Cov (Y1,Y2) =Cov (01 X 1)_o0,00.62 X 11_06,01(X)) + Cov (61 X 11_c6,01. X 1Ljg,00((X))
+Cov (X 1jo,00((X).02 X 11-06,01(X)) 4+ Cov (X Tjg,000(X), X Tjg000(X))
=010, Var [X 1)_o0] + 61 Cov (X 1)_0001. X To,001(X))

+92 Cov (X n[o’oo[(X),X n]—oo,O](X)) + Var [X Il[0,00[()()]
Ona:

1
E[X N_oo] = 5 /

—0Q

2 _ 1 0
E[X* 11_0 0] = 5

—00

" rerd ! E[X Tjp.0e] ! /Oo =
X e = —— . = — e = —
X 2 [0,00[ 3 A X X B

1 o0
xretdx =1 ,E[X2 H[O’OO[]ZE/ xre " dx =1
0
13
donc : Var [X N_c0i(X)] = Var [X N e(X)] =1— i d'autre part,

1
Cov (X Mot (X)X Toe01(X)) = —E [X Bsc)] E[X Toei] = 5

on en déduit :

30,60, + 60, +6,+3

Cov (Y,Y7) = 1

7 2
2)Ona:b,60, = ~9 et + 6, = 3 donc pour ces valeurs particulieres bien que Y; et

Y, ne soient indépendantes, on a : Cov (Y1,Y>) = 0.

Exercice 13.9
Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur l'intervalle [—1,1]. On défi-
n .
nit la variable aléatoire Y par: Y = Z a; X 2’*1; ou aj,...,a, sont des réels.

i=1
Déterminer p le coefficient de corrélation entre X et Y.

. s e Cov (X,Y)
Le coefficient de corrélation entre X et Y est défini par : p = .
JVar[ X Var|Y]
Or, pour k € N*,
1! 0 si  k impair
E[xM = 5_/ xKdx = 1 G K pair
— si i
- k+1 P

JEne 2 1 - 2i—1
On en déduit : E[X] =0, Var[X] = E[X?] = 7 E[Y]= Za,» E[X¥* =0,
i=l1
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VarlY] = Cou(¥,Y) = Cov(Zai X1 g, ij_1>
. v

—Xn:Za,ajCov<X2’ 1 x2%- 1)

111

=Za cov (XZ’ I x2- 1 +Za,aj cov (Xz’ 1 x%i- 1)

i=1 it
= Za Var X2’ 1 _|_ Zal az X2i+2j—2] _E [XZi—l] E [ij_l])
t#/
= Za? E[X* ]+ Z aja; E [X*1%72)
=1 i)

n 2

a; 1 a; aj
_;4i—1+;2i+2j—1

n n
Cov(X,Y) = C0U<X,Zai X2i1> _ Zai cov (X’Xziq)
i=1
n

— 21 _ 2i—17\ _ ai
Za, B E[X] E[X ])_;2i+1

On en déduit :

n a; n a;
3 3
p f;;2i+1 B f,;2i+1
n 2 n
4 a; a; a,aj

Exercice 13.10 (Modele Auto-Régressif d'ordre 1 AR(1))

Soit X1,...,X, des variables aléatoires vérifiant la relation : X; = a X;_| + ¢;.
ou €j,...,6, sont des variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
N(0,0%) et « est un réel appartenant a [—1,1].

Pour i # j, calculer p; ; le coefficient de corrélation entre X; et X;.

i
On remarque que X = ¢, Xo = a X| + €, .... On en déduit : X; = Zai‘k €

k=1
Du fait que €,. . . ,€, sont indépendantes on a :
i i
Var[X;] = Z Var [o/fk ek] = Z aF*var lex]
k=1 k=1
i 2i
1 —«
2 2i—2k 2
=0 (e g
) -
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Pour i # j cherchons Cov(X;,X;).Ona:

i J
Cov(X;,X;) = Z Zo/‘k ™" Cov (e, €)

du fait que que Cov(X;,X;) = Cov(X;,X;), il suffit qu'on regarde le cas i < j. Or, si
i <j,ona:

ZZ ZZ+Z > - ZZ+ZZ+Z >

=1 r=i+l =r k#r k=1 r=i+l
On en déduit :
aj—i(l _ 042i)

i
Cov(X;,X;) = Zai+-7_2k Cov (e, €r) = 1 5
-«

k=1

Notons : m = min{i, j} et M = max{i, j}, il vient donc :

OéM_m(l _ aZm) )

COU(XI',XJ') = 1 _az

Pour i # j cherchons maintenant p; ; le coefficient de corrélation entre X; et X;,

Cov(X;,X;) aM=m(1 — ™) mem [1— a?m
i = = = — = -
Pij \/Var[X,-]Var[Xj] \/(1 — a2 (1 — o)) 1 — a2M

On remarque que sia = £l ona: Var[X;] =i o?.

D'autre part, si o« = 1, Cov(X;,X;) = min{i, j} o> =mo?.

Sia=-—1,
o _ | -min{i,j}o* si i+ impair _ [—-mo® si m+ M impair
COU(XI’X])_{ min{i,j}02 si i+ pair - mor si m+M pair
On en déduit :
m
I si a=1
Pij=1— U si a=—1 et m+ M impair
m . .
I si a=—1 et m+M pair
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Exercices d’entrainement
13.11 Soit (X,Y) un couple de variable aléatoire réelles de densité :
1 2 2\ -y
Sxy(x,y) = 3 ("= x7) e To oo (¥) T—y y(x)

1) X et Y sont-elles indépendantes ?
2) Déterminer les lois marginales de X et de Y.

3) Calculer Cov(X,Y). Que remarquez-vous ?

13.12 Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes suivant la méme
loi de densité :

X
f) =-e Olpo(x) (0> 0

S

1) Pour n > 1, déterminer E[X,,] et Var[X,,].

2) Onpose: X, = X;. Pour k # m, déterminer Cov(Xy , X,n).

-

S

i=1

13.13 Soit (X,Y) un couple de variable aléatoire réelles telles que : E[X] =1,
E[Y]=—1,Var[X]=1+ 6> ,Var[Y]=1 + 6 et Cov(X,Y)=6.

1) Exprimer E[X Y] en fonction de 6.
2) Déterminer p le coefficient de corrélation entre X et Y.
3) Déterminer :

a) X la meilleure approximation de X par la droite aY + b.

b) e(0) = ||)A( — X||? la précision de l'approximation.

Réponses

13.11 1) X et Y ne sont pas indépendantes, car elles sont liées par la condition | X| < Y.

1 1
9 Ona:fy(x) =1+ IxDe et fy(y) = ¢ Ve T oo (V) -

3)Ona: E[X]=0,E[Y]=4et E[XY]=0,douCov(X,Y) =0.Bienque XetY
ne soient pas indépendantes on a : Cov(X,Y) = 0.

1312 1) E[X,] =0, Var[X,] = 6°.
02

2) COV(Y/( , Ym) = m
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13.13 1) Par définition on a : Cov(X,Y) = E[XY] — E[X] E[Y], d'ou
E[XY]=Cov(X,Y)+ E[X]E[Y]=0—-1

» Cov(X,Y) 0
2) Par définitionona: p = = 5 -
Var[X] Var[Y] 1+6

3.a)Ona:

K el 4o Xy pvp =1 v a1
B T A e

@ +0+ D@ -0+ 1)

3b)Ona: e(d) = Var[X] (1 — p?) @
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Chapitre 14

Vecteurs gaussiens

RAPPELS

Soit X un vecteur ligne aléatoire et X son transposé.

e On définit le vecteur moyenne de X par :

E[X1]

E[X
My — E[X] = [: 2]
E[Xk]

* On définit la matrice variance-covariance de X par :

Vx=E[X-Mx)'X—-My)] =

Olk

ou aiz = Var[X;] et pour i = j, 0;; = Cov(X;, X;).

02k

(R14.1)
O1k
02k

(R14.2)
i
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Soit X un vecteur aléatoire. X est dit gaussien si toute combinaison linéaire de
ses composantes est une variable aléatoire Normale. La loi du vecteur aléatoire
gaussien X est enticrement déterminée par la donnée de Mx et de Vx. Pour tout
vecteur aléatoire gaussien X, on note X~N};(Mx, Vx).

Les composantes d'un vecteur aléatoire gaussien X sont des variables aléatoires
normales : Vi = 1,..., k, X; suit une loi normale N (E[X;], Var[X;]).

Soit X~ N;(Mx, Vx).

e Laloi de X admet une densité fx si et seulement si detVx =+ 0, etona:

1
fx(x) = exp (—5 (x —Mx) V' ' (x — MX)> (R14.3)

1
(vV2m)k (detVy)!/2

ol x est un vecteur ligne.
* Les composantes de X sont indépendantes si et seulement si Vx est diagonale.

e Soit Y = AX + B, avec A une matrice p x k, B un vecteur p x 1. Alors, Y est
un vecteur gaussien N,(My, Vy) avec :

My = AMx + B et Vy = AVx'A (R14.4)
Exercice 14.1

Soit X = (X, X, .X;) un vecteur gaussien, on suppose My = E[X] = 0 et

1 a b
Ky=|a 4 c|.
b ¢ 9

1) D’apres les propriétés du coefficient de corrélation, trouver des conditions que
doivent vérifier (a,b,c) pour que Ky soit une matrice de covariance.

h=X
2) On définit Y = (Y, ,Y, ,Y3) par {1, =X, - X,.
L=X-X,

a) Quelle est la loi de Y ?

b) Peut-on trouver a, b, ¢ de sorte que Y|, Y, et Y5 soient indépendantes ?

¢) On suppose ces conditions réalisées, calculer E[X|X,], E[X;X3], E[X,X;].

Cov(X;X;)

Var[ X; ]Var[Xj ]

1) On doit avoir V i # j, I |$1 ce qui donne :
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a =]
V1x4 lal=<2
b <1 o p=s.
1x9
c ‘ - =<6
BV 4%x9
1 0 O
2) a)OnaY=AX,avec A=|-1 1 0]; donc, Y est un vecteur gaussien. Sa moyen-
0 -1 1
ne est My, = AMy, = 0 et sa matrice de covariance est Ky, = AKy/A, d’apres (R14.4),
1 a—1 b—a
Ky =|a-1 5-2a a—-b+c—4|.

b—a a-b+c-4 13-2c¢

b) Les variables gaussiennes Y, , Y, et Y3 sont indépendantes si et seulement si V i # j
Cov(Xl-,Yj) =0,

a—1=0 a=1
b—a=0 = b=1,
a-b+c—-4=0 c=4
1 0 0
d’ou : Ky =10 3 0|
0 0 5

On en déduit que Y suit la loi N'(0,1), ¥, suit la loi N'(0,3), Y5 suit la loi N(0,5).

XX, = le +hY,

X, =Y,
Ona: 1X,=Y+Y, ,donc < X,X; =Y +Y Y, + Y,
X,=h+h+Y

XoXs =K 4V +2Y Y, + K + B,

E[X,X,]1=E[Y*1=1, E[X,X;]=E[Y*]1=1, E[X,X;]=E[Y’]+E[Y]]=4.

Exercice 14.2

1) Soit Z une variable aléatoire de loi normale N'(0,62).
Calculer E[Z*] et Var[Z2].
2) Soit X =X 1 »X5,X3) un vecteur gaussien de moyenne My = 0 et de matrice de

covariance :
4 1 -1
Ky=l1 4 1]
-1 1 4
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On définit le vecteur Y = (Y 1 .Y, ,Y3) par Y = AX avec :

L S
3 3 3
A=| « 200 o | ouo>0.
1 1
2 2

a) Déterminer o de sorte que Var[Y,] = Var[Y;].
Sous ces conditions, que vaut le produit AA ?

b) On suppose que les conditions de la question 2) a) sont réalisées et I’on pose :

OX)=4X] +4X; +4X; +2X,X, —2X,X; +2X,X;.

Calculer E[Q(X)] et Var[Q(X)] .

1) Ona:

oo o 2 o 2
E[ZY]= J_wZ4fz(Z)dZ = 2.[0 fy(2)dz= = j ! exp[—z—zj dz.

o210 20

2
. z .
En effectuant le changement de variable ¢= 2—2, on obtient :
o

o 4 4
az=— [Cotte L2 [T 4 r(i).
\/E 0 \/? N"Jﬂ 0 \;’Jﬂ' 2

Or: F(%) =% Im, dou E[Z4] =354

Donc : Var[Z2] = E[Z*] - (E[Z?])? =364 - 6% =204

2) a) Y est un vecteur gaussien de moyenne My, = 0 et de matrice de covariance :
2 0 0

Ky =AKy'A=|0 300 0.
0 0 5

1
La condition Var[Y,] = Var[Y,] donne o =—.
2 3 %

1
Donc,si ¢=—, ona ‘AA=1I; etdonc ‘A=Al

6

b) On a : O(X) = XKyX. Comme X = AlY = 'AY, on en déduit que

O(X) = [(AY)Ky (AY) = 'YAKJAY = 'YK Y = 21 +5Y7 +5Y.
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Or, Y| suit une loi N'(0,2), Y, suit une loi N(0,5) et Y5 suit une loi N(0,5) ; donc :
E[Y,]= E[Y,] = E[Y;] =0et E[Y]1=2, E[Y;]=E[V{]=5.

Alors, E[Q(X)] =
Comme Y, , Y, et Y5 sont indépendantes, on a :
Var[Q(X)] = Var[2Y ]+ Var[5Y' |+ Var[5Y ]
= 4Var[¥{? ]+ 25Var[¥;} ]+ 25Var[¥{] donc, d’apres 1) :
Var[Q(X)] = 2(16 + 625 + 625) = 2 532.

Exercice 14.3

Soit X; , X, , ... X, des variables al€atoires indépendantes de méme loi N(6,1) de

_(x-0)
N2 2 '

Soit K une variable al€atoire, indépendante de X , X, , ... X, , a valeurs dans {1....,
n—1}, deloi p, = P(K = k).
Pour 6, # 6, # 6, on définit la variable al€atoire Y par :

f( 1’61 f(
Y=
SulSden). 3wl L6m)

1) Déterminer la loi de Y.

densité : f(x,0)=

2) On suppose : @, =0+ —— et 02—9—— (u>0).

\I’l \I’l

Que constate-t-on ?

1) L’expression de Y s’écrit sous la forme :

=—Z[<X ~0)" ~(X; =6, 1+ Zux -0)" (X, - 6,)’]

i=1 zK+l

K n
soit:  Y=(6, —9)2(}9 - 91;6j+(92 -0y (x,. - 92;9).
i=1

i=K+1

On remarque que, conditionnellement a {K = k}, les variables

9)2( ) et (6, - 0)2( ) sont indépendantes.

i=k+1
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6,+0

Conditionnellement a {K = k}, pour i = 1, ..., k, X; suit une loi N(8,1), donc X; — 2

suit une loi N(@ _9 ;9

71jEN(u’1) ; du fait que X, s X, sont indépendantes,
2
K

K
Z(Xi - 91;0) suit une loi N(g(@— 91),k) et (6, —O)E(Xi —612—+9j suit une loi

i=l1

(6, —e)N(g(e -6)), k) = N(—%(Gl -6)%, k(6 —9)2).
De méme,
c 6,+0) . . (n—k)
(6, - 6),;11 (X,- - 22 ) suit une loi N(— > (0, -6)%, (n—k)(6, — 9)2).

De ce qui précede, on déduit que, conditionnellement a {K = k}, Y suit une loi
1
Ny, 07) avec p, =~ [k, —0) +(n—k)(6,-6)*] et
of =k(6,—0)* +(n—k)(6, —0)*.
Donc la loi de Y conditionnellement a {K = k} est donnée par : V y € R

PY=<yK=k)= ¢(Mj, ol @ désigne la fonction de répartition de la loi N'(0,1).
Ok

D’oulaloide Y:

n-1 n—1
P(Y < y):zP(Y:y/K=k)P(K:k)=ch(Mjpk.
k=1 k=1 k
2) Si 6 =0+—— et §,=0-——, ona u’ et oF =u’, ce qui signifie que Y et
1 \/Z 2 \/E ’ ‘LL](__7 k b

2
K sont indépendantes et que Y suit une loi N [—7,u2j ; on constate que la loi de Y ne

dépend pas de n.

Exercice 14.4

On désigne par : lq)[ﬂj et Q)(ﬂ), la densité et la fonction de répartition
(0 o (0

X

| \ 1 i .
de la loi N'(1,62) ol @(x)= m“l’[‘?] et cD(x)=J_w(o(t)dt.
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Dans cet exercice, pour des commodités de calcul, au lieu de travailler avec la
fonction caractéristique @y, on utilise :

V()= (Px(_;) = Efexp(1X)].
2im

Partie |

1) Soit Y| une variable aléatoire de loi N (4, 72) ; déterminer Vy, -

2) Soit Y, une variable aléatoire de loi X,% (loi du chi-deux a n degrés de liberté)

de densité fy (y)= 2—n y? e 21, (). Déterminer Yy, .
)
2

3) Soit Y5 une variable aléatoire de loi N(0,1) ; déterminer la loi de Y32.
4) Soit V;, V,, ..., V, des variables aléatoires indépendantes de méme loi N(0,1).

n
Onpose: V= ZVI-Z. Déterminer la loi de V.
i=1
5) On dit qu’une variable aléatoire U suit une loi 7, (loi de Student a n degrés de
liberté) si la densité de la loi de U est donnée par :

fyy(u) = A
Mr(z)

n

Soient Y5 et Y, deux variables al€atoires indépendantes de lois respectives

Y.
N(@,1) et Xﬁ Montrer que U = ; suit une loi 7, .
24
\' n
Partie Il

Soit X, , X, , ..., X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi N (1,02).

v _Ix o 1 X T 12
Onpose: X,=—)> X;, S;=—) (X;-X,)".
p p ng‘ ; n—llg{( )
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1) Montrer que X, et Sf sont indépendantes.

2) Déterminer les lois de X,
(72 Sn

3) Montrer que S,% converge en moyenne quadratique vers G 2.

Partie |
1) Ona:

1= . (y— 2
Vi =E[CXP(M)]=?~[—M€0¢(>)T'u)d T\/_I exp( (y21/;l) ]dy

1 1
:exp{‘ut+51’2t2}Tm _m { (y (,U+‘L' 1) )}

:exp{,ut+%‘t'2t2}.

2) Ona:

¥y, (1) :E[exp(IYz)]:r"tnyz(y)dy =2 [Ty eXP{_ﬂy}dy'
0 F(nj 0
2

En faisant le changement de variable A= % y, on obtient :

n

92

- 2 et _ 2
Vi ,I/IYZ(I) F(zj(l 2;) j 2 e tdA=(1-21)

3) Laloi de Y32 est donnée par : V>0
F.(t) = P(Y{ <) =P/t <Y, <+Jt)=O(1)— D(—/1) =2D(1)-1.
3

D’oi la densité de la loi de Y7 :

_t

f},}z(t)z(ijz(t)), Tﬁo(\/—)—F\/_ ]Ooc[(t)

. )
donc ¥; suit une loi Xi -
. s . . . . 2
4) D’apres la question 3), pour tout i = 1, ... , n, V,-2 suit une loi X, donc
1
V. = (H)(1-2t) 2. D’autre part, comme Vi,V,y,...,V, sont indépendantes et suivent la
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méme loi, on a :

vy () = Elexp(tV)]= E[exp (; 2 v? j] = E{H exp (tV/? )1

i=1 i=1

=[1Eeexspavin=1Tv,.0=0-20 2

i=1 i=1

donc, V suit une loi xi.

5) Comme Y5 et ¥, sont indépendantes, la densité de la loi du couple (Y5 ,Y,) est donnée

par :

n
) n Y4

22

fY3,Y4(y3’y4):fY3(y3)fY4(y4):—n(p(y3)y42 € ZH»R()’QH]O,N[(M)-
rt
9
u=_23
: /Z vy =ulv
Posons : \n 1SN )
v=y_4 y4=nv
n

La densité de la loi du couple (U,V) est donnée par :

fU,V(u, V)= |](M, V)lf)g,n (u Jv, nv)lg (“]]1]0,00[ V)

dy; dys - u
avec : j(u,v)= aa; aav " 2Jv|=nv, dou:
4 Y4 0 n
Jdu ov
n\2
B = )
fuyW,v)=—=——v 2 exp 5 1+— ﬂR(u)ll]O,w[(v).

La loi marginale de U est donnée par : f;,; (1) :I Juv@,v)dv;

soit: Vue R

(ﬁ)i n—1 2
fU(u)zz—n)J'O v 2 exp{—%(l+%j}dv.

Rl =
N [ :

2
En faisant le changement de variable A = n_zv[l + u_], on obtient :
n
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1
(I’L) 2 n+l . (I’l'i‘l) n+1
= 2\ 3 e 7L 2\ 5
fow) = 2 - (1+M—) I A2 e A —zn[1+u—]
\/’%F(zj n 0 \/’%F(z) n

Partie Il
1) Posons X =X, , .., X ), ot Vi=1,..,n X; suit une loi N(m,c2) ; alors, pour
r=1t, ..., 1),

Y ()= E[exp[ZtiXiH = E{H exp(t;X; )} = HE[exp (t;X;)]
i=1

i=1 i=1

N
=

i=1 2 i=1

o
y/X[(ti)zexpm L+— tiz.

i=1

ey

Posons : V=X, et U="(U,,...,U,)="(X; - X,, ... X, - X,) ;

alors, pour = (s, ...

i=l1

Yo (D) = Yy (g sy, A) = E[exp[zsiUi + A\/J

= E[exp [z 5;(X; —V)+ l\/]] = E| exp [z 5 X; + [i - si]\/J
i=1

i=1 i=1

VS, A), la transformée de la loi du vecteur (U,V) est donnée par :

. _ 1w N _ o
si I’on note s=—2si ;ona: Z(sl-—s)=0, il vient donc :
n

i=1 i=1

Vv (S8, A) = E[exp[z 5, X; +(A—n5)X, J]

i=l1

i=1

i=1

.. . A .
En utilisant la relation (1), avec t; =——5+s;, on obtient :
n

V(S s,, A) = I/IX(&—E+SI ,...,i—§+sn)
n n
2

cerle(2ses )L 3350

i=1 i=1
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= exp{m/’l,—k%z[l—;-%g(si —§)ZJ}

2 ) 1 o2
:exp{%Z(si—s)z}exp{m)ﬁg%lz =Yy (518, Wy v (0,...,0,2) .

i=1

Ceci montre que U et V =X, sont indépendantes et en particulier :

o % _\2
l//U(sl,...,sn)zI/IU\/(SI,...,S,,,O)ZGXP{TZ(%_s) }

i=1
1 O'2 2
Vg W) =yy (D) =wyy(0,..,0,4) =exp m/l+57), ) 2)

Du fait que U et )?,, sont indépendantes, on déduit que, pour touti =1, ..., n, U; =X; — Yn
et X, sont indépendantes et donc U7 =(X;—X,)* et X, sont indépendantes. Donc X,

est indépendante de toute combinaison de (Xl-—)?n)z, en particulier de

o 1 X v \2
Si=——> (X, -X,).
i=1

n—14

. 102 - . .
2) Par la relation (2), on a Yy (l)zexp{mﬂﬁrga—ﬂf}; donc X, suit une loi
n n

o v 2
- . . . nX, —m . . oy2
Donc M suit une loi N(0,1), et d’apres 1.3), W = ("—2) suit une loi X1 -
o o
. L= m . , .
Pouri=1, ..., n, posons Z; =— ; alors Z, ..., Z, sont indépendantes et suivent une

n
loi N'(0,1), et donc Z=2‘Zi2 suit une loi Xﬁ
i=1
. I’l—l 2
Soit : Y:—zSn,onaalors: Z=W +7Y;en effet :
(o)

1 © -, 1 v —
Y =?Z(Xi_xn) =?2(Xi_m+m_xn)
i=1 i=1

1 + , n(X, —m)?
=) (X, —m)> ——n
Gzizzl O'2
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Comme }7” et S,% sont indépendantes, on déduit que Y et W sont indépendantes et I’on a

V() = Wiy = WD w0 ; dou

n—1

Y0 (=202 507

=
Vv gy

vy()=

. n . . a2
On en déduit que : Y= —253 suit une loi Xn-1-
o

o= Jn o —
X — 7(Xn _m) 7(Xn _m)
Par ailleurs : (X, =m) =0 =0 ;

S \/(n— )S2 1 Y
2

o n—1 n—1

suitune loi 7, _, .

donc, d’apres 1.5), W

n

-1 —
3) Comme n—zS,% suit une loi )(,%,1, on a E[(n 21)S3}=n—1 donc E[S,f]zO'2 et
o (o2

- 4
Var[(n 21) Sf] =2(n—-1) et Var[Sf] = 20 1 ; d’autre part, on a :
o

n—
4
lim £[(5? - 6%)?]= lim Var[$?] = lim 20 _j
n—seo n—yo0 n—eon—1
ce qui montre que S 62
n—oo
Exercices d’entrainement
X
14.5 Soit X = | X, | un vecteur gaussien N3(Mx , Kx) avec Mx = 0 et
X3
9 -2 2
Kyx=|-2 9 2
2 2 5
Y, a o 2«
On définit le vecteur Y=| Y, | par Y=AX avecA=| 5 [ I} ou
Y; v - 0
a>0,8>0etvy>0.
1) Montrer que Y1, Y, et Y5 sont indépendantes.
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1 1 1
—,f=—ecty=—.
NG BT
a) Calculer le produit A’A. (‘A désigne la transposée de A).

2) Dans la suite on pose : o« =

b) On pose : Q(X) =" X Kx X. Calculer E[Q(X)] et Var[Q(X)].

X
14.6 SoitX = §2 un vecteur gaussien V4(Mx , Kx) avec My = 0 et
3
Xy
g 1 1 1
1 2 2 2 1
Ke=11 2 3 3 ©=>3)
1 2 3 4

On définit le vecteur Y =" (Y1,Y;) par:
Yi=X1—Xo+2Xy
Yo =3X, —2X, —0X3+ X4
1) Déterminer la loi de Y.

2) Déterminer 6 de sorte que Y et Y, soient indépendantes.

X
147 SoitX = )}gz un vecteur gaussien NVy(Mx , Kx) avec Mx = 0 et

3
Xy

0 1 1 1

1 6 2 2

Ke=112 9 3 ©>3)
1 2 3 6

On définit le vecteur Y = *(Y},Y,) par :
Yi =X —Xo+2Xy
Yo =3X, —2X, —0X3+ X4

1) Déterminer la loi de Y.

2) Déterminer 6 de sorte que Y et Y, soient indépendantes.

puis calculer E[Y] | Y2] et Var[Y; | Y2].

3) On suppose 8 = 5. Déterminer la loi conditionnelle de Y, sachant {Y; = y»} et
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Réponses

14.5 1) Y est un vecteur Gaussien N3(My , Ky) ot My = AMyx = 0 et
1802 0 0
Ky=| 0 2782 0
0 0 229
2.2)Ona:A'A=1.

2b)Ona: Q(X) = 'YKy Y =3V +9¥} + 1177,
E[Q(X)] = 211 et Var[Q(X)] = 9 Var[Y{] + 81 Var[¥7] + 121 Var[ Y]] = 42566.

14.6 1) Y est un vecteur Gaussien N> (My , Ky) out My = A My = 0 et

1246  4-2¢
Sl VI
4-20 36°+50—2

2) Y et Y, sont indépendantes si 460y — 2 = 0, soit fp = 2.
14.7 1) Y est un vecteur Gaussien N> (My , Ky) ot My = AMyx = 0 et
60 —6 20— 8
Ky = AKy'A = ( )
20-8 64100 — 14

2) Comme Y; et Y, sont gaussiennes, Y; et Y, sont indépendantes si
cov(Yy,Y2) =20 —8 =0, soity = 4.

24 2

3)Si9=50na:Kyz(2 161

) . Laloi du couple (Y7,Y>) est définie par :

1 r, 1
y)=——-——e¢exp|—= (‘yK
Jrivn (1, y2) 2 i P( > ('yKy Y))

1

1
= — ———— (161y} — 4 24y?
27 /3360 exp( 5case (101 vt y2)>

l ( y§ > d' :
X — ,dou
V161 V27 P 2 x 161

Fr iy = D Q132 V16l exp(_ 161 (yl_@y)
1 fro(n2) V27 +/3860 2 x 3860 161

. - . . 2y, 3860
On en déduit que conditionnellement a {¥> = y,}, Y| suit une loi A/ m, IGT d'ou
3860

E[Y|Y]—2Y2 t Var[Y;|Ya] =
IR = e R = e

Y, suit une loi A(0,161) donc fy, (y2) =
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Chapitre 15

Processus stationnaires

du second ordre. Signaux aleatoires

RAPPELS

Un processus aléatoire est une famille de variables aléatoires noté X (n,w) dans
le cas d’un processus a temps discret et X (f,w) dans le cas d’'un processus a
temps continu. Dans les formules qui suivent on note X (f,w) sachant que dans le
cas discret on doit remplacer ¢ par n. Soit X un processus aléatoire.

Fonction moyenne de X :

px () = E[X(t,w)] (R15.1)

Fonction covariance de X :

Cx(n,n) =E [(X(tl,w) — px (1)) (X (t2,w) — Nx(fz))] (R15.2)
Fonction d’autocorrélation de X :
Ry(t1.0y) = E [X(tl,w)X(tz,w)] (R15.3)

Fonction variance de X :

0% (t) = Cx(t,1) (R15.4)
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e Puissance instantanée de X :
E[| X(tw) ] (R15.5)

* Un processus aléatoire X est dit stationnaire au second ordre si sa fonction
moyenne [y est une constante et si sa fonction d’autocorrélation Ry ne dépend
que de la différence entre n et m si X est a temps discret (de la différence entre
1) et p si X est a temps continu). Soit X un processus aléatoire stationnaire au
second ordre.

* Fonction d’autocorrélation de X :

temps discret : Rx(ng) = E [X(n + no,w)X(n,w)]

(R15.6)
temps continu : Ryx(7) = E [X(t + T,w)X(t,w)]
* Puissance de X :
Px = Rx(0) (R15.7)
* Densité spectrale de puissance de X :
OO .
temps discret :  Sx(1) = F(Rx)() = Y Rx(k)e ™
k=moo (R15.8)
OO .
temps continu : Sy (v) = F(Ry)(v) = / Rx (D) e 2™ dr
—00
* X est dit ergodique si :
1 n
temps discret : lim — Z X (k,w) = py
n—o00 2n =
(15.9)

1 T
t ti o lim — X(t,w)dt =
emps continu TI_)H;O T /_ . (t,w) 15%
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Exercice 15.1

N
On considere le signal numérique X défini par : X(n,a)):zekYn_k(a)), ol
k=0
(Y)re 7 €st une suite de variables al€atoires indépendantes vérifiant :
Vk E[Y,]=0, Var[Y,] = 1 et 0, 6, , ...0y sont des nombres complexes.

Calculer la moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction d’autocor-
rélation de X.

La moyenne de X est donnée par :

N N
Ly (n) = E[X(n,0)] = E[Z GkYn_k} = 0.ELY, ,1=0.
k=0 k=0

La fonction covariance de X est donnée par :

Cy(n,m) = E[(X(n, ®) — 1, ()(X(m, ) - ,ux(m))] = E[X(n.0)X(m,0)|

N _ N N _
Y 8,Y, =D 08,6, .Y, ]

k=0 p=0 k=0p=0
Or:
1 sin—-k=m- 1 sip=m-n+k
E[Y,,-kYm_,,]={o sin—k?ﬁm—i:{o si§¢m—n+k
donc :

Cx(m)= 0,8, i» WA= {k:0<k=<NetO=m-n+k=N}
keA

L’ensemble A s’écrit sous la forme :
A={k:max{0,n—m} <k <min{N,N+n-m}}

N+n—-m
esin<m:A={k:0<k<N+n-m)et Cx(m= D 08,
k=0
esin>m:A={k:n—-m<k=<N}et
N _ N+m—n _
CX (l’l, m) = zekem—n+k = 29k+n—m0k .
k=n—-m k=0

N N
La variance de X est donnée par : 63 = Cy(n,n)= 29k§k = Z| 9k|2.
k=0 k=0
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La fonction d’autocorrélation de X est égale a sa fonction covariance car X est centré, soit :
N+n—m
1 =
0.6, ..« sins=m
k=0

N+m—n

D Oiinnbi  sin>m
k=0

Ry (n,m) =

Exercice 15.2

On considere le signal analogique X défini par :
X(t,0) = Y(w)cos(0 1) + Z(w)sin(B7), ou Y et Z sont des variables aléatoires réelles
indépendantes centrées et de méme variance 62 et 0 est un réel.

1) Calculer la moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction d’auto-
corrélation de X.

2) Démontrer que X est stationnaire au second ordre.

1) La moyenne de X est donnée par :
Uy (1) = E[X(t,m)] = cosOtE[Y] + sinB¢E[Z] = 0. Donc X est centré.

La fonction covariance de X est donnée par :
Cx (1) = E[(X(1,0) = i (1)) (X(ut, ) = pi ()]
= E[(X(1.0) X(u,0))| = E[(X(1,0)X(t,®)], car X est réel. Donc :

Cy(t,u) = cosO ¢ cosd uE[Y?] + sinO 7 sin@ uE[Z2] + (cosO 7 sin® u + cosO u sinB 1 )E[YZ].

Or, Y et Z sont indépendantes, donc E[YZ] = E[Y]E[Z] = 0, et d’autre part,
E[Y?] = Var[Y] = E[Z?] = Var[Z] = 6 2.
Donc : Cy(t, u) = 62(cosOt cosOu + sinB ¢ sind u) = o 2cos((r — u)0).

La variance de X est donnée par : 0')2( =Cx(t,1)= o’.

La fonction d’autocorrélation de X est donnée par :
Ry (t,u) = E[X(1,0)X(u, )| = 6> cos(t — w)8.

2) Ona (1) =0, donc indépendant de et Ry(t, u) = o2cos(t — u)0 ne dépend que de la dif-
férence t — u ; ce qui montre que X est stationnaire au second ordre.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

15 e Processus stationnaires du second ordre. Signaux aléatoires

307

Exercice 15.3

corrélation de X.

2) Démontrer que X est stationnaire au second ordre.

1) La moyenne de X est donnée par :

px (0 = EIX(1,0)] = E{Z Yee " } =Y ¢ " Ey1=0.

k=1 k=1

La fonction covariance de X vaut :

Cy(t.u) = E[(X(2,0) = /(1)) (X (1, 0) = 1 ()| = E[X (1. 0) X (. 0)]

-F [Zn: Yke—itek } zn“ Y[,eiue” _ izn“ Ypei(ue”_tek)E[YkYp].
k=1 p=1

k=1 p=1

0 ¥ ]=valg]=of  sik=p
: IAAE
r [ k p] E[YkYP]ZE[Yk]E[YD]:O sik#p

n
d’o : Cy(t,u) = Za,%e"“‘")"k .
k=1

n

La variance de X est donnée par : 0',2( =Cx(t,t)= 20',3.
k=1

La fonction d’autocorrélation de X est donnée par :

n
Ry(t,u) = E[X(1,0) X(u,0)] = Y ape %
k=1

ou Y, .., Y, sontdes variables aléatoires indépendantes vérifiant :

Vk=1,..,n E[Y,]=0, Var[¥;]= G,f et0;, .., 0, sont des réels.

On considere le signal analogique X défini par : X(t,a)):ZYk(a))e”Ok,

1) Calculer la moyenne, la fonction covariance, la variance et la fonction d’auto-

2) Ona Uy (t)=0, et Ry(t,u)= Z O',fe_i(l_”)ek ne dépend que de la différence # — u ; donc

k=1
X est stationnaire au second ordre.
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Exercice 15.4

On considere le signal numérique X défini par :

X(n’w) = iekYn—k (w) )
k=0

ou 0 est un réel constant vérifiant [8] < 1 et (¥,), . 7 est une suite de variables aléa-

toires indépendantes centrées de méme variance 6 2.
1) Démontrer que X est stationnaire au second ordre.
2) Déterminer sa puissance.

3) Montrer que sa densité spectrale de puissance est donnée par :

0_2

Sy(v)= .
x(V) 1+ 6% =20 cos2mv

1) La moyenne de X est donnée par :
Ly (n) = E[X(n,0)] = E{E ekn_k} = 0°ElY, ,1=0.
k=0 k=0

La fonction d’autocorrélation de X est donnée par :

Ry(n,m) = E[X(n,0)X(m,0)]= E [ie"yn_k] iepym_p
k=0 p=0

= iiekel’Em,kYm,p]
k=0 p=0

or,

By ]=0

[ 2
EY, Y, ] =

sin—k=m-p

0 sin—-k#m—p
o’ sip=m-n+k
0 sipEm—n+k

donc, Ry(n,m)= 0'2291‘9'"7"% ,
keA
ol:A={k:0sksccetOsm-n+k=< oo}.
L’ensemble A s’écrit sous la forme A = {k : max{0, n —m} < k < oo}
91’1’!7n )
o
1-6°

ssin<=m:A={k:0<k=oo)et Ry(nm)=0") g2k =
k=0
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esin>m:A={k:n—-m=<k<o}et

Ry(nm)=c" Y om-m2k =o' "y 9% =

k=n—m Jj=0

em—n
1-62

|n—=rm|

Donc:Vne Z,Vme Z, Ry(n,m) ==W0'2.

2
En particulier, on a : E[|X(n,a))|2] = Ry (n,n) = 10-7_
On en déduit que X est stationnaire au second ordre.

Il 5
2) Ona: Ry(T)=Ry(m+7T,m) :Wo- .

0_2

La puissance de X est donnée par : Py = Ry (0) = %

3) La densité spectrale de puissance de X est donnée par :

Se(v)= Z Ry (k) exp(2intvk).
keZ

2 [=5)
. o Ik .
Donc: S,(v) =—— E 0" exp(2imtvk
X( ) 1_92 ~ p( )

2 0
o 5 294‘ exp(invk)+

1-67 &~

2 oo
I 692 ZOk exp(2invk).
Y k=l

0
Dans la somme Z o~k exp(2invk), en changeant k en — k, on obtient :

2 o oo

Sy(v) =3 6 exp(—2invk)+1f0229k exp(2imvk)

2
1-6 k=0 k=1

) T e -
soit* §y(v) =—2 { (Oexp(—Zinv))k+2(06xp(2i7rv))k]

2
1-6 k=0 k=1
o’ 1 1
= 5 —+ ——1
1-60°|1-0exp(-2irv) 1-0exp2inv)
o’ 1 L _OexpQiny)
1-6%| 1-0exp(=2inv) 1-6@expinv)

02

T +6% —20cos2nv

o’.
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Exercice 15.5

On considere le signal analogique X défini par :

X(t,m) = cos(2ntY(w) + Z(w)), ou Y et Z sont des variables aléatoires indépendan-
tes. La loi de Y a pour densité f}, et la loi de Z est uniforme sur |- T, 7.

1) Démontrer que X est stationnaire au second ordre.
2) Déterminer sa puissance.

3) Déterminer sa densité spectrale de puissance.

1
Comme la loi de Z est uniforme sur |- 7, w],ona: f;(2)= E
T
et Elh(Z2)]= %J hy(z)dz; et du fait que Y et Z sont indépendantes, on a
TJ-m
E[h|(Nhy(D)] = E[h{(D]E[hy(D)].

1) La moyenne de X est donnée par :
Uy ()= E[X(t,w)]= E[cosntY + Z)]

= E[cos(2mtY)cos(Z)]— E[sin(2r tY)sin(Z)]

/4 T
= E[cos(zntY)]iJ'cosz dz - E[sin(zntY)]ijsin 2dz=0.
2w J-n 21 J-n
La fonction d’autocorrélation de X est donnée par :
Ry (t,u) = E[X(t,w) X(u,®)] = E[cos(2r tY + Z)cosLruY + Z)] .

Or, cosocosf= %[cos(a —B)+cos(ax+ B)]; donc :

Ry(t,u) = %{E[cos(Zrc(t —w)Y) ]+ E[cos2r(t +u)Y +22)]}.

Par la méme démonstration que pour y(f) =0, on a :
E[cos(2r(t + u)Y + 27)] = 0 ; il vient donc :

Ry(t,u) = %E[cos(Zn’(t —wy)|= %r cos2a(t —u)y) fy () dy.
Donc Ry(t,u) ne dépend que de la différence ¢ — u. En particulier on a :
2]_ N _1
Elxe.of |=Retn=2 [ froay=2.

On en déduit que X est stationnaire au second ordre.

2) Ona: Ry(T)=Ry(u+T,u)= % J Zcos(zﬂry)fy(y)dy.

. 1
La puissance de X est donnée par : Py = Ry (0)= 5
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3) La densité spectrale de puissance de X est donnée par :
VieR S,(v)= I:ORX(T)exp(—ZinTv)dT.
Sxy(v) = %J-:O J‘:e cos(2mry) exp( —2inTv) fy (y)dT dy
- ij_: J:(exp(2im'y) + exp(=2inty)) exp(=2intv) f, () d dy
- H: J:(exp(—ZiﬂT(v — )+ exp(=2imT(v + y) fy () dT dy

= i{F [FLA v+ F[FLU v = %(fyw) + (V).

Exercice 15.6

Soit Y un signal centré et stationnaire au second ordre, on définit le signal analo-
gique X par :

X(t,m) = Y(t,0) + cos(2nt + Z(®)) ,

ouVte R, Y(t,m) et Z(w) sont des variables aléatoires indépendantes et la loi de
Z est uniforme sur [—- 7,mt].

1) Démontrer que X est stationnaire au second ordre.
2) Déterminer sa puissance en fonction de celle de Y.

3) Déterminer son spectre de puissance en fonction de celui de Y.

Comme Y est centré et stationnaire au second ordre, on a donc W) = O,
Ry (t,u) = E[Y(t, )Y (u, a))] ne dépend que de la différence 7 — u.

Nous noterons Ry(T) = Ry(u + T,u) (avec R (1) = Ry(— 1)), Sy et Py le spectre de puissance
et la puissance de Y.

1) La moyenne de X est donnée par :

Uy (D) = E[X(1,w)] = E[Y(t,0)] + E[cos(2nt + Z)].
Mais :

Elcos2mt + Z)] = r cos2mt+2) f,(z)dz = Zi j " cos2rt+2)dz=0
Td-nm

—oo

donc : py(r) = Py(r) = 0.
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La fonction d’autocorrélation de X est donnée par :

Ry (t,u) = E[ X (1,0) X(u, 0)]

= E[(Y(t,0)+ cos2rt + Z)) (Y (u, @)+ cosCru+ Z))]
= E[Y(t, w)m] + E[Y(t,0)cosQmu+ 7))
+E[Y(u,0)cos(2rt + Z)|+ E[cos(2rt + Z)cos2mu+ Z)).
Mais : E[Y(t,w)cos(2ru+ Z)|= E[Y(t,0)|E[cos2mu+Z)| =0

E[Y(w,w)cos2mt + Z)| = E[Y(u,0)|E[cos2rt + Z)| = 0

Elcos(2mt + Z)cos(2mu+Z)] = % {Efcos@n(t — up)]+ E[cos@rt+u)+22)]]

= %cos(27r(t — u))—i—% E[cosn(t+u)+22)]

=0

= %cos(27r(t —u))

1
donc : Ry (t,u) = Ry(t,u)+ E cos(2m(t —u)).
Donc Ry(t,u) ne dépend que de la différence # — u et X est stationnaire au second ordre.

- 1
En particulier, on a : E[|X(t,a))|2] =Ry (t,1) = RY(t,t)+5.

2) Ona:
Ry(T)=Ry(u+7,u)=Ry(u+7,u)+ %cos(Zm’) =Ry(7)+ % cos(2rT).
La puissance de X est donnée par :
Py =Ry (0)= RY(O)+%= P +%.

3) Le spectre de puissance de X est donné par :

YveR Sy(v)= JW Ry (T)exp(=2imtv)dr.
Sy (V) = [;(Ry(r) + %cos(zm)) exp(=2imtv)dr

= 1

=S,(V)+ %J. cos(2rt)exp(—2inTv)dT= Sy (V) + " ©O,(V)+6_,(v)).
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Exercice 15.7

Soit Y un signal stationnaire au second ordre, on définit le signal analogique X par :
X(t,w) = Y(t + 1,0) — Y(t,0).

1) Démontrer que X est stationnaire au second ordre.

2) Déterminer sa puissance en fonction de celle de Y.

3) Déterminer son spectre de puissance en fonction de celui de Y.

Comme Y est stationnaire au second ordre, on a donc V r € R () = constante = L,
Ry(t,u) = E[Y(t, ®)Y(u, a))] ne dépend que de la différence

t—u, Ry (V) =Ry(u+tu)et Vie R Ry(1)=Ry(-1). Nous noterons Sy et Py le spectre de
puissance et la puissance de Y.

1) La moyenne de X est donnée par :

Uy(D) = E[X(,0)] = E[Y(t + [,0)] — E[Y(z,0)] = 0, donc le signal X est centré.
La fonction d’autocorrélation de X est donnée par :

Ry (t.u) = E[(Y(t+1,0) - Y(1,0) Y (u+L0)— Y(u,0))]
= E[Y(t+ l,a))Y(qu—l,a))]— E[Y(t+ 1,w)m]
—E[Y(t.0)Y(u+Lo)|+ E[Y(.0) Y(u,0)|
=Ry(t+Lu+1)—Ry(t+1Lu)— Ry(t,u+1)+ Ry (t,u).

Comme Ry(t,u) ne dépend que de la différence 7 — u, C’est vrai aussi pour Ry(t,u) ; donc X
est stationnaire au second ordre.

En particulier, on a :
E[IX(t,w)[*] = Ry(t,) = Ry(t + 1t + 1) = Ry(t + 1,1) = Ry(t,t + 1) + Ry(t,1) = 2(R(0) — Ry(1)).
2) Ona:

Ry(T) = Ry(u + T,u) = Ry(u +T+ lu+1)— Ry(u +T+ lu)— Ry(u +Tu+1)+ Ry(u + T,u)
=RY(T) —Ry(T+ 1) —=Ry(t— 1) + R(T) =2Ry(T) = Ry(t+ 1) = Ry (T - 1).
La puissance de X est donnée par :
Py = Ry(0) = 2Ry(0) — Ry (1) = Ry(— 1) = 2(Py, — Ry(1)).
3) Le spectre de puissance de X vaut :

VieR S,(v)= r Ry (D)exp(=2imtv)dr.

Sy(v)= J:(ZRY(T) - Ry(t+1)—Ry(t-1))exp(2irTv)dT.
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mais: Vv e R r' Ry (T)exp(~2intv)dT = S, (v)
Jm Ry (T +1D)exp(=2imtv)dt = exp (2inv)Sy (V)

r Ry(T—1)exp(~2intv)dt = exp(~2inv)Sy (V)

donc : Sy(V) = 2[1 - cos(2mv)]S (V) = 4sin2(Ttv)SY(V).

Exercice 15.8

Soit Y un signal centré et stationnaire au second ordre, on définit le signal analo-
gique X par X(1,0) = Y(t,0) — V(w), ou V 1 € R, Y(t,0) et V(®) sont des variables

aléatoires indépendantes et la loi de V est uniforme sur [—g,g}

1) Le signal X est-il stationnaire au second ordre ?
2) Déterminer sa puissance.
3) Déterminer son spectre de puissance.

4) On définit le signal analogique Z par : Z(t,m) = X(t,0) — X(¢ — 5,®), ou s est un
réel positif fixé.

1. Le signal Z est-il stationnaire au second ordre ?

2. Déterminer sa puissance.

3. Déterminer son spectre de puissance.

Comme Y est centré et stationnaire au second ordre, on a donc :
Uy(®) = E[Y(t,0)] = 0, Ry(t,u)=E[Y(t,0)Y(u,®)] ne dépend que de la différence 7 — u, et

Ry(T) = Ry(u + T,u). Notons Sy, et Py le spectre de puissance et la puissance de Y.

1) La moyenne de X est donnée par :
Uy (1) = E[X(z,m)] = E[Y(t,0)] — E[V(®)] = 0, donc le signal X est centré.

La fonction d’autocorrélation de X est donnée par :
Ry (t,1) = E[X(1,0) X(4,0)| = E[(Y(1,0) = V(@) (Y(u,0) = V()]

= E[Y(t, ) Y(u, w)] - E[(Y(t, ) +Y(u, w))V(w)] + E[VZ(w)]

— T T?
= E[Y(t, o) Y(u, w)] o= Ry +
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Donc R (,u) ne dépend que de la différence 7 — u. En particulier on a :

_ 2] T _ T
RX(t,t)—E[|X(t,a))| ]—Ry(t,t)+ 5 = RO+

On en déduit que X est stationnaire au second ordre.

2)Ona:
2 2

Ry(T)=Ry(u+t,u)= RY(u+r,u)+]T—2= RY(T)+1T—2,

La puissance de X est donnée par :

2 2
Py = Ry(0)= RY(O)+%: [

3) Le spectre de puissance de X est donné par :

2

VYveR SX(v):Jm (RY(T)+ d

. _ T’
E] exp(=2imv)dt = Sy (V) + o d(v).

4) 1. La moyenne de Z est donnée par :
W,(1) = E[Z(t,0)] = E[X(#,m)] — E[X(Z - s,0)] = 0 donc le signal Z est centré.

La fonction d’autocorrélation de Z est donnée par :

Ry (t,u) = E[Z(1,0) Z(u, 0)| = E[(X(t,0) = X(t - 5,0)) (X(1,0) = X(u = 5, 0))]
= E[X(t, ®) X (1, ) ] - E[X(t, @)Y (-5, ) ]
—E[X(t - 5.0)X(w,0) |+ E[X(t - 5.0)X(u=5,0) |
= Ry(t,u) — Ry(t,u — 5) — Ry (t —s,u) + Ry (t — s,u —s)
=Ry(t,u) — Ry(t,u—s)— Ry(t — s,u) + Ry (t — s,u—s)
=2Ry(t—u)—Ry(t—u+s)—Ry(t—u-s).

Donc R,(t,u) ne dépend que de la différence # — u. On en déduit que Z est stationnaire au
second ordre. En particulier, on a :

Rt 1) = E[|Z(t.w)[2] = Ry(t,t) = Ry(t,t — 5) = Ry(t — 5,t) + Ry(t — 5,1 — 5)
= 2(Ry(0) — Ry(s)).
2.0na:
Ry(u+ tu) = Ry(u + T,u) — Ryu + T,u—5) = Ry(u + T—s,u) + Ry(u + T— s,u —5)
=2Ry(T) = Ry(T + 5) — Ry(T — 5) = R (7).
La puissance de Z vaut :

P, = R,0) = 2Ry(0) — Ry(s) — Ry(= 5) = 2(Py— Ry(s)).
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3. Le spectre de puissance de Z est donné par :

VveR S,(v)= _[ T QRy(7) = Ry(T+5)— Ry (T — 5))exp(~2imev)dt
mais, ¥ v e R, Jm Ry (D)exp(~2imtv)dt = Sy (v)
r Ry (T +s)exp (~2intv)dt = r Ry (7)exp (~2im(T — s)v)dT = exp (267 5v)Sy (v)

r Ry (7 - s)exp(=2imtv)dt = r Ry (2)exp(=2in(T + $)V)dT = exp (=2 sV)Sy (V)

donc : SAV) =2[1 — cos2rsv)]Sp(v) = 4sin2(TcsV)SY(V).

Exercice 15.9

On considere le filtre linéaire qui, a tout signal numérique d’entrée X(n), fait cor-
respondre le signal de sortie Y(n) défini par la relation de récurrence :

Y(n)—iY(n—l) = X(n).

1) Vérifier que le filtre est causal. Déterminer la fonction de transfert H et le
domaine de convergence de H.

2) Déterminer la réponse impulsionnelle /.

3) On suppose que X est centré, stationnaire au second ordre de fonction d’auto-

corrélation :
0 sik=+%1
Ry(k)=41 sik=0
0 sinon

. | .
ou |B|< > Déterminer le spectre de puissance de X.

4) Déterminer le spectre de puissance de Y.

5) Calculer la puissance en sortie.

1) La fonction de transfert H est définie par : H(z) = .
1- Z Z_l

. . 1
La solution causale correspond au domaine de convergence <l > 1

L
—z
4
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En prenant z = exp(2imv), on obtient le gain de fréquences en puissance :
1 16

1- Ecos(zm/) + i 17—-8cos(2mv)

16

[HW) =

2) La réponse impulsionnelle / s’obtient par développement en série entiere de z~! de H :

H(2) = 11;1 = 2( j =Y ho*

——Z k=0 keZ
4

—k .
ce qui donne : h(k)= {g zi lli f(g)

En prenant z = exp(2intv), on obtient le gain de fréquences en amplitude :

. k
H(v)= Zh(k)exp( 2invk) Z(e"p(_zmv)j N !
1

par 4 _exp(=2inv)
4
4 _ 4(4 —exp(=2inv)) _ 4(4—-exp(2inv))

T A—exp(2inv)  (4—exp(2inv))(d—exp(2inv))  17—-8cos2av)
3) Le spectre de puissance de X vaut :
Sx(2)=) Ry(k)z™* =0z+1+07"
keZ

et pour z = exp(2imtv), on obtient :
Sy(v) = 1 + 0 exp(2intv) + 0 exp(- 2inv) = 1 + 26 cos(2nv).

4) Le spectre de puissance en sortie du filtre est donné par :
16(1+26cos(2mv))

Sy(v)=|H (V)|2 Sx(v)= 17 —8cos(2mv)

5) La puissance en sortie est donnée par :

Py =Ry (0)= E[[r (o]’ _[ Sy()dv.,

1/2 n
soit: B, =16J 1+26005(27tv)dv:£J‘ 1+2ecosxdx: 8(2+9).
-1/217—8cos(2mv) m Jo 17—-8cosx 15

Exercice 15.10

On considere le filtre linéaire qui, a tout signal numérique, d’entrée X(n), fait cor-
respondre le signal de sortie Y(n) défini par la relation de récurrence :

Y(n)—%Y(n—l)+éY(n—2)=X(n).



318 Mathématiques du signal

1) Vérifier que le filtre est causal. Déterminer la fonction de transfert H et le
domaine de convergence de H.

2) Déterminer la réponse impulsionnelle 4.

3) On suppose que X est centré, stationnaire au second ordre de fonction d’auto-

corrélation
1 .
— sik==x1,%2
2
Ry(k)=1, sik=0
0 sinon

Déterminer le spectre de puissance de X.
4) Déterminer le spectre de puissance de Y.

5) Calculer la puissance en sortie.

1) La fonction de transfert H est définie par :

H(z)= ! = !

5 4 1 _ )
1-Zz7'+—27 (1—1)(1—1j
6 6 2z 3z

. . 1 1 s
La solution causale correspond au domaine de convergence : m <let m <1 c’est-a-dire
Z Z

1
|z[>—.
2

En prenant z = exp(2imv), on obtient le gain de fréquences en puissance :
18
(5—4cos(2nv))(5—3cos(2nv))

[HW) =

2) La réponse impulsionnelle / s’obtient par développement en série entiere de z~! de H ;

ona:
H(z):;l [22 k —k][z?) k —k]
ey
2 3z
zz_k - z3k_k 262 avec ¢ —il :_ 3.
por k > k 2] 3k j 2 3k 5
il vient donc : H(Z):Z( - __k) Zh(k)z_k
k=0 2 3 keZ
3 2 .
ce qui donne : h(k) = (27_37j 51k>O_

0 sik<0
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En prenant z = exp(2intv), on obtient le gain de fréquences en amplitude :

> oo . k o . k
H(v)= Y h(k)exp(-2imvk) =3 (—e"p(_j”w)) 2y [—exf’ (‘32’”V)j
k=0 k=0

k=0
6 6 -3 5—=(5—-2cos(2nv))exp(2inv)

- 2 —exp(—2inv) e exp(=2inv) B (5—4cos(2mv))(5—-3cos(2mv))

3) Le spectre de puissance de X est donné par :

- 1, _ |
Sx(D)= Y Ry(k)z =24~z +2)+ (27 +2%)
2 2
keZ
et pour z = exp(2imv), on obtient :

Sy (V) =2 + cos(2mv) + cos(47v) = 1 + cos(2mv) + 2cos>(27v).

4) Le spectre de puissance en sortie du filtre est donné par :

18(1+cos(2nv)+2 cos’ 2nv))

—_ 2 —_—
Sy =HVI Sy ()= (5—4cos(27v))(5—3cos(27v))

5) La puissance en sortie est donnée par :

1/2
Py = Ry(0) = [y’ ] = f_msy(v)dv,

soit :

112 14cos(2v)+2cos’(2av) 33
P, = 18_[ d :
-172(5—=4cos(2nv))(5—3cos(2nv)) 5

Exercice 15.11

Y(1,0)=~/5 L “exp(t — )X (u, ) du,

Ry(1) =cos(21) V1e R.

2) Déterminer le spectre de puissance de X.

3) Déterminer le spectre de puissance de Y.

4) Déterminer la fonction d’autocorrélation en sortie :
Ry(v)= E[Y(t+1)Y(1)].

5) Calculer la puissance en sortie.

6) Déterminer la fonction d’intercorrélation entrée/sortie :

Ry (1) = E[X(t+ DY (7).

On considere un systeme dont I’entrée X et la sortie Y vérifient la relation :

ou X est centré, stationnaire au second ordre, de fonction d’autocorrélation :

1) Déterminer la réponse impulsionnelle /. En déduire le gain en fréquence.
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1) La réponse impulsionnelle / vérifie : Y(t,w) = J- h(t—u)X(u,w)du,
donc, comme :

Y(t0) =35 [ X o, (0du=v5 e X o)l g (- u)du,

on en déduit : h(x)=~'5¢"1l;_, o (x).

On remarque que le filtre n’est pas causal.

Ona:
oo R 0 .
Vve R H®) =j h(x)e 2™ dx = \/“'5‘[ ¢*Hmx Gy = ﬁ
o o 1-2inv
s 5
et [HO)P = ——.
[H) 1+47°v?

2) Le spectre de puissance de X est donné par :

VveR Sym=] Re@e?™dr= %r(e‘” +eT)e 2™y

AT o 2o o

1
=5[5](v)+6_](v)].

T T

3) Le spectre de puissance de Y est donné par :

5
Sy(V) = |H(V)|2 SX(V) = W[SI(V) + SI(V)J

V4

4) Ry (7)=E[Y(t+ T)Wt)] s’obtient par transformation de Fourier inverse de Sy,: V T € R

Ry(1)= _[:SY(v)ez"”W dv = cos(27).

5) La puissance en sortie est donnée par : P, = Jm Sy(v)dv=Ry(0)=1.

5
6)Ona: Syy(v)=H(WV) Sy(v)= 2(1:—25i7t\/)[81(v) + 81(v)}, donc :

T

o , 5[ ¥t e7HT) cos(27)—2sin(27)
Ry (T :J. Syy (V)2 ™V dy = 2= + = )
(=] Six(V)e 2 (1-2i 1+2i J5
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Exercice 15.12

On considere le signal analogique X défini par :
X(t,m) = exp{- 2in (Y(0) + tZ(w))}
ou Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes.

On suppose que la loi de ¥ admet la densité fi(y) = (1 - [y 1 1.1 et que Z suit
une loi normale N'(0,1).

1) Montrer que X est stationnaire au second ordre.
2) Calculer Py la puissance de X.
3) Déterminer Sy la densit€ spectrale de puissance de X.

4) X est-il ergodique ?

1) Ona:

my(t) = E[X(t,0)] = E[exp(- 2in Y)]|E[exp(- 2int Z)] = (1)@ (1) ou @y et ¢, désignent les
fonctions caractéristiques de Y et de Z données par :

QA1) = Elexp(- 2intZ)] = exp(- 21%t?)
0 . 1 .
@y (1) = Elexp(-2inY)] = j (L y)e ™ dy + fo (1-y)e ™ dy=0
donc : my(t) = 0. D’autre part,
Ry(t,u) = E[X(1,0) X(u, )| = E[exp (=2im(Y +1Z)) exp (2in(Y +uZ))]
= E[exp(=2in(t —u)Z)| = @, (t —u).

On en déduit que X est stationnaire au second ordre.

2) Pourt=u+T,0na:Ry(T)=Ryu + T, u) = 9A1) = exp(- 2n212).
La puissance de X est donnée par : Py = Ry(0) = 1.

3) Ona:

Ve R, Sy(v)= j " Ry(T)exp(=2inve)dt = r exp(=2727? = 2inve)dt
2 i . 2 2

=exp . J. exp —2ﬂ2(1+l) dr = L exp . .
2 ). 2 o 2

T T
lim ij X(t+7.0)X(.0) dr = lim —— j exp(=2inTZ(w))d = exp(~2inTZ()).
T—e 2T J-T T 2T J-T

4)Ona:

On en déduit que X n’est pas ergodique.
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Exercice 15.13

On considere le signal analogique X défini par :
3
X(t,0)= \ sz (w)exp{-2in 1Y, (o)}

ouN=1letZ,..Zy, Y, .. Yysontdes variables aléatoires indépendantes.

On suppose que Z|, ..., Zy suivent toutes la méme loi uniforme sur I'intervalle
. . . 1
[~ 1, 1] etque Yy, ..., Y) suivent toutes la méme loi de densité h(y)= Eexp(—|y|).

1) Montrer que X est stationnaire au second ordre.
2) Calculer Py la puissance de X.

3) Déterminer Sy la densit€ spectrale de puissance de X.

4) X est-il ergodique ?

1! .
1) Pour k =1, ..., N on a : E[Zk]ZEJ‘ zdz=0 et d’autre part, du fait que
-1
Ziswos Zpys Y15 ooy Yy soONt indépendantes, on a :
E[Ziexp{-2intY,}] = E[Z,]E[exp{- 2intY,}] = E[Z;] Py, =0
ou @y désigne la fonction caractéristique de ¥ .

On en déduit que : py(1) = E[X(1,)] = 0.
D’autre part,

Ry (t,u) = E[X(1,0) X(u, 0)]
3 &
=E [V'N;Zk exp(—2i7ttYk)J[N ]ZI‘Z exp(2imuY; )]

N
ZE 7, Z; exp{-2im(1Y, — uY;)}]
j

le
X

M= T]M-
1

E[Z, Z;] Elexp{=2im(tY; —uY;)}].

Z|w
-
i
n
~
n
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N N
Or, 2 Z =2 +Z et comme pour k # j,ona: E[Zij] =E[Z] E[Zj] =0, on en déduit que :
k=1 j=1 k=j k#j
3 3
Ry(t,u) = NZE[Z,?]E[exp{—%ﬂ(t ~w)Y}]= —Z E[Zkz](pyk (t—u)

k=1 N k=1

I 1
en tenant compte de E[Z,? ] = EJ Z2dz = 3 on obtient :

N
1
Ry (t,u) = FZ(pyk (t—u).
k=1

Du fait que Y, ..., ¥, suivent toutes la méme loi, pour k=1, ..., Non a Py, =Py, - 11 vient

donc Ry (t,u)= @y, (t —u). On en déduit que X est stationnaire au second ordre.

= . = = V=272
2) Pourr=u+7,0na:Ry(t)=Ryu+1,u)= @y (7 1+ 47272

La puissance de X est donnée par : Py = Ry(0) = 1.

3) Ona:Vve R,
exp (—2invT)

S v:r R, (7 =2invT dT:r
(V) B v (T) exp(=2invT) 1t A

1
dt =—exp(—|Vv)).
Sexp (VD
4) Pour k = 1, ..., N, posons Xk(t,a)):\/%Zk(a))exp{—ZintYk(w)}. On a donc :
N
X(t,w) = sz(t, ). D’autre part,

k=1

X, (t+7,0) X, (1,0) = %z,f (w)exp{=2ir Y, (w)}, donc :

1 ¢T
l'm—j X (t+71,0) X, (t,0)dt
lim | X (t+7.0)X,(1,0)

= lim %JTZ,%(w)exp(—ZiﬂTY}{(w))dt =Z,?(a))exp(—2i7m/k(w)),
-T

On en déduit que, pour k = 1, ..., N, X, n’est pas ergodique et donc X n’est pas ergodique.

Exercice 15.14

Soit U une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur [0, 27] et K une autre varia-
ble aléatoire discrete, indépendante de U, a valeurs dans Z de loi P(K = k) = py,
avec k € Z. On définit le signal analogique X (¢,w) par :

X (t,w) = cos 2t K (w) + U (w))
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1) X est-il stationnaire au second ordre ?

2) Calculer Py la puissance de X.
3) Déterminer S le spectre de puissance de X.

1) Ona:mx(t) = E[X(t,w)] = Ex [E[X(t,w) | K]]. Or,

oo

E[X(t,w) | K = k]= E[cos 2ntk + U)] = / cos 2wtk + u) fyu(u)du

—00
o7
= — cos 2mtk +u) du =0
27'(' 0

d’ou myx(t) = Ex[0] = 0. D’autre par, la fonction d’autocorrélation de X est définie par :

Ry(t.v) = E [X(t,w) X(v,w)] — Ex [E [X(t,w) X(w.0) | K]]
Or,
E [X(t,w) Xw.w) | K = k]:E [cos 2tk + U) cos 2k + U)]

=% E [cos 2mk (t +v) +2U) 4 cos 2nk (t — v))]

= % cos (2mk (t—v))+% E [cos @mk (t+v)+2U)]

=0

= % cos (2mk (t—v))

1 &

d’ou Rx(t,v) = = E[cos 27K (t —v))] = = Z cos 2k (t — v)) pk.
2 2 =

On en déduit que X est stationnaire au second ordre.

1 o0
2)Ona: Rx(7) = 3 Z cos (2mk 7) pi. En particulier, la puissance de X est définie par :

k=—00

P—R(O)—1 i —1
X = Ky —2k_ Pk—2
=—00
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13) Le spectre de puissance de X est défini par :

(o]

Sx(v) = FIRx1(v) = / Ry (D) e 2TV gr

—00

(e

[e ]
E Dk f cos 2k ) e 2TV 47
—00

k=—o00

o0 [e’e)
§ Pk/ (6217Tk7'+87217rk7) 8721’/TI/Td7_
—00

k=—00

N =

ENIIS

[e.¢]

Z (61 (W) + -y ) px

k=—00

ENg

1 .
Z(P7y+py) si veZ

0 sinon

Exercice 15.15

On considere un filtre numérique d’entrée X et la sortie Y :

Y(n,w) = > h(n — k) X (k,w), ot X est centré, stationnaire au second ordre de
kez

fonction d’autocorrélation Ry , de spectre de puissance Sy et la réponse impul-
sionnelle / est définie par :

0 si n e {l1,2}
1—-40 sin=0
1) Déterminer le spectre de puissance de Y. En déduire Ry.

2) Déterminer la fonction d’intercorrélation entrée/sortie : Ryy.

1) Ona:Sy(v)=|H®W)|*Sx() avec
00
H(l/) — Z h(k) e—2ik7TV — h(k) e—2ik7TU
k=—00 ke{0,1,2}
— (1 _ 49) + 0 (e—2i7TI/+e—4i7TV)
d’ou

Sy(@) = [1 — 80+ 186> + 20(1 — 36) cos(27v) + 26(1 — 46) cos(4m)] Sx ()
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Pourn € Zona:

1/2 )
6211171'” SX(V) dv

12 )
Ry(n)=/ Sy(z/)ez”ﬂwduz(1—89+1862)/

1/2 1/2

Rx(n)
1/2 .
+26(1 — 36) / cos(2mv) ¥V Sy (v) dv
—1/2
1/2

+26(1 — 46) / cos(4mv) ¥V Sy (v) dv
—1/2

1/2 ) 1
/ cos(2mv) ¥V Sy (v) dv = 5 (Rx(n — 1) + Rx(n + 1))
—1/2

1/2 ) 1
/ cos(dm) ¥V Sy (v) dv = 5 (Rx(n —2) + Rx(n +2))
—1/2

d’ol
Ry(n) = (1 — 80+ 186%) Rx(n) + 0(1 — 30) (Rx(n — 1) + Rx(n + 1))
+0(1 —40) (Rx(n —2) + Rx(n +2))
2) Ona:
Ryy() =h*Rx(n)=Y h(n—k)Rx(k)= Y h(n—k) Rx(k)

keZ n—kef0,1,2}

= h(0) Rx(n) + h(1) Rx(n — 1) + h(2) Rx(n — 2)

= (1 —40) Rx(n) +6 (Rx(n — 1) + Rx(n — 2))

Exercice 15.16

Soit Y et Z des variables aléatoires indépendantes. On suppose que :
* laloi de Y admet la densité : fy(y) = gcos(wy) ]1[_1 l](y)
22
e Z est discrete a valeurs dans {—m,m} de loi : P(Z=—m) =
1
P(Z=m=—.
(Z=m =7
1)Onpose: U =YZ.

a) Déterminer ¢, la fonction caractéristique de la loi de U.
b) En déduire E [cos(U)] et E [cos(QU)].
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70 70
cos| — cos| —

2 . 2 T
— 2 = lim ——% = —

On admet que : ggr} g amT g T
2) Soit H un signal analogique stationnaire au second ordre indépendant de Y
et Z. Dans la suite on notera : py, Ry, Py et Sy la fonction moyenne, la
fonction autocorrélation, la puissance et le spectre de puissance de H.
On considere le signal analogique X défini par :
X(t,w) =cos (U(w)) H(t,w).
a) Montrer que X est stationnaire au second ordre.
b) Calculer Py la puissance de X.
¢) Déterminer Sy le spectre de puissance de X.

1) a) La fonction caractéristique de la loi de U est définie par :
SOU(I) — E [eitU] — E [E [eitYZ|Z]]

Du fait que Y et Z sont indépendantes on :
o0

E [ei’YZ|Z _ Z] —E [eith] — / eityz fy()/) dy

—00

(tz)
1 CoS | —
E/Z ityz 2
2 J_

| cos(my) e dy = 7° a2

On en déduit :

1)b)Ona:
_1 v, —ivy_ v F+ey(=D) 7
E[cos(U)]_zE[e +e ]_—2 =
U iy Pu@D ey (=2) 1
ElcosQU)l = 5 E[e" +e70] = 5 =3

2) a) La fonction moyenne de X est définie par :

px = E[X(t,0)] = E [cos (Uw)) H(t,w)] = E [cos (Uw))] E [H(t,w)] = %uﬂ
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Par hypothese le signal H est stationnaire au second ordre, donc 1y ne dépend pas du temps
t, il en est donc de méme de iy.
La fonction d’autocorrélation de X est définie par :

Ry(ty.tr) = E [X(t] ,w),X(tz,w)] —E [cos (U (W) H(t,w) cos (U (w)) H(r2,w)]

= E [cos* WW))] E[H(t,0) H0) |

1 2
=5 (I+ E[cos QUW))D Ry (t,t) = 3 Ry(t1,1)
H étant stationnaire au second ordre, donc Ry (t1,1,) ne dépend que de la différence : t; — 15,
il en est donc de méme de Ry (#1,t,). En particulier on a :

2 2
Rx(1) = Rx(t +7,1) = 3 Ryt +m1) = 3 Ry (1)
2) b) La puissance de X est définie par :

2 2
Px = Rx(0) = 3 Ry(0) = 3 Py

2) ¢) Le spectre de puissance de X est définie par :

2 2
Sx = F(Ry) = g}—(RH) = 5511

Exercices d’entrainement

15.16 On considere le signal analogique X défini par :

X(tw) =Y+ 1,w) —cos(mU(w)) Y(t,w)
ol Y est un processus a temps continu stationnaire au second ordre, U est une variable
aléatoire continue de loi uniforme sur I'intervalle [—1, 1] et indépendante de Y (¢,w) . Dans
la suite on notera : iy, Ry, Py et Sy la moyenne de Y, la fonction autocorrélation, la puis-
sance et le spectre de puissance de Y.

a) Calculer E [cos(nU)] et E [cos*(wU)].

b) Montrer que X est stationnaire au second ordre.
¢) Exprimer Py la puissance de X en fonction de Py.

d) Exprimer Sy le spectre de puissance de X en fonction de Sy.
15.17 On considere le signal analogique X défini par :
X(tw) =Y+ 1w —e M@ yrw)

ou Y est un processus a temps continu stationnaire au second ordre, U est une variable
aléatoire continue de densité fi/, de fonction caractéristique ¢,; et indépendante de Y (¢,w).
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Dans la suite on notera : jiy, Ry, Py et Sy la moyenne de Y, la fonction autocorrélation, la
puissance et le spectre de puissance de Y.

a) Montrer que X est stationnaire au second ordre.
b) Exprimer Py la puissance de X en fonction de Py, Ry et ¢y;.

¢) Exprimer S le spectre de puissance de X en fonction de Sy et ;.

15.18 On considere le signal analogique X défini par :
X(t,w) =Y(tw) —e 2™ U(w)

ol Y est un processus a temps continu stationnaire au second ordre, U est une variable
aléatoire continue de loi uniforme sur I’intervalle [—1, 1] et indépendante de Y (¢,w) . Dans
la suite on notera : iy, Ry, Py et Sy la moyenne de Y, la fonction autocorrélation, la puis-
sance et le spectre de puissance de Y.

a) Montrer que X est stationnaire au second ordre.
b) Exprimer Py la puissance de X en fonction de Py.

¢) Exprimer Sy le spectre de puissance de X en fonction de Sy.

15.19 On considere le signal analogique X défini par :
X(tw) =Y (tw) e AT

ol Y est un processus a temps continu centré et stationnaire au second ordre. Dans la suite
on notera : Ry, Py et Sy la fonction autocorrélation, la puissance et le spectre de puissan-
cede Y.

a) Montrer que X est stationnaire au second ordre.
b) Exprimer Py la puissance de X en fonction de Py.

¢) Exprimer Sy le spectre de puissance de X en fonction de Sy.

15.20 On considere le signal analogique X défini par :

N—1
X(tw) =Y+ N,w) — Z e HTRUWD y (1 4 N — k,w)
k=1

ou N > 2, Y est un processus a temps continu stationnaire au second ordre, U est une
variable aléatoire continue de fonction caractéristique ¢ et indépendante de Y (f,w).
Dans la suite on notera : jiy, Ry, Py et Sy la moyenne de Y, la fonction autocorrélation, la
puissance et le spectre de puissance de Y.

a) Montrer que X est stationnaire au second ordre.
b) Exprimer Py la puissance de X en fonction de Py, Ry et ¢y;.

¢) Exprimer S le spectre de puissance de X en fonction de Sy et ;.

15.21 On considere le signal analogique X défini par :

N
Yk (t,UJ) 8721'7'('0;(1
k=1

X(t,w) =

5-
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ou N € N*, Yy,...,Yy sont des processus a temps continu centrés, indépendants et sta-
tionnaires au second ordre suivant la méme loi de fonction autocorrélation Ry, de puissan-
ce Py et du spectre de puissance Sy ; 61,. .. ,0y sont des réels.

a) Montrer que X est stationnaire au second ordre.

b) Exprimer Py la puissance de X en fonction de Py.

¢) Exprimer Sy le spectre de puissance de X en fonction de Sy.

Réponses
15.16 a)Ona:

1
E [cos(mU)] = % / cos(mu) du = 0
-1
E [cos’(nU)] = ! + ! E [cos(2nU)] = !
22 2

b) E[X(t,w)] = E[Y(t + 1,w)] — E [cos(rU)] E [Y (t,0)] = iy
Ry(D =E [X(t + W) X(t,w)]

= (1+ E [cos*(nU)]) Ry (D

— E[cos(mU)] (Ry(t+ 1)+ Ry(t— 1))
3

= ) Ry (7)

3 3
C)Px=RX(O)=§RY(O)=§PY-

3 3
Vv eR, Sx(v) = F(R)W) = 5 F(Ry)(v) = 5 Sy (v).
1517 a)E[X(t.w)]=E[Y({+ Lw)]—E[e?TVW] E[Y(tw)]

[e.¢]
OI‘, E [e—ZiWU(W)] 2/ 6*21'7(_14 fU (u) du :@U(l) ,

—00

dod E [X (1,0)] = 1=y (1) 1y

Ry() =E [X(t + 7w X(t,w)]

=2Ry(1) —py(=D Ry(7+ 1) — oy (1) Ry(t— 1)
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b)

Py = Rx(0) =2 Ry(0) — oy (=1) Ry(1) — ¢y (1) Ry (—1)
=2Py — (py(—=1) 4+ py(1) Ry(1)

Vv eR,

Sx (V) = F(Rx)(v)

— f (2 Ry(1) — oy (=) Ry(t+ 1) — oy, (1) Ry (1 — 1)) e

oo

o0
=28y (V) — py(=1) / Ry(t+ 1) e 2™ T 47
—0oQ

o0
—p (1) f Ry(t—1)e 2™ Tqr
—00

= (2= u(=D ™ — gy (1) e ™) Sy (v)

1518 a)E[X(t,.w)] = E[Y(t.w)]—E[e*™] E[U]
1

1
O, E[U] = 3 / udu =0,dou E [X(t,w)] = puy
-1

Ry(n) =E [X(t T rw) X(t,w)]

— Ry(T) _ (62i77t +e—2i7'l'(t+7)) Ly E [U] +e—2i7TTE [UZ]

! 1 1
OrE [U*] = / w*du = 3 d’ot Rx(7) = Ry (1) + 3 e ATT

1

N =

1 1
b) Px = Rx(0) = Ry(0) + 3= Py + 3

1
© VreR, Sx() = F(ROW) = Sy (W) + 3 6-n®).

1519 a)E[X(1.w)]=E[Y({t.w)]x e?™ =0
Rx(1)=FE [X(t + 7,w) X(t,w)] = Ry (1) o~ UTT
b) Px = Rx(0) = Ry(0).

c)Vve R, Sx(v) = F(Rx)(v) = Sy(v+1).
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N—1
1520 a)E[X(1,w)] = (1 -3 @U(k)) Ly
k=1

N—1

Ry(1) =N Ry(1) = Y (py(k) Ry(T— k) + 0, (=k) Ry (7 +k))
k=1

+) D oulk— ) Ry(r—k+j)

k#j
N—1
b Px =N Py =) (pu®) + o) RO+ ) oulh— ) Ry =)
= k#]
¢)
—1
SX(V) = Sy(V) N — Z (@U(k) e—2i7TkV + SOU(_k) eziﬂ'kl/)
k=1
S Y etk e
k#j
1521 a)
N
E[X(t,w)] =0, Rx(n = M Ze—zmem
N k=1
b) Px = Py

1 N
¢) Sx(v) = v D Sy(w+6p).
=1
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A

abscisse de convergence 105
absolument convergente 2
autocorrélation 87, 99

C

changement d’échelle 86
coefficient de corrélation 273, 276, 282,

284
converge

en probabilité 227

en loi 227

en moyenne quadratique 227
convergence

dans L'(I) 20

dans L*(I) 20

des distributions 132

dominée de Lebesgue 65

en loi 252, 256, 259, 262

en moyenne quadratique 20, 21

ponctuelle 20, 21, 23

presque partout 20

uniforme 20, 21, 23
couronne de convergence 164, 200
covariance 273

D

densité 234
de probabilité 82, 94
spectrale d’énergie 87, 99
spectrale de puissance 304, 308, 310,
321, 322

Dirichlet 46

distribution 108, 121, 122
singuliere 122
causale 153
paire 125
réguliere 122
tempérée 162
causale 163

durée de vie 265, 269
E

énergie 87

équation
différentielle 111, 114
intégrale 96
intégro-différentielle 115

espérance conditionnelle 226

F

filtre linéaire 199
causal 199, 200
stable 200
filtre numérique linéaire 200
fonction 122, 161
a décroissance rapide 161
converge dans S 161
localement sommable 122
fonction
caractéristique 225, 250, 256, 259,
262, 272, 326
causale 66
covariance 303
d’autocorrélation 303, 312, 318, 329
de Bessel 111
de répartition 220, 225, 246, 247, 254,
267,271
de répartition de la loi normale 234
de transfert 199, 200, 203
moyenne 303
test 121
variance 303
formule de Bayes 212, 218
formule de Poincaré 213
Fourier (transformée de) 85
Fourier (transformée de — inverse) 85
Fresnel 6
Fubini 2, 11
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G processus aléatoire 303
gaussienne 100 processus aléatoire stationnaire au second
Gibbs 49 ordre 304
Gram-Schmidt 33 produit de convolution 66, 95
produit de convolution de distributions 132
H produit scalaire 19, 31
) projection orthogonale 31
Hilbert 9

Hilbert (transformée de) 124

identité de Parseval 46, 86
inégalité de Bienaymé-Tchebychev 261
intercorrélation 87

J
Jacobien 2, 226, 239, 242

L

Laplace (transformée de) 105

Loi
conditionnelle 226, 247, 266, 267, 271
de Poisson 233, 257, 262
exponentielle 238, 241, 254, 279, 281
faible des grands nombres 227
géométrique 232, 255
marginale 247, 266, 272
normale 227, 245, 265, 290
normale tronquée 246
uniforme 233, 259, 266, 267, 268, 283,
323
uniforme discrete 228

M

matrice variance-covariance 279, 280, 289
meilleure approximation 31
modele Auto-Régressif d'ordre 1 284

N

norme associée au produit scalaire 31

P

peigne de Dirac 125, 162

Pf 188

polynomes de Legendre 32, 34
polyndémes de Tchebychev 38
presque partout 19

pseudo-fonction 122, 126, 142, 155
puissance instantanée 304
Pythagore 31

R

réponse impulsionnelle 80, 199, 200, 203,
206

réponse indicielle 80, 203, 206

Riemann 1

S

Schwarz 19
Shannon 175
signal
analogique 306, 307, 310, 314, 321,
322,328
analytique 179
gaussien 99
numérique 164, 305, 316, 317
numérique causal 164
sommabilité 6, 15
sommable 19
spectre d’amplitude 87, 99
spectre de phase 87, 99
symétrie hermitienne 86

T

théoréme
de convergence dominée 146
de Fubini 111
de la valeur finale 106
de la valeur initiale 106, 111, 116
de Wiener-Kinchine 87
Limite Central 227

Vv

valeur principale 8
variance 225

vecteur gaussien 290, 300
vecteur moyenne 289
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