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AVERTISSEMENT

’ENONCE d’un probléme est le résultat d’une activité fondamentale du physi-
L cien : elle consiste a partir d’une situation physique réelle dans la vie ou au
laboratoire, et & bdtir un modéle schématique de cette situation qui est
simplifiée par activité expérimentale (« liaisons imposées au systéme ») et par
activité intellectuelle : élimination des facteurs négligeables, schématisation
proprement dite. On se pose alors certaines questions relatives & I’évolution du
modéle : le probléme est posé.

Suit la résolution de ce probléme : c’est Pactivité que nous proposons & nos
lecteurs.

pY

Une troisiéme activité conmsiste @ vérifier expérimentalement que les solutions
du probléme correspondent bien & la réalité physique c’est-a-dire que I’on ne s’est
pas trompé et gue le modeéle est adéquat.

Ne pouvant offrir a nos lecteurs que la deuxiéme activité, nous les invitons cepen-
dant a se représenter, & travers le texte, les appareils, les phénomeénes, comme
s8’ils étaient au laboratoire. Cela leur permettra de se mieux poser ¢ eux-mémes
le probléme, d’améliorer le texte, de suppléer & des manques d’information et
parfois méme a de petites erreurs comme il s’en glisse parfois dans les textes
des concours.

Les lecteurs doivent aussi, dans une certaine mesure, se livrer & la troisiéme
activité. S’ils ne peuvent réellement procéder & une vérification expérimentale,
ils devront néanmoins y suppléer en faisant appel a leurs connaissances et veérifier
que les valeurs numériques trouvées sont de Iordre de grandeur de celles que 'on
rencontre habituellement au laboratoire ou dans la vie.

Nous avons présenté certains problémes — les plus difficiles en général — en
deux étapes: dans une premiére étape le probléme est posé avec un minimum
d’indications ; la résolution du probléme nécessite alors de solides connaissances,
une bonne conception du probléme et une certaine imagination créatrice. Le
probléme est ensuite rendu plus facile par des indications supplémentaires a
lusage de ceux qui wauraient pas trouvé les solutions. Nous donnons enfin une

solution détaillée. Ces problémes sont indiqués par un astérisque.

Les problémes proposés ont été sélectionnés, non seulement en raison de leur
intérét propre mais aussi pour illustrer de facon homogéne Iétendue du
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programme. La_difficulté des problémes proposés est également variable afin
que chacun puisse trouver le probléme qui lui convient.

Cet ouvrage est destiné aux éléves des classes préparatoires de premiére et de
seconde année, ainsi qu’aux étudiants en électricité.

Nous souhaitons que nos lecteurs trouvent plaisir a travailler avec nous.

LES AUTEURS.

La loi du 11 mars 1957 n’autorisant, au termes des alinéas 2 et 3 de I'article 41, d’une
part, que les « copies ou reproductions strictement réservées & 'usage privé du copiste et
non destinées & une utilisation collective » et, d’autre part, que les analyses et les courtes
citations dans un but d’exemple et d’illustration, « toute représentation ou reproduction
intégrale, ou partielle, faite sans le consentement de I'anteur ou de ses ayants-droit ou ayants-
cause, est illicite » (alinéa 1er de I'article 40).

Cette représentation ou reproduction, par quelque procédé que ce soit, constituerait
donc une contrefacon sanctionnée par les articles 425 et suivants du Code pénal.

© 1971, Masson et Cte, Paris

Tous droits de traduction, d’adaptation et de reproduction par tous procédés réservés
pour tous pays.
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1. PHENOMENES FONDAMENTAUX
DE L’ELECTROSTATIQUE

CHAMP ELECTROSTATIQUE
POTENTIEL ELECTROSTATIQUE

1-1. — Loi DE CoULOMB. — Deux boules conductrices identiques A et B,
distantes de : d = 50 cm, portent res-

pectivement les charges Q et q=Q/4. i

Une troisiéme boule C, identique aux c

deux autres, est mobile sans frottements D B
sur la ligne droite qui les joint; primiti- g

vement neutre, elle est amenée en contact Fic. 1-L.

avec A puis abandonnée a elle-méme.

Déterminer sa position d’équilibre; cet équilibre est-il stable ?

— SOLUTION —

Les boules A et C, étant identiques, ont aprés leur contact la méme charge
q'; la somme de leurs charges se conservant, cette charge ¢' est évidemment

égale & :

- Q
7=7

La boule C sera en équilibre & la distance / de A si en ce point (certaine-
ment situé entre A et B) les forces de répulsion qu’exercent sur C les
boules A et B s’équilibrent, c’est-a-dire si :

Q Q Q. Q
2 2 2 4
drey 2 dwey.(d—I)?

d’ott nous déduisons :

I=Q2—y2)d

Application numérique.
1= (2—1414).50 = 29,3 cm.

Un équilibre mécanique est stable si le systéme considéré, écarté quelque peu
de sa position d’équilibre, est soumis & une force I’y ramenant. Orientons la
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droite AB, par exemple de ‘A vers B; la force ? qui s’exerce sur 1a boule
C a pour mesure algébrique sur cet axe (pour 0 </ < d) :

29 o9
2 2 _ 2_ 1
f(l) - 41':50.12 _47t€0.(d——- 1)2 o 32'"750 [ 2 (d_ 1)2]

La dérivée de f(J) par rapport & [ prend au point /= (2—-\/2_) d une
valeur négative, ce qui implique effectivement que I’équilibre étudié est stable.

1-2. — Une tige cylindrique de section S = 5cm?, convenablement lestée,
flotte verticalement sur un liqguide de masse volu-

B Q mique o = 13,6 glcm3. Elle porte a sa partie supé-
- 1""" vieure une petite boule A isolée et chargée (de
A ? charge : q = 0,2 microconlomb). A la hautenr
"d =4 cm au-dessus de la position initiale de A,

on place une autre boule B portant une charge

Déterminer la ou les positions d’équilibre de la tige
et discuter la stabilité, (Les rayons des sphéres A
et B sont supposés trés petits.)

Accélération de la pesantenr : g = 9,8 m/s?,

— SOLUTION ~—

\V////]

Appelons & la hauteur de tige immergée avant
Fie. 1-2. Pintroduction de la boule B, et (h—x) cette
méme hauteur aprés 'introduction. Les forces qui

s’exercent sur la tige sont :

a) son poids, de module : P,
- b) la poussée d’Archimede : Shpg, puis : S(h— x)eg,

. - q9'|
¢) la force del Coulomb : 0, puis : dreg (d— )
On exprime Péquilibre de la tige en écrivant que la résultante de ces trois
forces est nulle :

avant : P = Shpg,

!

aprés : P = S(h— x)pg — m

.opposée..(q.=-02pC)e ..



La hauteur x dont s’est élevée la tige doit a1n51 &tre une solution de 1’équation
suivante :

—4qq’
™ 4re,.Seg (d— x)?

Cette équation est du troisiéme degré en x; plutét que de la résoudre exacte-
ment (ce qui conduirait & un calcul fastidieux), il est préférable de construire
graphiquement la courbe d’équation cartésienne (orthonormée) :

y—— —qq'
4rey.Spg (d — x)?

les intersections de cette courbe et de la droite d’équation y = x ont pour
abscisses les racines x cherchées; 'une des trois solutions ainsi trouvees
étant supérieure 4 d, est inacceptable physiquement.

Application numérique. — Si x et d sont expnmees en centimetres, l’equatlon
précédente s’écrit :

%.10-2 — 2.1077.2.10-7.9.10° 1
5.10%.13,6.10%.9,8 (cz’—x)2 10—¢
ou: x o _34
T d—x
v |
|
I
|
r |
o |
ch E
. |
4
|
3l |
|
2L § {
1L g }
host v I Lt 1@ 1 1
0 i 1273 75 6 7 X
o042 255 ,'
Fic. 1-2 bis.

La lecture du graphique ainsi construit (¢f. figure) fournit deux positions
d’équilibre acceptables :

x; ~ 0,42 cm et Xp = 2,55 cm.



Si f est la mesure algébrique (sur une verticale dirigée vers le haut) - de la
résultante des forces appliquées & la tige, on peut également observer sur le
graphique (plus commodément que par le calcul) que

<g{—c>m4 < 0 et (%)m > 0.

La premiére position (x = x;, AB = 3,58 cm) est donc une position d’équi-
libre stable, et 1a seconde (x = x,, AB == 1,45 cm) wune position d’équilibre
instable.

1-3*, — Denx [ils paralléles infiniment longs, distants de d = 2a, pdrtent des
charges électriques de densités linéaires uniformes -+ L et — A :

1° Calculer le potentiel électrostatique en un point M défini (a une translation
paralléle aux fils prés) par ses distances ry et r, anx deux fils.

2° En déduire la forme des surfaces équipotentielles et des lignes de champ.

InpICcATION. — Rappelons, s’il en est besoin, comment se calcule le potentiel créé

par une-droite illimitée uniformément chargée :-la- symétrieaxiale -de ce systéme

particulidrement simple implique que le potentiel ne dépende que de la distance r
a la droite; soit alors une portion de cylindre équipotentiel de rayon r et de hauteur
h, que I’on ferme par deux cercles de base (de plans normaux & I’axe); le théoréme
de Gauss appliqué & cette surface s’écrit simplement (le champ étant radial) :

LU
g
0} - - eyl — I3 . o r
Connaissant ainsi le champ E(r) = — gradV, nous en déduisons aisément le
potentiel V :
Ve=—-2 Togr+k
2ne,

ot % est une constante arbitraire.

— SOLUTION —

1o Le potentiel V au point M est la somme des potentiels V; et V, créés
en M par les deux fils :

A A
V]_———“zn_%Logrl—i"kl et V2_+2?;;Logr2+k2.

Si les constantes k; et k, sont choisies telles que leur somme soit nulle, le
potentiel V sera nul A I'infini, et, en un point M situé aux distances r, et
ry des deux fils, sera égal 4 :

=M Ja
V - 27'550L0g ry

=)



20 Les surfaces équipotentielles sont les lieux géométriques des points dont le
rapport rofr; est constant; ce sont donc des

cylindres circulaires d’axes paralléles aux deux +2A -A

fils; dans un plan perpendiculaire aux fils, les
sections de ces cylindres forment un faisceau
linéaire de cercles dont les points de Poncelet
sont les intersections O, et O, des fils et
du plan. L’équipotentielle zéro (ry =1r,) estle
plan médiateur des deux fils. m ra

Les lignes de champ sont les lignes orthogo-
nales des surfaces équipotentielles donc sont M
des arcs de cercles dont les plans sont perpen-
diculaires aux fils (dans un tel plan, les lignes
de champ forment un faisceau linéaire de

cercles & points de base [0, et O,), et que o

le champ électrostatique oriente du premier >

fil (4 ) vers le second (— A). Fic. 1-3.

I-4*, — ATTRACTION GRAVITATIONNELLE. — La force d’attraction gravita-

tionnelle qui s’exerce entre deux masses ponctuelles m et m' est de la forme :

'
f= K%Zia ot K est la constante de gravitation et d la distance des deux

masses.

Le globe terrestre est supposé sphérique de rayon R, homogéne, et de masse
totale M. Calculer Paccélération de la pesantenr g, en fonction de la distance
r au centre de la terre (pour r < R, g est supposé mesuré a Uintérienr d’un
puits vertical profond).

Conser. — La force gravitationnelle s’exprime en fonction des masses et de la
distance comme la force de Coulomb en fonction des charges et de la distance; les
deux lois ayant la méme forme mathématique, les résultats déja démontrés dans le
cas de I'attraction coulombienne se transposent aisément au cas de lattraction
gravitationnelle.

On exprimera en particulier le théoréme de Gauss appliqué au flux du champ de

gravitation Z A travers une surface fermée; 1’application au cas du globe terrestre
devient alors évidente.

— SOLUTION -—

Le raisonnement qui a servi dans le cours 4 démontrer le théoréme de Gauss
peut &tre repris point par point; les masses m et m' remplacent les charges

g et ¢', la constante de gravitation K remplace la constante Z{cl?’ le champ
0
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gravitationnel E remplace “le champ électrostatique E), le théoréme de
Gauss s’écrit donc ici : : '

e > '3 r
Le flux du champ gravitationnel g sortant d’une surface fermée est égal au
produit par 4wK. de la somme des masses intérieures a cette surface.

Prenons alors pour surface fermée la sphére de rayon r centrée au centre de

> ‘ r 3 .
la terre; le flux de g sortant de cette surface est égal & : 4nr’g, mais Cest
aussi, d’aprés le théoréme de Gauss :
/ :

}

4rK. M sir
! . 3
4nK.M% sior

td

R
R.

N WV

Nous en déduisons :

i

i

g=KML si r<R

R3 =
g=KM% si rzR

1-5*, — Une ouverture circulaire, de centre O, de rayon R, est percée dans
un plan uniformément chargé avec une densité surfacique de charge o. En admet-
tant que la répartition des charges sur
le plan n’a pas été perturbée par cette
opération (ce qui est le cas si, par
exemple, le plan est fait d’une matiére
isolante), calculer le champ électrosta-

rs tique en un point M de ’axe normal

" P en O au plan, a une distance OM = x
du point O.

INDICATION. — Rappelons, s’il en est

besoin, comment ’on peut calculer le
champ créé en un point de son axe par
un disque uniformément chargé : par
raison de symétrie, le champ a pour
Fic. 1-5. direction I’axe OM du cercle; un élé-
ment de surface 3S de centre A porte

la charge ¢.3S et crée en M un champ élémentaire aE’ dirigé suivant AM et
dont Pintensité est, d’aprés la loi de Coulomb :

’ 1 c.8S
E = —.
d 4re, AM?




La composante dB de ce champ suivant ’axe est :

1 c.8S.co8 a

dE = dE’ cos o = Ime.  AME

Or SSAC—I\_ZSZ—“ est 1’angle solide sous lequel, de M, on voit I’élément de surface 38,
Soit 8Q cet angle solide élémentaire :

dB =250

4re,

En faisant la somme des champs dE pour tous les éléments du cercle, nous obtenons
le champ total d’intensité :

E=-°0=-92n( — cos 0) =->(1 — cos )
2¢gq

41ee, 4me,

ol 0 est le demi-angle au sommet du cone de révolution sous lequel on voit le
disque du point M.

— SOLUTION —

Le raisonnement ci-dessus s’applique de fagon analogue au calcul du champ
sur I’axe du systéme proposé; la somme des champs dE pour tous les éléments
de la surface proposée (plan moins cercle) fournit le champ total, d’intensité :

E=-"-0

4re,

ot Q est l’angle solide sous lequel on voit, de M, la surface étudiée; cet
angle solide est évidemment la différence de ’angle sous lequel on voit le plan
entier (2x) et de langle sous lequel on voit I’ouverture circulaire
(2n(1 — cos 0)) :

[+ s}
E v [27c — 27(1 — cos 8)] 3, cos
c’est-a-dire :
E=2. X
2gy /x% + R2

Nous aurions pu, plus simplement, utiliser les résultats déja connus en remar-
quant que le systéme étudié est la superposition d’un plan uniformément
chargé (4 o) et d’un disque circulaire uniformément chargé également, mais
e densité surfacique opposée (— o) :

E=+G+:._G< .__.-—-—————-——‘x ‘ =—§——~———x
2ey 28 \/x2+R2) 2ey \/x2 + R?



~.ce.qui.revient-au-méme-.(puisque-1’on traduit-ainsi-la-méme- propriété-mathématique -

ey,

|

1-6*. — CHAMP CREE PAR UN DISQUE UNIFORMEMENT CHARGE. — IO En un
point H de son axe, un disque circulaire uniformément chargé crée un champ
e
E paralléle a Paxe; en un point M

trés proche de H, a une distance r
g

Er de Paxe Ox (O étant le centre du
Y M Ex disque), la composante E, normale
x 5 & Paxe Ox, est faible mais non nulle.
-E>/ ax Calculer Uintensité E, de cette
8 <

composante en fonction de r, de
OH =x, de la densité surfacique de

Fic. 1-6. charges sm: le disque et du rayon R
de ce dernier.

2° Plus précisément, montrer comment ’on peut déterminer exactement, par
un développement en série entiére, le champ électrostatique E en un point voi-
sin de Paxe Ox du disque.

InpicATIONS. — 1° Pour déterminer en premiére approximation la composante du

champ normale & I’axe, E,, on peut appliquer le théoréme de Gauss & un petit
cylindre de rayon r, de hauteur dx, et d’axe confondu avec Ox. On peut aussi,

du champ électrostatique), écrire que la diverg'enge'du champ Een M est nulle,
et faire les approximations convenables. o .

2° Comme il n’y a pas de charges dans le voisinage du point H (OH = x 5 0)
de I’axe, on peut espérer que les deux composantes E, et E,. y soient infiniment
dérivables (la composante orthoradiale E, est nulle en raison de la symétrie du

systéme: la circulation de B le long d’un cercle centré sur Iaxe, égale & 2nr.E,,
est nulle, donc aussi Ey). Les deux composantes E, et E,, fonctions de x etde r,
sont développables en séries entiéres par rapport & r (les coefficients étant des fonc-
tions de x), et I’on peut espérer que les rayons de convergence en sont non nuls.
1 ne reste plus qu’a exprimer les propriéiés locales du champ électrostatique :
dvE=-L o 1otBE=70
€y .
Le calcul de la divergence et du rotationnel en coordonnées cylindriques n’est pas
trop long, et donne : 3
.= E E 1 3E
divE = == 4 —Zrg e 2 S
2 + or + ¥ + r 00

r 26
ot
(rot B), = abE %E;m
— SOLUTION -

1° Emploi du théoréme de Gauss. — Considérons un petit cylindre de rayon »
de hauteur %, d’axe confondu avec I'axe Ox du disque, et situé 4 la distance
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x du centre O du disque. Les composantes axiale et radiale du champ E
sont des fonctions des deux variables x et r:

Ex == E_,,(x, r) et —133, = E),(x, r.

Le flux ¥ du champ électrostatique sortant du cylindre considéré est la

somme du flux de E, sortant par la surface latérale et du flux de E sortant
par les deux faces du cylindre; il est exactement égal a :

z+h r
(x, r, ) = ﬁ E,(x, r).2nr.dx + fo [B,(x -+ b, ) — E,(x, r)]. 2nr. dr

Ce flux ¥ est nul puisqu’il n’y a pas de charges & I'intérieur du cylindre. Par
dérivation par rapport & A au point k=0 (comme d’ordinaire en phy-
sique, nous nous accordons, par nécessité, le droit de dériver sous le signe
somme), I'égalité ci-dessus devient :

0= E,(x,r).2nr + fré%%c’—Qan.dr
0

‘ . 9B : . .
Remarquons que E_, donc aussi Fxg’ est une fonction paire de r. Si r

est petit devant x (et devant R), nous pouvons remplacer %I% (x, r) par
3E '
—E

o (x, 0) au second ordre prés par rapport i r:

0 ~ E(x, r).2nr + %%(x, 0).mr?

¢’est-d-dire : E(x, r) @ — é— . %% (x, 0).

Nous savons (cf. exercice 1-5) que :

Ez X, O === “—0;‘ 1 e —'—x___—:—_—:>
( ) 2ey < Vx® + R2/.
Nous en déduisons que :

2
E(x, ) =% - IR

4e,  (x* + RH
Le lecteur pourra aisément vérifier que ce résultat est valable au froisiéme
ordre preés.

2° Emploi de ’équation de Poisson. — La divergence en coordonnées semi-
polaires (cylindriques) s’écrit ici :
GE OB B B 1 %
dWE._ ax+ ar+r+r L)

Comme il n’y a pas de charges au point M(x, ), I’équation de Poisson s’exprime
simplement par :
- %
divE=-"=0
g
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. e ‘ / 3
Pour les raisons déja indiquées, nous pouvons remplacer la valeur de %E,

au point M(x, r) par sa valeur au point H(x, 0); si la dérivée partielle par
rapport & r de E, est continue au point H, les limites de %1_3_1: et de 1_51,
r r

quand r tend vers zéro, sont confondues et I'on peut remplacer la premiére
de ces deux expressions par la seconde pourvu que r soit assez petit; quant
2 la composante orthoradiale E,, elle est nulle en raison de la symétrie du
systéme :

oF

— di ~>N z E
0=divE ~ o (x,0)+2—ri

ce qui conduit évidemment au méme résultat que la méthode précédente.
3° Développement du champ en série entiére. — Le raisonnement qui suit part
de I'hypothése que E.(x, ) et E(x, r), composantes axiale et radiale du

champ E), sont développables en séries entiéres par rapport & r; cette hypo-
these, plausible a priori puisqu’il n’y a pas de charges dans le voisinage de H
ou M, est vérifiable a posteriori.

L’axe Ox du disque est axe de symétrie du systéme, donc E.(x, r) est une

fonction paire de r, et E.(x, r) une fonction impaire;leurs-développements-—

en série entiére seront donc de la forme :

E:r:(x9 7') = Ex(x’ O) + ez,Z(x)'r2 + 62,4(X).r4 + v + ex,2n(x)*r2" + e
E(x, r) = er,l(x)'r + e, 5(x) .73 4 e 5(x).r5 4 - 4 €z on+1(X) P2 4 oo

Les propriétés locales du champ électrostatique sont résumées par les deux

relations :
- ]

rotE=0 et divE =2

€o
En coordonnées semi-polaires (r, 6, x), ces deux relations se traduisent,
pourvu que x # 0, par:

aET aEx p—

ox  or 0

8E, | ®E, | E,

= + = + = 0

c’est-a-dire par :

__(de, de. s s
O—~< p —Zex,2> -k ( g ~—~4ex,4> - F

der. 2n—1

L (—&}—_Znem,2n> CpEel L

0= <23r,1 +df{;0> + <4er,3 +¢%> . rR
+ b + <(2n + 2)er,2n+1 + dz:;%) M an + M
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Comme une série entiére n’est identiquement nulle que si tous les coefficients
sont nuls, il devient évident que les coefficients e, ,, €t .e, 5,4 sont déter-
minables de proche en proche (le premier de ces coefficients, e, , = E(x, 0),
nous étant déja connu). Comme ’on pouvait d’ailleurs s’y attendre, le coeffi-
cient e, , coincide avec la valeur approchée, divisée par r, de E/(x, r)
trouvée précédemment.

REMARQUE. — On aurait pu employer également, pour résoudre le probléme ci-des-
sus, la méthode utilisée au § 1° : la détermination progressive des coefficients ne
serait alors effectuée par applications successives (avec des approximations d’ordres
croissants) de la conservation de la circulation et du flux (car p = 0) du vecteur

champ E) On aurait opéré, tantot sur le petit cylindre déja défini, tantét sur le pour-
tour d’un rectangle de largeur 2r, de longueur £, situé dans un plan contenant Ox,
et dont les petits cotés auraient eu Ox pour médiatrice. Un tel artifice, extrémement
commode pour obtenir une valeur approchée, aurait en fait été trop lourd & manier.

1-7%, EQUILIBRE 1SOTROPE. — Quatre charges fixes -+ q sont placées aux

sommets d’un carré de coté a \/5 Au centre B
du carvé, on place une charge mobile +- q, ®=
de masse m. Montrer que cette cinguiéme
charge est en équilibre stable pour tout dépla-
cement dans le plan des quatre autves, et cal-
culer la ou les périodes d’oscillations auntour
de cette position d’équilibre.

Discuter la stabilité de Déquilibre pour tout
autre déplacement,

ConselLs. — Avant toute chose, il faut se méfier 8
des approximations faites a priori: on peut certes (CJ
savoir, avant le calcul, que tel terme est

plus petit que tel autre, mais on n’est pas Fic. 1-7.

toujours sfir de ’ordre de grandeur de ’approxi-

mation effectuée, on risque souvent de tenir compte (par exemple, aprés élimination
mutuelle de termes plus importants) d’un terme plus grand que le terme négligé.

Il est bien préférable d’effectuer les approximations aprés coup, sur une expression
mathématigue, méme si celle-ci semble trop compliquée, voire inélégante.

Bien évidemment, il n’est pas toujours possible d’entamer le calcul sans approxima-
tion préalable, et il faut alors se résigner aux approximations a priori; dans ce cas,
il est nécessaire d’effectuer une vérification a posteriori de ’approximation faite,
cette derniére précaution n’étant d’ailleurs pas toujours suffisante, malheureusement.

Dans le cas présent, on peut exprimer exactement la force résultante qui s’exerce
sur la charge centrale, et ceci, quel que soit le syst¢éme de coordonnées employé;
une fois cette expression trouvée, on pourra observer que les seuls infiniment petits
principaux sont les coordonnées du déplacement de la charge mobile; il devient
alors naturel de transformer 1’expression trouvée (mal commode & manier) au moyen
d’an développement limité par rapport a ces coordonnées.

13



On pourrait aussi travailler sur le potentiel électrostatique au point ol se trouve
la charge mobile; I’expression exacte du potentiel est plus simple que la précédente,
mais le développement doit étre limité & un ordre de plus (puisqu’on obtient la force,
donc la période cherchée, par dérivation du potentiel par rapport aux coordonnées
du déplacement).

— SOLUTION —

La force résultante qui s’exerce sur le charge mobile M est la somme géomé-

trique des forces de Coulomb 7A, ?B, —f>c et ?D exercées par les quatre
charges fixes A, B, C et D. Pour calculer ces forces de Coulomb, nous pouvons
prendre comme axes de coordonnées, par exemple, les deux diagonales OAx

et OBy du carré. Si 7 et 7 sont les vecteurs unitaires de ces axes, les forces
-

?A, Sa fo et 7,3 s’expriment, en fonction des coordonnées x et y du dépla-

cement OM de Ia charge mobile, de la fagon suivante :

= q* m _ ¢ xX—a
AT dne, AMB T dne, | [(x — a)® + YR

7+

y >
G —ay + e |

? g B_I\Z i { x 1
B dney BM3dmeg | [x? +(y )22
?=qz-6ﬁ=‘-’2§ a4 7§
€= Ine, CMP  Ameq | [(x + P + 22" 1 [(x + @) + 77
ﬁﬁ g % x T y+a >
dme, DME  dmeg | [ + (7 + @fF2 ' [ + (& + oy

y— ket
T’,‘,[xz e ;__;_,_‘,a)z]s/zjg

Comme nous nous intéressons essentiellement & I’équilibre de M au cenire,

il nous suffit de considérer des déplacements OM petits, voire infinitésimaux.
1l est alors commode d'utiliser un développement limité de

—7=?A+-f}n+7c+7n

par rapport aux infiniment petits x et y:

f(x — a)® + yo3% = L _1 +3X 4 3 (4x? — yz)ﬂ au 3¢ ordre prés
a | a 24
. 1T X 3 ] .
2 2132 . 4 f1.__3% 1 2 2 42 e
[(x + @) + 7722 = a3~L1 —3 - - o (4x )‘ au 3 ordre prés
~ 1T 3 i \
24— = z L1 +3 —ii -+ 5672(4y2 ——-—x”)— au 3¢ ordre prés
. 1T y 3 ] \
2 2[~8/2 = I O AT 0 WS e
[x% 4+ (y + @) o “1 3 5 + 20 (4y? —x )- au“3 ordre pres

Les quatre forces composantes ont alors pour développements limités, au

14




troisitme ordre prés :

o] [e—cs ]+ 52
T = 4m°a3 <x+33;——y>i+[-—-a—2y+§;z(x2—2y2)]7§
Fem ([ e+ o]+ (—52)1]
?D=4n3 = <x-3%’>f+[+a——2y+~—(2y -—xz)]7i

Nous trouvons ainsi, toujours au troisiéme ordre pr‘ejs :

7=

257 —2 T oM
B T Ly

47rs £q.a°

La charge mobile M, une fois écartée (Iégérement) de sa position d’équilibre,
est donc soumise & une force centrale attractive proportionnelle 3 la distance;
nous savons (cf. Cours de mécanique) que son mouvement est alors un mouve-
ment d’oscillation sinusoidale, dont la période est :

3
T = 2n %—:273\/@71

L’intérét principal du résultat obtenu n’est pas la valeur de T trouvée, mais
le fait que cette valeur ne dépend pas de la direction choisie pour le déplace-
ment : Péquilibre de M au centré du carré est isotrope (en fait, I’effet obtenu
pour un déplacement ron infinitésimal n’est pas vraiment isotrope puisque

-
I’expression de f obtenue n’est acceptable qu’au troisiéme ordre prés; cepen-
dant, le fait que l'isotropie existe pour les deux premiers ordres est déja remar-
quable).

L équilibre de la charge mobile M au centre du carré devient évidemment
instable dés qu’on autorise les déplacements de M en dehors du plan des
quatre charges fixes : en effet, si M n’est pas située dans le plan xOy, les
composantes normales (selon Oz, troisiéme axe orthonormé) des quatre

- e
forces de Coulomb f,, fp, fo» fp ont le méme sens, donc ne sauraient
se compenser.

1-8. POTENTIEL DE YUKAWA. — A une distance r d’un point O, le potentiel
électrostatique créé par une certaine distribution de charges a pour expression :

Ve 4

4req. e
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ot a est une constante homogéne & une longuenr, et q une constante positive
homogéne a une charge.

>
I° Calculer le champ E a une distance r du point O et le flux ¥V de ce
champ a travers une sphére de rayon r et de centre O. Que deviennent ces
expressions quand r tend vers zéro? Interpréter.,

20 Caleuler la densité volumique de charge o a une distance r de O. Calculer
la somme q' des charges négatives contenues dans la sphére de centre O et
de rayon r. Que devient cette quantité lorsque r tend vers Uinfini?

30 Etudier la variation, en fonction de r, de la grandenr z = 4mpr?, appelée
densité radiale de charge,

4° En admettant que le champ étudié est celui d’un atome d’hydrogéne, interpré-
ter les résultats précédents.

- SOLUTION —

1° Le champ électrostatique est égal & opposé du gradient du potentiel;

= . - r
comme ce dernier ne dépend que de r, E est radial, et son intensité est :

- dv
4 (1 _1N_ g % r\
E() = 47raoe < ar r2> 47raorze (1 + a)

Le flux ¥ du champ E sortant d’une sphére de centre O et de rayon r
est :

-
Y = 4nr2 E(r) = —sq—e ¢ (1 + -:—;—>
0

Quand r tend vers zéro, E(r) tend vers I'infini, et il est équivalent & Rg_;‘z
0-
Le flux ¥ tend vers -L. Nous en concluons Pexistence, parmi la distribution

€

de charges étudiée, d’une charge positive -+ ¢ au point O (théoreme de
Gauss).

20 Le théoréme de Gauss nous indique que le flux ¥ calculé ci-dessus est égal
au quotient par s, de la charge totale intérieure & la sphére considérée; si
p(]) est la densité volumique de charge a ladistance / de O, etsi Q(r) est
la somme des charges condensées (ponctuelles ou superficielles) contenues
dans la sphére de rayon r, nous pouvons écrire :

4% <1 + {z_> =) = ;1; | [ e).an.a1+ Q|

Eo
Comme ni le potentiel, ni le champ ne présentent de discontinuités pour
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r#0, Q) se réduit & la seule charge ponctuelle -+ ¢ en 0. Dérivons
I’équation ci-dessus par rapport & r; nous obtenons :

gL _r 1\ _d¥®)_ 1 2
Eoe < a a2+a>—~ dr —E"p(r).47cr

d’ol nous déduisons :
r

— q ¢
p(r)—-—47m2o r

Le méme résultat aurait pu étre obtenu en appliquant le théoréme de Gauss
2 une pellicule sphérique de centre O et comprise entre les sphéres de rayons
r et r+dr.

La somme g' des charges négatives contenues dans la sphére de centre O
et de rayon r est égale a I'intégrale :

¢®=[ﬂ;ﬂuw=£ku%ﬁﬂ

donc simplement :
g =¢ey.¥—aq.

Quand r tend vers linfini, p tend vers zéro et ¢’ vers —gq.

30 La densité radiale de charge z = 4mpr? est égale & :

Z == ""'32‘"-‘3 a,
nous constatons que z est une fonction décroissante de 0 2a "é% pour
0 < r < a, présente un minimum pour r = g, puis est croissante de — eia

2 0 pour r croissant de a a l'infini.

40 Le champ étudié ici représente celui d’un atome d’hydrogéne; les résultats
obtenus plus haut nous dépeignent cet atome comme composé d’une
charge ponctuelle positive (-~ ¢) au centre (le noyau) et d’une charge
négative opposée (— ¢q) répartie en volume, de fagon isotrope, dans tout
Pespace (I’électron).

Cette vue n’est pas en contradiction avec la mécanique quantique, car la répar-
tition des charges au sein d’un atome produit un champ électrostatique dépen-
dant du temps et de I’espace; le potentiel de Yukawa, indépendant du temps,
n’est qu'une valeur moyenne, statistique. Soit p(M).dv la probabilité qu’a
électron de se trouver, & I'instant considéré, dans 1’élément de volume dy
entourant le point M (si I'atome est dans un état stationnaire, p(M) ne
dépend pas du temps); la densité volumique de charge p n’est autre que le
produit par — g de la densité de probabilité de présence p(M).
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Notons un fait qui peut sembler paradoxal : ¢’est au centre, c’est-a-dire sur
le noyau, que la probabilité de présence de I’électron est la plus grande; d’on
Pintérét porté & la densité radiale qui, elle, présente un maximum pour r =g :
si le point le plus « fréquenté » par I’électron est bien le centre O, la distance
de O alaquelle il se trouve « le plus fréquemment » est a (qui n’est autre
que le rayon de la premiére orbite de Bohr, appelé plus simplement, quoique
improprement « rayon de P’atome d’hydrogéne »).

1-9%, DIPOLE PLACE DANS UN CHAMP ELECTROSTATIQUE UNIFORME. — Dans un

S
champ électrique uniforme E, on place en un point O (oi le potentiel est V)
un dipéle électrostatique dont le moment

> . L
P est paralléle @ E et de méme sens.

I° Trouver le potentiel en un point quel-
conque M; montrer que le potentiel
reste constant sur une certaine sphére
que Uon déterminera.

_2° Exprimer_le champ_électrostatique. .
-
résultanmt E' en M.

Inprcations. — Les lois permettant de dé-
terminer champ et potentiel étant linéaires,
le champ et le potentiel créés par une dis-
tribution de charges sont respectivement
la somme vectorielle et la somme algé-
brique des champs et potentiels créés par
Fic. 1-9. R chacune des charges composant la distri-
bution. Dans le cas présent, I’emploi de

) . . e . L2 > n
coordonnées polaires (origine O, axe Ox paralléle & E et P et de méme sens)
s’avére trés commode (la seconde coordonnée angulaire ", qui mesure les rotations
autour de ’axe Ox, n’intervient évidemment pas dans ce probléme).

— SOLUTION —

1o Appelons r et 6 les coordonnées polaires (origine O, axe polaire Ox
i pcig

paralliele 3 E et P et de méme sens) du point M. Le potentiel créé en M

par le dipdle est égal (cf. cours d’électrostatique) a :

D D
1 POM__ 1 P.cosb
Y 4me, OMP 4dnme, #2

Quant au potentiel V, dont dérive le champ uniforme ﬁ, il se calcule aisément

e e . r o . Y ‘.
par la relation E = —grad V,, qui se résume ici & E = —dV,/dx, d’ou
nous déduisons :

Vo=Vy—E.x=Vy,—E.r.cos 8
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Le potentiel résultant en M a donc simplement pour expression :
P
V =V, + Vy =V, + cos 0. <4mor2— Er)-

Nous constatons que ce potentiel V est constant (égal & Vo) sur le plan
d’équation 6 = -721 (ou : x = 0, plan médiateur du dipdle) ainsi que sur la

sphére de centre O et de rayon :

3/ P
4ney. B

R =

20 Le champ résultant E' en M est égal & I'opposé du gradient du potentiel
V; ses composantes radiale et orthoradiale E,. et Ej sont respectivement
égales 4 :

P9V 2P.cos 0
E, = Jr —E.cos()—{——-——-—47“:0."3

,_ L av_ oo P.sin 6
Ej = PR E.sin 6 +4_-_—7‘7$o-r3

Nous constatons que ce champ est nul en tous les points du cercle d’équations :

0 = %, r =R, fait que nous aurions pu déduire du § 1° puisque ce cercle

est 3 Pintersection de deux surfaces équipotentielles et que le champ E' doit
&tre normal 2 toute équipotentielle passant par le point considéré.

-
7-10. INTERACTION CHARGE-DIPOLE. — 10 Montrer que le champ E(r) créé par
> > .
un diple (de moment P et situé au point O) en un point quelconque M(OM = r)
peut s’écrire :
1 B.r
> > >
E=~————3[P—-3—'{—. r]
47'550 N ¥
20 Déterminer le torseur des forces exercées sur le
dipéle précédent par une charge ponctuelle g dis-

posée en M. Caleuler la force exercée réciproque-
ment par le dipéle sur la charge,

— SOLUTION -

- Fic. 1-10.

10 Nous pouvons nous contenter de vérifier que

M st r 14 r z A
Pexpression de E donnée par I’énoncé représente le méme vecteur que les
composantes calculées dans le cours; les composantes radiale et orthoradiale
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de I'expression proposée sont respectivement égales i:

> > > > > >
g _Ery___1 [Pr> JPr>7_ 2P.r
E. = e 41rao.r3[ T3 re’ r]_4m-:0.r5
> > > 1 > .}3-;9 -}3—;—>
E9=E—-—-E,=—-—4n€0.r3[P-——3—rz—-r+2—rz—-r]

“lsv

—____.L__. _>__'_." z
- 41':&:0.r3[P r -r]

_P.sind
t E T dmeg. 1

Leurs intensités sont égales 4 :
__2P.cos ©

- 3
4rey.r

E,

valeurs qui coincident effectivement avec les expressions classiques du champ
d’un dipdle.

Notons que I'expression ainsi calculée permet de retrouver aisément le résultat
de I'exercice précédent : par la superposition d’un champ uniforme EO (paral-
led P et de méme sens) au champ du dipdle, il se crée une surface équipoten-
tielle sphérique; en effet, le champ résultant E -+ Eo est parallgle & 7 osi

Eow—‘f

g > . . . .
== Pest.paralléle-3.-r, et-ceci-ne-peut-avoir lieu-quelle-que sojt—
4re,. 13 . >

la direction de 7 <c’est~a-dire quel que soit —:~> que si :
P
4rey. B

3
Eofff e r=R=
auquel cas la sphére d’équation r = R est bien surface équipotentielle puisque
le champ lui est normal en chacun de ses points.

> . .

20 Soit E, le champ créé en O par la charge ponctuelle g disposée en M;
les €éléments de réduction en O du torseur des forces exercées sur le dipdle
par une répartition de charges extérieures sont calculés dans tous les cours :

f=—grad®.E) et T,=PAE,

Dans le cas présent :

[1"/

> —.__q__.
E, = dre, F

[

Nous remarquons que ﬁ.ﬁq se trouve €tre égal formellement au produit par
— ¢ du potentiel créé par le dipdle au point M(OM = 7‘) ; la formule démon-

trée dans le § 10 nous évite de calculer le gradient de P)Eq :

>
.7

F—_4 ,[13_3.%?]

r
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quant au moment I, en O, il est égal 4 :

Fo_ 4 [7A§]

- 3
4re,. r

La force exercée réciproquement par le dipble sur la charge est simplement
égale au produit par g du champ créé par le dipdle en M :

> >
7’=q.§=—— q [—13——3£—r';]

4reg.rd r2

Il pourrait paraitre paradoxal que I’action de la charge sur le dipdle comporte
un couple alors qu’il n’en apparait aucun dans la réaction du dipéle sur la
charge. C’est qu’effectivement les torseurs d’action et de réaction sont opposés,
mais que leurs éléments de réduction doivent &tre comparés au méme point;

leurs résultantes ? et 7’ sont visiblement opposées, et le moment \I‘ZM en
'y=I+MOASf=0=—1Iy

Cette loi d’action et de réaction aurait méme pu nous permettre de calculer

? et T‘zo a partir de la seule connaissance de ’action du dipdle sur la charge,
qui est visiblement plus simple & déterminer.

1-11%*. REPARTITION SUPERFICIELLE DE DIPOLES. — Calculer le champ créé en un
point M de Paxe d’un disque de
rayon R et d’épaisseur uniforme e
sur lequel se trouve wune double
couche uniforme d’électricité; l'une
des faces circulaives porte une den-
sité surfacigue uniforme o, Pautre

porte une densité surfacique uniforme < X
— a. On posera p = c.e (moment Fia. 1-11.

dipolaire par unité de surface) ez l'on
désignera par x la distance du point M au centre O du disque. On supposera
de plus que e est faible devant R et x.

InpICATIONS. — Deux méthodes viennent assez naturellement A I’esprit, pour traiter
ce probléme. On peut utiliser les formules du champ créé par un disque uniformé-
ment chargé (cf. exercice 1-5) puis tenir compte de ce que e est petit devant R et x
pour effectuer un développement limité. On peut aussi considérer le systéme proposé

comme formé de la juxtaposition de petits dipdles paralléles ;.dS sur la surface
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circulaire S = f / dS = nR?, il ne reste alors qu’a appliquer les formules habi-

tuelles du dipdle, puis & intégrer sur la surface du disque.

-~ SOLUTION -

1 Nous pouvons appliquer aux deux faces du disque la formule rappelée
page 9; le champ résultant est égal 4 la somme vectorielle des deux champs

S .
composants E. et E_; il est porté par l’axe et son intensité est :

£

E=E.+BE =2 [1— ____.___22_____
L V—g)er
e
o *+y
I B
2¢, e \2
V(+sg) e

Si e est trés faible devant R et x, nous pouvons écrirg :

X

E:z‘éz'm[@*%)(l—a@%x—?) Y |
——2) (e s

Ex S . ¢ [1—- xz]
T 25 YRZF X2 RZ -} x2

ou:

c’est-a-dire :

o

~_D 22\
E = zeo.R<1 +R2>

Soit P = wR2.p; le lecteur pourra vérifier que si R tend vers zéro, P restant
non nul, la formule ainsi démontrée vient & se confondre avec la formule du champ
créé en un point de son axe par un dipdle de moment dipolaire P.

20 Considérons un petit élément de surface dS entourant le point
A (OA = x.tg 8) du disque, et désignons par 6 I'angle (Ox, AM), le sens
de Ox étant choisi de la face — o vers la face + ¢ du disque. Au lieu de
considérer que I'élément de surface dS présente deux faces de charges opposées,

nous pouvons ’assimiler & un petit dipdle de moment ;.dS paralléle & Ox

et de méme sens. Ce petit dip6le crée en M un champ élémentaire dE' dont
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nous connaissons les composantes radiale et orthoradiale; comme le champ
résultant sera porté par Ox, nous pouvons nous contenter de calculer la

composante dE de dE' selon Ox:
dE = dE,_.cos 8 — dEg.sin 0
2p.dS.cos 6

=+ |cos 6 —| —~————— |sin 6
4re _x 4re X
°“\cos B/ |- " \cos 0
ou :
__ P 20 3
dE-4mo.x3(3 cos? 6 — 1) cos® 6.4S

11 est naturel de regrouper tous les points A du disque situés 4 la m&me dis-
tance OA = x.tg 6 du centre O, pour lesquels 'angle 6 est identique,
et de leur faire correspondre I’élément de couronne de surface

— _ o sin 0\
dS = 2mx.tg 0.d(x.tg 8) = 2mx <cos3 6) a9

Le champ résultant E cherché se calcule alors par simple intégration :

fo==Arc tg% » : sin 0
— 20 __ 30, 2, .d8
E fo Ty (3 cost 0— 1) cos® 0.2ma2. 2. d 3
P e 2 R x P 26'2')”?
E 2e,.% Siny eo.COS eo 2e4.% R2 4 x? \/Rz T 2 25 R (1 + R2

Cette méthode présente assurément un aspect mathématique bien moins sympathique
que la précédente; son intérét physique est néanmoins grand car elle nous laisse
entrevoir que nous saurions résoudre des problémes de répartitions superficielles
ou volumiques de dip6les; or de tels problémes se posent effectivement au physicien,
et plus encore au chimiste (dip6les au sein d’un liquide polaire, couches monomolé-
culaires de dipdles aux interfaces, etc.).

1-12. POLARISATION DES DIELECTRIQUES. — Les molécules d’un diélectrique
électriguement neutre sont assimilables a de petits dipéles, si bien qu ‘un élément
de volume d© entourant un point quelconque M dn diélectrique est assimilable
a un dipéle élémentaire de moment dipolaire :

dp = P(M). ds,

>
le vectenr P(M) étant défini en tout point du diélectrique.

1o Montrer qu’une portion de diélectrique cvée le méme champ électrique que
des charges réparties dans tout le volume U occupé par le diélectrique [densité
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volumique : o, (M)], ainsi que sur la surface S limitant cette portion [densité
surfacique : o, (M)], les densités
oy et o ainsi définies étant
égales a :

.o > >
p=—4divP e o;=P.n,
h > r w . .
ou n désigne le vecteur unitaire

normal sortant de la surface S
au point considére.,

2° On définit le vecteur induction

électrique D par la relation :

6=50.E+§

Fig. 1-12.

N Montrer que la composante nor-
male de D se conserve a la traversée de la surface d’un diélectrigne non
chargé. Cas général?

30 Diélectrique linéaires homogénes et isotropes. — La densité volumique de

moment dipolaire P(M) définie ci-dessus est, dans le cas de certains diélectri-.
ques, proportionnelle au champ électrique :

> >

P(M) = egx.. E(M),
ot y, est une constante caractéristique du milieu (susceptibilité diélectrique).

Montrer que toutes les formules valables dans le vide sont transposables & un
tel milien diélectrique (sans tenir compte de la présence des dipbles constituant
le milien) , & condition d’y remplacer le coefficient =, par une autre constante c,
- caractéristique du milien, que Uon calculera en fonction de .

-~ SOLUTION —

10 Le potentiel électrostatique que crée en un point quelconque P le dipdle

élémentaire de moment E; placé au point M, est:

1 MP.dp
__1 MP.dp
av = 4re, MP3 ’
c’est-a-dire, posant : 7 =PM.
___1 Pa.r
av = 4re, r3 s

Le potentiel électrostatique V(P) que crée au point P I’ensemble des dipdles
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contenus dans la portion de diélectrique considérée, est :

__ 1 Bt s
V(P) = 4n50.ffmr3 do

Le potentiel que créerait au méme point P la répartition de charges proposée
par I’énoncé, est :

V@ =g [[ 35+ oy [ 8
ve =g [ [ fy7EE as [, as]

L’intégrale de surface ci-dessus n’est autre que le flux de ?(M) sortant de
la surface S (Z.a’S = zTé), elle peut donc étre transformée en intégrale triple
par application du théoréme d’Ostrogradsky :

i L= e [ () o]

div(a.l->7) =a.divd + Zgr;a a

V'(P)

Or :

c’est-a-dire ici :

wv

>

div (-‘}) -1 givB 3B

r r3
d’oilt nous déduisons :

vy [ (P ) ol [

les potentiels V(P) et V'(P) coincident donc en tout point P, ce qui démontre
la proposition indiquée par 1’énoncé.

20 On ne peut guére donner du champ électrique E une définition expéri-
mentale, au sein d’un diélectrique (une charge introduite au sein d’un diélec-
trique solide n’y est pas mobile, & moins qu’elle ne soit introduite dans une
cavité vide ou pleine d’air, ce qui change la répartition et I'orientation des
dipdles; de méme, au sein d’un diélectrique liquide, il faut bien tenir compte
des effets de surface au contact des corps immergés); cependant, calculé au
moyen de la relation :

> ——
E = —grad V,
il peut étre exprimé en fonction du champ de vecteur ?(M), donc aussi au
moyen des charges fictives de densités p, (volumique) et o (surfacique);
il vérifiera donc :

.= p . .y .
div E = =L au sein du diélectrique,
Eo

AE, = S/ 31la traversée de la surface du diélectrique.
€o
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Il est naturel de poser : ~I>?(M) =0 a Pextérieur du diélectrique (absence de
dipdles). De la définition de I'induction électrique :

D > 2

D =¢,.E+ P,
nous déduisons la variation AD, de la composante normale de Pinduction,
a la traversée de la surface du diélectrique (de I'intérieur vers Iextérieur)

AD, = &;.AE, + (0—P,)
Nous avons vu ci-dessus que : AE, = o,/¢,, et que, par définition méme de
o;: P, =0 il en résulte que :
AD, =10

CAs GENERAL. — §’il se trouve dans I’espace des charges autres que les dipdles

constituant le diélectrique (& 'extérieur du diélectrique aussi bien qu’a I'inté-

rieur), le champ électrique E est la somme du champ créé par ces charges et
du champ créé par les dipdles, il est donc égal au champ créé par la réunion
des charges vraies et des charges fictives introduites au § 1°, et ’on pourra

écrire :

GivE =P -+ p, entout point de I’espace ot la densité volumique de charges
T g vraies est o,
AE, _c +‘ oy & 12} traversée d'une surface chargée avec la densité surfa-
g cique o.
. - e S > N - .
avec: pp= —div P, 6, = P.n; le vecteur P est nul & P’extérieur d’un dié-

lectrique, et généralement non nul & Iintérieur. De la définition du vecteur
induction électrique D:
. - — > >
D =¢E+ P,
il résulte que :

divD = p en tout point (densité volumique de charges vraies : p),
AD, =o 2 la traversée de toute surface (densité surfacique de charges
vraies : o).

Les phénomenes électrostatiques sont donc représentables par les équations
suivantes :

ot E=0 f divD=op

M
AE,=0| AD,=o

les vecteurs D et B étant liés par une loi dépendént du milieu ol se déroulent
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les phénoménes étudiés (le vecteur P dépend généralement de E et de la
nature et I’état du milieu : état physique, température, etc.). '

30 Si dans un milieu les vecteurs P et E sont liés par :
PM) = eoxEM),

les relations démontrées au § 20 :

divB=0T8 o Ap 3T
. € €g

deviennent :
. ol
divE —2— goxe.div B ot AE = 9— eox.-AE,
50 " EO
c’est-a-dire :

dvE=~L e AE =2, o)
-4 14
4 condition de poser :
e=rc0.(1 + 1)

Les relations (2) sont formellement identiques aux relations fondamentales
définissant le champ électrique dans le vide, au remplacement prés de la
constante e, par la constante e. Toutes les relations qui en sont des consé-
quences (loi de Coulomb, formule du dipdle, etc.) seront également formelle-
ment identiques & celles démontrées dans le vide, au méme remplacement prés.

aqe = e r - r .
Dans un tel milieu, les vecteurs D et E sont également colinéaires :
>

ﬁ=e.E.

REMARQUE. — On dit souvent que la loi de Coulomb n’est valable que dans le vide
et qu’il faut la remplacer, dans un milieu matériel, par une loi analogue :

99
171 4me.r?

c’est une erreur de conception, la loi de Coulomb reste valable, & condition de tenir
compte de toutes les charges présentes (donc aussi des dipdles du milieu qui se créent
ou s’orientent lors de I'introduction des charges g et g'); on trouve simplement
commode de ne considérer que les charges introduites, et 1’on wutilise la formule
ci-dessus; il importe de noter qu’elle n’est valable que dans certains milieux (dits
« linéaires, homogeénes et isotropes ») tandis que la loi de Coulomb est valable par-
tout (en électromagnétisme non relativiste).
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2. EQUILIBRE DES CONDUCTEURS
CAPACITE ET ENERGIE

2-1* PRESSION ELECTROSTATIQUE. ~— Un conducteur sphérique, éloigné de tout
autre corps, est porté au potentiel : V = 10 000 volts. Calculer la force de
répulsion qui s’exerce entre les deux
hémisphéres obtenus en coupant la
sphére par un plan diamétral, et main-
tenus en contact.

InpicATION. — La force qui s’exerce sur
1'un des hémisphéres est la résultante des

forces élémentaires c—i—j)" qui s’exercent sur

chaque élément de sa surface.

Si o est la densité surfacique de charges
Rl

sur ’élément considéré, df est égale au

produit de dS (vecteur normal a I’élé-

ment de surface, et de module égal 4 I’aire

de cet élément) par la pression électros-

Fic. 2-1. + tatique :

= 2,

olt gy est la permittivité diélectrique du vide.

w SOLUTION -—

La sphére, de rayon R, est chargée uniformément (car elle est éloignée de
tout autre corps) avec une densité surfacique de charges :

__Q
° = 4nR®

La charge totale Q de la sphére étant égale au produit du potentiel V par
la capacité C = 4negR, la pression élect;ostatique est :

_ 0% _ (4me RPVE g V2
P = ey 2e4nRPE . 2RE

Soit z'z I'axe du grand cercle de section; nous pouvons partager 'une des
surfaces hémisphériques en une infinité d’anneaux (de révolution autour de
z'z) d’angles polaires (par rapport & z'z) compris entre 6 et 0 - d0 (0

. a2 T
variant, pour I'ensemble des anneaux, de 0 a ?>-
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s . 7y’ r
La force df qui s’exerce sur chacun de ces éléments est portée par z'z eta
pour module :
gqV*

df = p.(dS).cos 0 = ARE

- (2nR%sin 6.d0).cos 0

-5
La résultante f cherchée, c’est-a-dire la force exercée sur I’hémisphere consi-
déré par I'autre hémisphére, est également portée par z'z et a pour module :

12'{:_
f= f df = f megV2.sin 0.cos 6.40
0
= me V2 [__ 00226]: _ m:;Vz — 4ne, \_g_z
Application numérigue :
8
dme, — (9.10%%  domc  f= 7-219@ ~ 1,39.10-8 newron

V = 10% volts

2-2*_ BQUILIBRE D’UNE BULLE DE SAVON. — Une bulle de savon de rayon R,
Jaite d’un liguide (conducteur) dont le coefficient de tension superficielle (par
rapport @ Pair) est A, est porté au potentiel V. Calculer, en Sonction des
données et de la pression atmosphérique p,, DPaccroissement AR du rayon
de la bulle. On admettra que AR est trés petit devant R et que Uair est un gaz

parfait.

ConserL. — Le plus simple est sans doute d’écrire 1’équilibre de la bulle avant et
aprés Uintervention de ’expérimentateur, ce qui fournit I’expression de la pression
interne p; (c’est-a-dire la pression de l’air emprisonné par la bulle) avant et aprés.
En écrivant que cet air intérieur est un gaz parfait, 1’on obtiendra I’expression de
AR cherchée.

~ SOLUTION -—

Avant lintervention de expérimentateur, la bulle est en équilibre si les forces
de pression interne (p,) d’une part, les forces de pression atmosphérique et
les forces de tension superficielle de 'autre, se compensent exactement :

— 4A
Py =po+ R

Aprés lintervention, A la pression interne (p; + Ap,) s’ajoute la pression
électrostatique :

e 1 [41reg(R + ARV _ gq V2
P2 = 50 T 2e, | T4n(R + AR)? 2(R + AR)E
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Le nouvel équilibre se traduit donc par :

€0V2 — 4A

Si Iair est effectivement un gaz parfait, le produit de la pression interne par
le volume interne n’aura pas varié :

A\ 4 o A eV N\ 4
<~”°+"’>"§“R3”‘<P"+R+AR S ATy) 3 TR AR

R
ce qui peut s’écrire : ,
PA®R + ARY — R7] + AR + AR): — R — L [R + AR] = 0

ou, si AR est trés petit devant R :
 po[3R2.AR] + 4A[2R.AR] —

-5—"23’3[1{+AR]=0

d’ol nous déduisons :

€0V2R

AR = 6PoR® + 16AR — g, V2

2-3. — Au sommet d’une sphére conductrice de rayon R on pose un petit
disque conductenr de rayon r= —1%

et de masse m = 1 gramme. On éléve
progressivement le potentiel V de la
" sphére, :

Calculer la valeur de V pour laquelle
Fic. 2-3. le disque se souléve. g = 10ms™®.

— SOLUTION —

La charge totale de la sphére étant égale & 4xR%, eta 4me RV, la pression
électrostatique est égale & :

6 1 [ggV\?_ g,V?
~2R®

Le disque se souléve au moment précis ol la force de pression électrostatique
équilibre le poids du disque, c’est-a-dire pour la valeur de V telle que :

€0V2 '
2R?

mg. = rt.
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c’est-a-dire pour :

Vo= R, /8mg
¥ 4re,
Application numérique :
R/r =10
— 10-3
. m =10 kf donc V =10¢8.10-3.10.9.10° = 268 000 volts
= 10 ms—2?
4rey = (9.10%9
2-4. TRAVAIL DES FORCES ELECTROSTATIQUES. — Calculer le travail des forces

électrostatiques dans le rapprochement de 'deux disques conducteurs circulaires
(d’épaissenrs négligeables) identiques de méme capacité C. Les disques, isolés,
sont d’abord infiniment éloignés puis, dans Détat final, accolés de fagon & ne
plus former qu’un seul disque. On fera le calcul dans les trois cas suivants :

I0 L’un des disques porte la charge -+ Q, lautre la charge — Q.
20 L’un des disques porte la charge -+ Q, Dautre une charge nulle.
30 Les deux disques portent la méme charge - Q.

On décrira la répartition des charges et aspect des lignes de champ lorsque les
disques ne sont plus séparés que par une distance infiniment petite par rapport &
leurs rayons.

~— SOLUTION ~—

Le plus simple, pour calculer le travail des forces électrostatiques, est d’écrire
qu’il est égal & 'opposé de la variation de Iénergie électrostatique du systéme :
W = 8i — 8 fe

W=t [ G 0- 1

3 Wy =6y — 6, = [ 4 (zg)z]—“r Q7 __Q

2C C

Lorsque les deux disques se rapprochent, ils s’influencent mutuellement et,
quand leur distance respective devient infiniment petite par rapport a leurs
rayons, Pinfluence peut devenir totale.
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10 Quand les disques sont infiniment éloignés I'un de I'autre, les deux faces

du premier disque portent chacune la charge -+ —%—1 les deux faces du second

Q

portant chacune la charge -5

Quand les deux disques se rapprochent, la charge interne de chacun (c’est-a-

dire celle qui se trouve en face de lautre disque) augmente (par influence
électrostatique) au détriment de la charge
externe.

Quand les deux disques se trouvent infini-
ment rapprochés, les effets de bords de-
viennent négligeables, le systéme devient
un simple condensateur plan : charges
externes nulles, charges internes égales
respectivement 3 + Q et a —Q, lignes
de champ rectilignes et paralleles dirigées
du premier vers le deuxiéme disque (cf.
figure).

£ Q& -Qre-g

e .20 Quand les disques sont infiniment éloi-
Fig. 2-4-1° gnés 'un de lautre, les deux faces du
premier disque portent chacune la charge

—{——9—1 les deux faces du second portant chacune une charge nulle.

Quand les deux disques se rapprochent, I'influence électrostatique du premier
disque sur le second se traduit parl’ap- v
parition d’une charge interne négative Q/Z_Q/Z -Qf_Z Q}/}Z/

(plus généralement: du signe de — Q) aln
et d’une charge externe opposée a la
précédente.

It
i\

Quand les deux disques se trouvent in-
finiment rapprochés, les effets de bords
deviennent négligeables, et 1'on peut
admettre que les densités surfaciques
de charges des quatre faces deviennent Fig. 2-4-2°

uniformes, En effectuant le calcul du

champ électrostatique a l'intérieur des deux disques (calcul trés simple que
nous laissons & la sagacité du lecteur) et en écrivant que ce champ y est nul
(équilibre des conducteurs), nous aboutissons & la conclusion que les charges
externes des deux disques, ainsi que la charge interne du premier, sont égales

= |
Ineine

N

a + %—, et que la charge interne du second disque est égale & ___Cz?_ Le

spectre des lignes de champ a le méme aspect, entre les deux disques, que dans
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le cas précédent; & l'extérieur du systéme, il présente le méme aspect que le
spectre d’un disque seul dans Pespace (cf. figure).

30 Quand les disques sont infiniment éloignés I'un de I’autre, les quatre faces

des deux disques portent chacune la charge -+ —%

Quand les deux disques se rapprochent, I'influence électrostatique tend a
diminuer les charges internes au profit
des charges externes.

Quand les deux disques se trouvent infi-
niment rapprochés, un calcul semblable 5

au précédent montre que les charges
internes s’annulent, les charges externes
devenant ainsi égales chacune a -+ Q.
Les lignes de champ issues des faces
internes (tant que leurs charges restent

non nulles) semblent se repousser (cf. 4 \\
figure), tandis que celles issues des faces /{ 5) g(?\

externes gardent 1’aspect des lignes de
dans I’espace. Fig. 2-4-3°.

Wy

o
IR

champ issues d’un disque chargé seul

2-5% RAYON DU PROTON. — Bien que les dimensions d’une particule élémentaire
ne constituent pas des grandeurs physiques bien définies, il peut étre intéressant
dans certains cas de se faive une idée de '« encombrement » d’une telle particule.

Essayper, dans cette perspective, de définir puis de calculer le « rayon » d’un pro-
ton, sachant que sa masse au repos est: my = 1,67.10~* kg, et que sa charge
est: q=1,60.10"2 coulomb. Vitesse de la lumiére dans le vide : ¢c=3.10% ms™.

InpIcATION, — Pour traduire 1’encombrement du proton, il est naturel de 1’assimiler
4 une sphére conductrice de rayon r, et d’admettre que toute son énergie au repos
(égale, comme ’on sait, & mqc?) se trouve sous forme électrostatique.

-~ SOLUTION —

L’énergie électrostatique d’une sphére conductrice de rayon r (donc de
capacité : C = 4negr) possédant la charge ¢ est égale & ¢%2C = g?/8ne,r.
Admettre que toute ’énergie au repos d’un proton est sous forme électrosta-
tique, c’est admettre que :

q%[8regr = myc?
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Nous définissons ainsi le rayon du proton comme étant égal 4 :

- &
r= 871'80.”1062
g = 1,6.107® coulomb
— —27
’1"" 167.10% ke . 25610709100
= 9.10° ST 2.1,67.10-%.9.10%

4re,
¢=3.108. ms™!

Nous trouvons ainsi :
r = 7,66.10"1° métre.

2-6%. CAPACITE D’UNE SPIRE CONDUCTRICE. — A DPaide d’un fil conductenr fin
de section circulaive on forme un anneau

z circulaire. Déterminer la capacité C de ce
conductenr (supposé seul dans D’espace) en
~fonction du rayon intévieur—a —de Uannean
et du rayon b(b<ka) de la section

du fil.

X InpIcATIONS, — 1° L’anneau étant fin, on peut
confondre, au voisinage de sa surface, le
champ électrostatique dit & sa charge avec
le champ qui serait créé par la méme charge
répartie uniformément sur la ligne axiale de
Fic. 2-6. I’anneau.

Soit A wun point de la surface de ’anneau;

le potentiel V, en A se calcule alors par la formule :

A.ds
4rey.r

VA=

ot A estla densité linéaire des charges sur la ligne axiale, ds un élément de longueur
sur la ligne axiale (s est ’abscisse curviligne sur cette ligne), et » la distance sépa-
rant I’élément considéré du point A. L’intégration est faite le long de Ia ligne axiale.
2° Pour effectuer le calcul du potentiel V,, il peut étre commode de rapporter
I’anneau & un systéme de coordonnées cylindriques {r, 0, z} approprié, dans lequel
il est défini par I’inéquation :
[r—(a+ b+ 22 < b?

L’intégrale curviligne devient une intégrale simple (variable d’intégration : 6).
Cette intégrale n’étant pas calculable au moyen des fonctions élémentaires habituelles,
on pourra chercher une valeur approchée de I’intégrale en divisant I’intervalle d’inté-

gration [— =, 4+ =] en deux intervalles distincts : [|8] < 6,] et [|6] > 6,], sur
lesquels on effectuera des approximations convenables.
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— SOLUTION -—

Dans un systémé de coordonnées cylindriques approprié (origine O au centre
du tore, axe polaire Ox dans le plan médiateur, axe des cotes Oz suivant
Paxe du tore), anneau peut étre défini par I'inéquation :

[F—(a+ D)+ 22 < b2

Soit A le point de coordonnées cylindriques (a + 25, 0, 0); ce point est
situé sur la surface du conducteur, et son potentiel V, n’est autre que le poten-
tiel de Panneau. Soit ¢ Ia charge de I'anneau (g = C.V,); comme l’anneau
est fin, nous pouvons admettre que le champ électrostatique en A est iden-
tique & celui que créerait la méme charge ¢ répartie uniformément sur la
ligne axiale, donc avec une densité linéaire de charges égale a:

e
2r.(a + b)
Le potentiel V, peut ainsi se calculer par :
_ Ads q ds
Va= drey.r 4mey.2n(a + b) § r

olt ds estI’élément de longueur sur la ligne axiale, et r la distance qui sépare

A de cet élément.
ds = (a + b).d6

r = V(@ + 2b) — (a + b) cos 61 -+ [(a -+b) sin 0]
= V(a + b)* — 2(a + b)(a + 2b) cos 6 + (@ + 2b)?

d’ott nous déduisons la capacité cherchée :

_ 8n2.gq
C_f d
V(a + b)2 — 2(a -+ b)(a -+ 2b) cos 6 + (a + 2b)?
L’intégrale I ci-dessus, qui peut s’écrire :
I— f+”’ db
-n {/b% 4 2(a + b)(a -+ 2b)(1 — cos 6)

n’est pas calculable exactement au moyen des fonctions €élémentaires habi-
tuelles. Comme il est impossible de trouver, pour la fonction & intégrer, une
approximation qui soit bonne & la fois pour 0 petit et pour 6 grand, nous

sommes amenés & introduire un angle 6, suffisamment petit pour qu’on puisse
confondre 1 —cos 6, et 02/2 (ainsi, naturellement, que 0, sin 0, et tg 0,),

-

1. On aboutit aussi & cette approximation (faite ici a priori) quand dans le calcul
exactde V, onnéglige b devant a, etquesimultanément on admet que la charge ¢
est répartie uniformément sur le tore: ces deux approximations simultanées sont toutes
deux d’autant meilleures que le rapport b/a est plus petit.
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mais suffisamment grand pour qu’on puisse négliger le rapport b/a devant
Iui (ce qui est possible si, comme Iindique I’énoncé, le fil est suffisamment
fin). Nous écrirons donc :

— pour || < 0, :

I — f+9 do
Y Jo VB 2(a + b)(a + 25)(1 — cos 6)
~2 [ b
o VB® ¥ (a+ b)a + 2b)6°

— pour [08] > 06, :

L[ do
101>604/62 + 2(a + b)(a + 2b)(1 — cos 0)
: ~ 1 /’“ db
V(a + b)a + 2b) Jo. 1 —2305 o

Ces deux approximations se justifient trés naturellement : nous avons choisi
0, tel qu’on puisse confondre 1-—cos 6, et 0}/2, donc, a fortiori, nous
pouvons confondre 1—cos 0 et 02/2 pour tous les angles inférieurs 3 6,
(en valeur absolue), donc remplacer 1 —cos 8 par 62/2 dans Pintégrale I,.
Par-contre; comme-nous-avons-choisi—0g-grand-devant-le-rapport--bfa, ~nous -
sommes sfirs que le rapport 5%/24%, donc aussile rapport b%/2(a -+ b)(a -+ 2b),
est négligeable devant 1 —cos 0,, donc, a fortiori, devant 1 —cos 6 pour
|8] > ;. Nous pouvons ainsi supprimer dans lintégrale I, le terme b2
du dénominateur. ‘

Comme les domaines de validité de nos deux approximations semblent se
recouvrir (et ce d’autant plus que le fil est plus fin), nous pouvons espérer que
le résultat final ne dépendra pas trop de 6, (a priori arbitraire).

Le calcul se poursuit ainsi :
[Log |0V{@ T bY@+ 26) + VBB 0%a + B)a zb>|]"°
(1]
0o V(a + B)(a + 2b) + Vb* + 62(a + b)(a + 2b)
b

2
Leeerow——o
V(a + b)(a + 2b)

2

" @+ b)a + 2b)

o 2 Lon 20%
__aLog A

Log

~ -2 9
= e Log]tg4

®” V(@ + b)a + 2b) 4 |1, V(a + b)a + 2b)
4

0,

Nous trouvons ainsi 'intégrale I égale & :

I=Il+12:—i-Log%

2
~ -—a—Log
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d’ou finalement la capacité C cherchée :

C~ 4rey.2n _ 4n’ey.a

I 8a
Log —
€%
2-7. IMAGES ELECTRIQUES : ELLIPSOIDE DE REVOLUTION ALLONGE. — I° Un

segment de droite AB, de milien O, est uniformément chargé (densité linéaire
de charge : 1) Montrer que les surfaces équipotentielles sont des ellipsoides
de révolution dont les foyers sont A et B.

20 Sur un ellipsoide équipotentiel de demi-axes a et b on considére denx points
P et Q situés respectivement aux distances a et b dun point O. Montrer

>
que les intensités Ep et E, des champs Ep et EQ en P et Q sont dans le
rapport :

Ep_a

Eq b
30 Calculer la capacité d’un ellipsoide de vévolution allongé (demi-axes : a
et b) seul dans Uespace.

InpicaTiONS. — 1° Le plus simple est de montrer que le champ E créé en un point
P e
quelconque M est porté par la bissectrice intérieure de l’anglei> (MA, MB).

2 D.
2° On peut par exemple écrire que les circulations de E, et E, entre deux équi-
potentielles voisines sont égales.

3° Soient A et B les foyers de ellipsoide considéré; on pourra montrer que le
champ & lextérieur de Iellipsoide est le méme que celui que créerait, en "absence du
conducteur, le segment de droite AB chargé uniformément avec une densité linéaire
de charge que I’on déterminera. Il faudra de plus montrer que la charge réelle de
Pellipsoide est égale 4 la charge du segment chargé fictif.

— SOLUTION ~—

1o Prenons pour origine le point H, projection orthogonale du point M
ol nous voulons connaitre le champ
(HM = h), sur la droite support
de AB. Un point P de AB sera
ainsi repéré, soit par son abscisse
HP = x, soit par le parametre angu-
laire (—I\TI-T, MT’) =0 (cf. figure).

L’élément PP’, de longueur dx,
vu du point M sous P’angle 40,
porte la charge

3Q = A.dx Fic. 2-7 (1°).
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il crée au point M un champ électrique dE de module :

_ adx Adhtg®) A
dE"4mo.MP2”4 ( h >2"4mo.h‘de
TEQ +

cos 6

Nous constatons que le module du champ créé en M par un élément linéaire
chargé de AB ne dépend que de Iangle sous lequel on le voit du point M.
Le segment AB peut étre décomposé, dans sa totalité et sans répétition, en
couples d’éléments P,P; et P,P; a I'aide d’angles élémentaires 40, et db,
symétriques par rapport & la bissectrice intérieure de Iangle (MA, 1\—/1]?).
Les vecteurs TEI et H—Eyz respectivement dus aux éléments P.P; et PP}
sont de méme module et symétriques par rapport & la bissectrice; il en va de
méme pour les champs créés par tous les couples d’éléments. Leur résultante
EM, champ créé par le segment chargé AB en M, est donc portée par la
N . e es el s o
bissectrice de 'angle (MA, MB).

La méridienne de la surface équipotentielle qui passe par M posséde par
conséquent la propriété suivante : toute normale & cette courbe en un point

est:bissectrice intérieure de 1’angle obtenu en joignant ce point a deux points
fixes A et B: c’est une ellipse dont A et B sont les foyers; les surfaces
équipotentielles sont donc des ellipsoides homofocaux de foyers A et B et
de révolution autour de AB.

20 Sur une équipotentielle (potentiel : V) de demi-axes a et b, considérons
deux points P et Q situés respectivement
aux distances a et b de O; I’équipoten-
tielle de potentiel V -- dV a pour demi-axes:
a-tda et b+ db; —dV est égal 4 la-
circulation du vecteur champ sur une ligne
de champ quelconque joignant les deux
équipotentielles, en particulier :

Fic. 2-7 (20). e dV = Ep-da = EQ.db.

Or ¢® = g%>—b? = AB?/4 a la méme valeur pour toutes les équipotentielles,
donc, apres différentiation : 0= 2 a.da— 2b.db.

Le résultat proposé par I’énoncé est alors évident :
Er_a
Eq

30 Notons au préalable que sur une équipotentielle des paragraphes 1° et 29,
le potentiel est facile & calculer; il suffit de le calculer en un des deux points
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ot la droite support d¢ AB rencontre I’équipotentielle :

foma—c Adx _ A oyo.ate Moo a+ Va:—b?
&

—a—e dmeg.x  dmeg ga-——-c—47tso a—\a—b?

Venons-en maintenant 4 la solution de la troisiéme question, apparemment
sans rapport avec les précédentes. La surface de lellipsoide conducteur est
une surface équipotentielle, de potentiel V. Remarquons que cette surface
resterait une équipotentielle de potentiel V si 'on remplagait ellipsoide
conducteur par un segment chargé AB joignant les foyers A et B, et por-
tant une densité linéaire de charge uniforme (cf. ci-dessus) :

A= 4reey. V
- 2__p2
Loggi-‘/i__‘_—_:‘
i —p

Le potentiel 2 l'infini resterait également nul. Le théoréme d’unicité (dont
une démonstration sera esquissée plus bas) nous indique alors que le potentiel
resterait inchangé en tout point extérieur a I’éguipotentielle 'V, il en serait
donc évidemment de méme pour le champ : A Pextérieur de Iellipsoide, le
champ est le'méme, qu’il soit créé par ellipsoide conducteur porté au potentiel V
ou par le segment AB portant la densité linéaire de charge M.

ConsidéronsTune équipotentielle de potentiel V' supérieur a V. Le flux
du champ ﬁf{sortant de cette équipotentielle est égal & Q/e, (théoréme de
Gauss);

— si le champ est créé par Pellipsoide conducteur, Q est la charge de ce
conducteur,

— si le champ est créé par le segment AB, Q est la charge portée par ce
segment.

Ainsi la charge Q portée effectivement par I’ellipsoide est-elle égale a la charge
que porterait le segment AB :

Q = .2¢ = 2n./a® — b?

La capacité cherchée est par définition le rapport C = Q/V, donc est égale
a: '

c=9_ 8rey. Va? — b
v Loga—l—\/az-—b2

a—\a?-—b?

Appendice : théoréme d’unicité. — On démontre souvent le théoréme d’unicité
dans le cas d’un ensemble de conducteurs, cette restriction est inutile, la démons-
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tration faite dans ces conditions n’étant ni plus simple, ni plus rigoureuse
que la démonstration générale.

Une portion d’espace U est limitée par une surface fermée ¢ et contient des
charges dont la répartition est connue : densité volumique p en chaque
point de V. Le probléme est de savoir si, connaissant certaines conditions
aux limites sur la surface, on sera capable ou non de déterminer le potentiel V
en tout point de la portion d’espace considérée, sachant que ce potentiel
vérifie I’équation de Poisson :

vey = — £ )

€
Comme conditions aux limites, on peut par exemple se donner les valeurs du

potentiel V en chaque point de 9 (conditions de Dirichlet) ou celles du

champ E (conditions de Neumann), ou bien encore celles de V et E en
chaque point de ¢ (conditions de Cauchy); on peut encore se donner les

valeurs de V en certains points de ¢ et celles de E en tous les autres points
de ¥ (conditions mixtes Neumann-Dirichlet).

Nous ne chercherons pas & démontrer qu’il existe une solution de I’équation

de  Poisson, mais nons allons démontrer 1'unicité de 1a solufion éventuelle.
Soit donc une portion d’espace ¥ (dans laquelle la répartition des charges
est connue), limitée par une surface fermée ¢ (en chaque point de laquelle
on connait, soit la valeur du potentiel, soit celle du champ); le potentiel élec-
trostatique vérifie I’équation (1). Supposons trouvées deux solutions V,
et Vy; leur différence V;— V, = U est solution de :

VU = 0 @)

On connaissait en chaque point de 9 la valeur du potentiel ou celle
du champ, donc on sait qu’en chaque point de 9 I’'une au moins des

grandeurs U(=V;—V,) ou grad U(= Ez —~§1) est nulle, donc a fortiori

que :
fﬂyU.graad U8 =0 3)

La relation générale :

div (a.Z) =a.divbh + Z.grad a
s’€crit ici :
div (U.grad U) = U.V2U -+ (grad U)?

Appliquant le théoréme d’Ostrogradsky, nous déduisons de Pégalité (3) :

ffﬁJ (grad UY:.d% = 0
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ce qui montre que la différence (ﬁz —_ —131) est nulle en tout point de V. On
démontre par ailleurs Iexistence d’une solution, ce qui permet d’énoncer :

Une portion d’espace U étant limitée par une surface fermée ¥, le potentiel V

et le champ électrostatique E sont définis de maniére unique en tout point de ¥,
par la donnée de:

— la répartition des charges a Pintérieur de %,

— lavaleur de V ou E en chaque point de 9.

Ce théoréme appelle quelques remarques :

— Sont ainsi suffisantes les conditions de Dirichlet, ou celles de Neumann
ou les conditions mixtes.

— Les conditions de Cauchy sont excessives : la donnée du potentiel en chaque
point de ¥ d’une part, celle du champ d’autre part, conduisent séparément
3 deux solutions bien définies de I’équation de Poisson, solutions qui n’ont
a priori aucune raison de coincider.

— Notons que les conditions de Neumann définissent le champ de maniére
unique, mais ne définissent en fait le potentiel qu’a une constante additive
pres.

— La surface fermée peut &tre formée de plusieurs morceaux (c’est le cas
par exemple pour lintérieur d’une couronne sphérique, limitée par deux
surfaces sphériques).

— On pourrait songer 4 se donner les valeurs de V ou E en chaque point
d’une surface ouverte (par exemple en chaque point d’un disque); on montre
alors que les conditions de Dirichlet ou de Neumann sont insuffisantes, tandis
que celles de Cauchy conduisent généralement & des résultats physiquement
inacceptables.

— Le probléme se pose de savoir dans quelle mesure on peut considérer
Pinfini comme formant une surface fermée. On le peut effectivement dans
tous les cas réels, ou toutes les charges présentes se trouvent & distance finie
(potentiel et champ nuls & Pinfini). Dans le cas cependant de certains modeles
oft 'on admet I’existence de charges & I'infini, il pourra arriver que la solution
de I’équation de Poisson ne soit plus unique.

2-8. THEOREME D’EARNSHAU. — Démontrer qu’un systéme de conductenrs
chargés ne peut pas étre en équilibre stable sans Uintervention d’autres forces
que les forces électrostatiques.
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~ SOLUTION —

Toute charge g soumise & ’action d’un champ électrostatique E est soumise
a la force de Coulomb :

-

S
f=4q.E
Cette charge ne peut étre en équilibre sous I’action des seules forces électro-

statiques que si le champ E est nul, et ’équilibre n’est stable que si le poten-
iel V est minimal au point considéré. Le champ électrique 3 proximité des
charges superficielles d’un conducteur chargé est strictement non nul; aucun
équilibre (stable) n’est possible, puisque le potentiel V n’a pas de minimum
a distance finie: les charges superficielles d’un conducteur ne peuvent &tre en
equilibre que parce que les électrons sont maintenus au sein du réseau métal-
liqgue par des forces non électrostatiques. Des raisonnements semblables
s’appliquent aux phénoménes décrits par Pélectromagnétisme classique :
ainsi pouvait-on, dés avant la découverte des phénomeénes quantiques, prévoir
Pexistence de phénoménes ne dépendant pas des forces alors connues.
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3. SYSTEMES DE CONDUCTEURS

EN EQUILIBRE
INFLUENCE-CONDENSATEURS

3-1*. INFLUENCE D'UNE CHARGE PONCTUELLE SUR UN PLAN. — Une charge
ponctuelle + q est placée a une distance d d’un plan conductenr illimité
maintenu au potentiel zéro.

1° Calculer la densité superficielle o des
charges développées par influence sur le
conducteur, a une distance x du centre de
symétrie des charges développées sur le plan.

Calculer la charge totale portée par le plan. . g

m
<

I

|
X

-
20 Calculer la force f exercée par le conduc-
tenr sur la charge ponctuelle.

w»

INDICATIONS. — 1° Rappelons ici la théorie des
images électriques, théorie qui n’est pas du pro- /
gramme mais qui est fort utile, voire nécessaire, '
pour la résolution de nombreux exercices. Cette FiG. 3-1.
méthode a pour but de ramener les systémes
proposés 4 des systémes plus simples ou déja connus. Elle est fondée sur une étude

mathématique de ’équation de Poisson V2V = -2 qui a été ébauchée plus haut
14

(]
(probléme 2-1, appendice), et qui aboutit au théoréme d’unicité :
Le potentiel 4 lintérieur d’an volume 9 est déterminé sans ambiguité par la donnée
des charges qui s’y trouvent et des valeurs que prend le potentiel (ou le champ) sur
la surface fermée qui le limite.

Notons que le théoréme continue de s’appliquer quand la surface limite est partielle-
ment ou entidrement & infini; dans le cas ol la surface limite est celle d’un conduc-
teur, il suffit méme de se donner la charge totale dudit conducteur (id est on n’a pas
besoin de préciser la répartition des charges sur le conducteur pour que le potentiel
soit bien déterminé). La méthode des images électriques consiste & chercher des
charges (on cherchera leurs valeurs et leurs emplacements), appelées images électri-
ques des charges effectivement déposées par P’expérimentateur, qui, si elles rempla-
caient le ou les conductenrs considérés, laisseraient les potentiels de leurs surfaces
inchangés. Le théoréme d’unicité rappelé ci-dessus nous assure que le champ réel créé
en tout point extérieur aux conducteurs par ces mémes conducteurs peut étre calculé
aux moyen des images. L’échange est en général tout 4 fait avantageux, et permet
méme de calculer la répartition des charges sur les conducteurs : il suffit de calculer,
au moyen des images, le champ sur les surfaces des conducteurs (plus rigoureusement,
en des points extérieurs aux conducteurs, mais infiniment rapprochés de ceux-ci).

ITTETPTEETET

2° La force 7 qu’exerce le plan sur la charge -+ g est égale au produit par -+ g
du champ créé par le plan 2 1’emplacement de la charge; elle est donc tout simple-
ment égale  la force qu’exercerait sur -+ ¢ l'image électrique trouvée au §1°.
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— SoLurtioN —

1° L’image électrique de la charge -+ g par rapport au plan (de potentiel
zéro) est évidemment une charge ponctuelle — g symétrique de la précédente
par rapport au plan. Dans le demi-espace contenant la charge + g, le champ
électrostatique est la superposition du champ créé par + ¢ et du champ
créé par son image — ¢; en particulier, en un point M infiniment rapproché
du plan :

En_ q K‘ﬁ_ﬁ”ﬁ>= q K>B
1™ 4ne, \AM® BM3 4re, AM3

La densité superficielle o des charges développées par influence sur le plan
est égale au produit par — ¢, de lintensité E, du champ précédent :

ooy

- _ g _—2 _ g X2
o= —e0Bu = ey e (1)

olt x estla distance de M 2 la projection H de A sur le plan (la distribu-
tion ¢ est évidlemment de révolution autour de H).

La charge totale portée par le plan est égale A la charge image —gq car le
~flux- du-champ-sortant-du-plan-(ou; plus-rigoureusement, dune surface infi-"
niment proche, du c6té de la charge réelle -+ g) est le méme, que le champ
soit créé par le plan conducteur ou qu’il soit créé par I'image électrique; il
est d’ailleurs facile de retrouver ce résultat en sommant les charges portées

3
2

r . — °°__q iz‘ .
q —ffplmc.dS—-/‘; d? <1+ d2> 2rx.dx '
1 o0
2\ "%
=q[(1+—z;> Jo.:__q

20 La force ? qu’exerce le plan sur la charge + g est égale au produit par
+ g du champ créé par le plan en A, donc est égale & la force qu’exercerait
la charge image sur la charge réelle; c’est une force d’attraction, portée par
AB et de méme sens, dont 'intensité est :

feT g
dmey.(2d)? 16me,.d?

3-2%. INFLUENCE D’UNE CHARGE PONCTUELLE SUR UNE SPHERE, — Une sphére
conductrice S de rayon R = 10 cm a son centre O a 20 cm d’une charge

électrique ponctuelle q = .?16 microcoulomb placée an point A.
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I° La sphére S est maintenue au potentiel zéro. Déterminer la densité superfi-
cielle de charge o' en chaque
point de S due a Uinfluence
de q sur S. Calenler la

%';.:
E
charge de 8.

20 La sphére S est maintenant
supposée isolée et primitive-
ment neutre. Calculer la den-
sité superficielle " en chaque
point de S. Déterminer sur
S la ligne neutre et calculer Fig. 3-2.
les charges q" et — q" qui

apparaissent sur S par influence de la charge q.

INpICATIONS. — 1° Nous ne reviendrons plus dorénavant sur la théorie des images
électriques développée 4 propos des problémes 2-7 et 3-1. L’idée est toujours de cher-
cher si la figure géométrique F constituée par la surface du ou des conducteurs
n’a pas déja été rencontrée comme équipotentielle d*un systéme de charges déja
étudié, ou, sinon, §'il n’est pas possible d’imaginer un systéme de charges assez
simple dont la figure & serait une équipotentielle. Le systéme de charges trouvé
doit comporter, d’une part les charges réelles (autres que celles portées par les conduc-
teurs) du probléme proposé, d’autre part des charges, dites images, situées dans la
Dportion d’espace occupée réellement par les conducteurs.

Dans le cas présent, le lecteur vérifiera aisément qu’une image électrique de la charge
-+ g est constituée par une charge g’ (que I’on calculera) placée au conjugué har-
monique B de A par rapport 3 la sphére S.

2° Quelles que soient les charges développées par influence sur la sphére S, ces:
charges ont une somme algébrique nulle et créent un potentiel nul au centre O de
S; le potentiel de S est donc égal au potentiel créé en O par la charge g. On peut
alors considérer 1’équilibre étudié maintenant comme la superposition de deux équi-
libres : d’une part I"équilibre étudié précédemment (§ 1°), d’autre part I’équilibre
d’une sphére portée au potentiel V et seule dans ’espace.

— SOLUTION —

10 Soit B le conjugué harmonique de A par rapport & S. Le point B est
situé entre A et O, a la distance OB = R?/OA = R/2 de O. La sphére
S est alors ’ensemble des points dont le rapport des distances 2 A et B
est égal 4 2; le potentiel en ces points est nul si 'on remplace le conducteur

par une charge g’ = — —;— g placéeen B. La théorie des images électriques

nous indique que le champ créé par S a P'extérieur de celle-ci est identique
a celui que créerait la charge ¢'.

En particulier, le champ électrostatique en un point M de la surface de S
est :

E_—q.m q’.EI\TI__q'A_l\Z——-&ﬁﬁ:_iL.(_)i\*/I
M dne,  AM® ' 4me, BMP  4nme, AM3 4re, AM?
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La densité superficielle de charge oy en M est:

3qR

24> (E, est compté positivement si E, sort de S
4. AM3 M

I B o
Oy = SO'EM =R —

Application numérigue :

L culomb — 107
7=35 microconlomb = 3 coulomb L0-8

o e
R —10cm = 10" m = oM = T AMNE
AM mesuré en métres

MKS

La théorie des images électriques nous indique que la charge totale de la sphére
S est égale 4 la charge image ¢' = — 1 q; il est d’ailleurs facile de retrouver

ce résultat en intégrant la densité trouvée sur S.

20 L’équilibre de la sphére S initialement neutre et isolée peut étre considéré
comme la superposition de deux équilibres (théoréme de superposition des
états d’équilibre: la superposition de deux états d’équilibre est un état d’équi-
libre; théoréme d’unicité: si les conditions aux limites de cet état d’équilibre

_coincident avec..celles..du .systéme._ étudié, c’est_I'état _d’équilibre _cherché):

— d’une part I’équilibre précédemment étudié : charge -+ g en A, sphére
de charge ¢', au potentiel zéro;

— d’autre part 1’équilibre constitué par S centrée en O, seule dans I’espace,
portant la charge — ¢’

La densité superficielle de charge of; en un point quelconque M de la surface
de S est la somme algébrique des densités of; et oy des deux équilibres
composants :
P ____3qR —q  q AM3 —6.R3
m=omton= —rANE T 4n R 8n.RE | AME

Application numeérique :

q= 1 microcoulomb = 107 coulomb

30 3 , 10 [ 6.10-8
R = 10cm = 10 m M T orn <1 AM? > MKS

AM exprimé en m

La ligne neutre est par définition I’ensemble des points M ol la densité
o est nulle, c’est donc un cercle défini par ; AM = R%, dont le centre H
est situé sur le segment OA, & 4,25cmde O.

La ligne neutre partage la sphére S en deux zones de charges opposées, I'une,
de charge négative — ¢”, du c6té de la charge influengante positive g, I'autre,
+ ¢, positive, de autre coté. Le calcul de g" se fait en intégrant la densité
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surfacique trouvée sur 'une ou 'autre des deux zones; par exemple, sur la

premiére :
— g = f.dS
7 »/‘¢/I‘1<AM<B Ve o

11 est naturel de regrouper les points M de méme densité ofy, situés a la
méme distance de A. L’élément d’aire correspondant est I’élément de cou-

ronne sphérique : dS = 2rR2%.sin 0.49, ol O est I'angle 6 = (GK, (71\71).
Dans le triangle AOM I’on peut écrire :

AM? = OA? + OM2 —2.0A.OM.cos § = 5 R2—4 R2,cos 0
d’olt nous déduisons :

dS = 2nR?.sin 0.d0 = . AM. d(AM).
Rr.V6 R®
L q . e .
¢ ="k <1 6 AMS) 7. AM d(AM)

RYe 3R 1 r.Ve
- 2 U\ I
9" =3Re [AM] 4 AM]R

donc :

c’est-a-dire :
q" =1 (=336 +13)

Application numérique :

g = = microcoulomb = 107 coulomb
30 3 =% g" ~ 6,44.10~° C
V36 ~ 3,30
3-3. INFLUENCE D’UN FIL CHARGE SUR UN PLAN. — Un fil rectiligne illimité

porte une charge -+ A par unité de lon-

gueur; il est placé a la distance d d’unplan . -
conducteny illimité maintenu an potentiel S~
zéro, et parallélement a ce plan) Calculer M :-———:——-ﬁr
la répartition] des charges développées par \\\E
influence sur ce plan. s
A = B

— SOLUTION — 0 —
La recherche d’une image électriaue du fil -
chargé, déja facile ;sans aide extérieure, —
nous est rendue triviale par la résolution 72 =
du probléme -3 : [I'image [cherchée est Fie. 3-3.
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un fil rectiligne illimité symétrique du précédent par rapport au plan P,
et portant la charge — A par unité de longueur.

Le systéme étudié est invariant par une translation quelconque paralléle aux
fils; le champ ﬁM en un point M du plan P ne dépend que de sa distance

x au plan des deux fils. Calculons le champ Ei en un point M infiniment
rapproché du plan P dans le demi-espace ou se trouve le fil réel:

> 42 AM , —» BM_ » AB
M ne, AM? ' 2me, BM?  2me, AM?

ot A et B sont les projections de M sur le fil réel et le fil image respective-
ment.

La densité surfacique oy en M cherchée est égale, d’aprés le théoréme de
Coulomb, au produit par g, de la mesure algébrique Ey de EM (comptée

positivement si EM sort de la surface du conducteur, et négativement dans le

cas contraire) :
A —=2d__» __d
2me, x4 d? w  x2-+ 4%

oy = 9. By = €9

Tl est facile de constater, par intégration-de o3; ~quele plan-P-porte une charge -
— A par unité de hauteur (comptée parallélement au fil).

3-4*%, — Montrer que parmi un nombre fini de conducteurs chargés seuls dans
Vespace, dont la somme des charges est nulle, au moins un des conducteurs
est chargé partout positivement et au moins un chargé partout négativement.

INDICATION. — Parmi les n potentiels Vy, V,, ...,V, des conducteurs
Cy, Gy, ..., C. en nombre fini, il existe évidemment au moins un maximum V,
et au moins un minimum V,. On pourra montrer préalablement que V, est positif
ou nul et V, négatif ou nul.

On pourra ensuite étudier les lignes de champ qui partent de C, et C, ou y abou-
tissent.

— SOLUTION ~—

Montrons que les potentiels V,;, V,, ..., V, des n conducteurs ne sont
pas tous strictement positifs ni tous strictement négatifs; en effet, la somme
totale des charges Q, Q,, ..., Q, est égale a :

Q=Q +Q + --- +Qn=icli'vi+2czi'vi+ "‘+2Cni-vi-

i=1 i=1 i=1
=V1-ZCJI+V2-ZCj2+---+V,.'chn~
=1 j=1 J=1
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n
11 est démontré dans tous les cours que les sommes ZCJ,- sont positives
J=1
ou nulles, et qu'une au moins d’entre elles (une seule dans le cas ol un conduc-
teur entoure complétement tous les autres, toutes dans le cas ot aucun conduc-
teur n’en entoure complétement aucun autre) est strictement positive. Il
devient alors évident que si tous les potentiels Vi, V,, ..., V, étaient stricte-
ment positifs ou strictement négatifs, Q serait également strictement positive
ou strictement négative respectivement, ce qui est en contradiction avec
I’énoncé.
Parmi les n potentiels V,, V,, ..., V, il existe nécessairement un maximum
V, et un minimum V,, dailleurs distincts (sinon, d’aprés ce qui précéde,
tous les potentiels V; V,, ..., V, seraient nuls, le champ serait nul partout,
et les charges portées par les conducteurs seraient toutes nulles, non seulement
globalement, mais méme localement). En accord avec ce qui précéde, nous
pouvons affirmer que V, est positif ou nul et que V, est négatif ou nul.

Soit alors C, le conducteur (ou I'un des conducteurs) dont le potentiel est
V,: si en un point de la surface de C, la densité superficielle de charge
était négative, il y arriverait une ligne de champ provenant nécessairement
d’un point (& distance finie ou non) ol le potentiel serait supérieur a V,,
ce qui est impossible puisque d’une part il n’y a nulle part de charge condensée
autre que les charges portées par les conducteurs et que d’autre part V,
est supérieur ou égal & V; quel que soit i, ainsi qu’au potentiel zéro de
Pinfini. C, est donc bien chargé partout positivement.

Nous démontrerions de méme, en étudiant les lignes de champ partant de
C,, que le ou les conducteurs de potentiel V, sont chargés partout négati-
vement.

3-5*, DETERMINATION D’UNE MATRICE DES CAPACITES. — Trois sphéres conduc-
trices de méme rayon r = 1 cm ont leurs
centres Oy, O,, et Oy aux sommets d’un
triangle équilatéral de cété d = 10 cm.
On admettra que Daction d’une sphére a
une distance égale a 10 fois son rayon
est la méme que si toute sa charge était
au centre.

1° Calculer les capacités et les coefficients
d’influence de ce systéme de conducteurs. .

20 Déterminer les charges des trois sphéres
si la premiére est portée au potentiel




V, = 6 000 volts, la seconde au potentiel V, = 3 000 volts, et la troisiéme
est mise au sol. Quelle est alors Uénergie du systéme?

ConserL. — Il est beaucoup plus commode de calculer directement les potentiels
en fonction des charges que de faire ’inverse car le potentiel créé au centre d’une
sphére par sa propre charge nous est connu, ainsi que celui créé par une charge ponc-
tuelle (& laquelle on assimile, pour ce qui est de I’action sur la sphére considérée,
chacune des deux autres). Il ne reste plus qu’a inverser la matrice ainsi trouvée.

— SoLuTION —

1° Quand les trois sphéres sont portées aux potentiels V;, V,, Vg, elles
acquiérent respectivement les charges Q,, Q,, Qs chacune fonction linéaire
de V,, V,, V.

Cherchons par exemple & calculer le potentiel V, de la premiére sphére S,,
lequel est égal & la somme des potentiels Vi, V;, et V5 créés par les charges
Qy, Qg Q3. Le conducteur S, étant un volume équipotentiel, nous pouvons
calculer V; en n’importe lequel des points de S,, mais le point olt le calcul
sera le plus simple est son centre O, :

— Le potentiel V;; créé en son centre par les charges situées sur la surface

‘de S, estégala:

— 0p.dS; 1 _ QO
Vn_f/ dreg.r 4dneg.r ff o148, T dneg.r

— Le potentiel créé en O, par les charges situées sur la surface de la seconde
sphére. S, est égal & :
V., = f f _Gp.dS;
12 4rey.dyg

ol dj, est la distance séparant O, du point courant M, de la surface de
S. Si d est trés grand' devant r, on peut négliger dans I’intégrale ci-dessus
les variations de dj,, ce qui revient & admettre que ’action d’une sphére 2
une distance égale & 10 fois son rayon est la méme que si toute sa charge était
au centre, moyennant quoi Vi, s’écrit simplement :

— Le potentiel créé en O, par les charges situées sur la surface de la troi-
sieme sphére S; est de méme égal & :

V — ff Ga.ds:g ~ Q3
18 drey. dyy — dmey.d
Nous obtenons ainsi le potentiel V, de S, sous la forme :
=1 (U, Q

4re,
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et, de méme :

ek (§+949)
g (394
ou, matriciellement :
A AWA
wl-kl 211 ) e
v 77/ \@

Pour obtenir la matrice des capacités, il suffit maintenant d’inverser la matrice
ainsi trouvée; le calcul d’inversion ne présente aucun intérét pour le physicien,
qui trouve :

Q, r+d —r —r \'A
Q —_ 4megrd —r r+d —r 1V

2 Q@r+ dyd—r) 2
Qs —r —r r4d Vs

Numériquement, les capacités et coefficients d’influence ont pour valeurs :
capacités :

10-3.1,1.101
Cn = sz = Caa = 9

9.10°.1,2.10-*.0,9.10-1

~ -+ 1,13.10-12 farad.

coefficients d’influence :
e 108

Py — ] ~ 12
Co=Cu=Ca=5m 1510200100 =  »103-107 farad.
20 Si les potentiels V;, V., V; sont respectivement égaux a 6 000 volts,
3000 volts et zéro, les charges Q,, Q,, Q; sont respectivement égales a:

Q,=C;.Vy 4 Cyp. Vo + Cy3. Vg = 10-22.(4 1,13.6 000 — 0,10.3 000)
» = -+ 6,48.10~? coulomb,
Qg = Cyy. Vy + Cyy. Vy + Cyy. Vg = 10-22,(— 0,10.6 000 -+ 1,13.3 000)
= - 2,79.10~? coulomb,
Q; = Cy;.Vy -+ Cyy. Vy 4 Cgy. Vg = 10722 (— 0,103.6 000 — 0,103.3 000)
= —(,927.10-? coulomb.

L’énergie du systéme que nous étudions est :

&= ’%‘(Ql-\ﬁ 4+ Q. Vo + Q5. V)

donc, numériquement :

8 == -:l[ (6,48.6 000 + 2,79.3 000).10-? = 2,36.107% joule.
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3-6. — Un conductenr C comporte une cavité sphérique S, de rayon a.
A Pintérienr de cette cavité est placée une sphére conductrice creuse S, de
rayon b. A Uintérieur de la cavité, supposée sphérique de vayon c, de la sphére
S, est placée une troisiéme sphére conductrice S;, de rayon d(d < c < b < a).

On véalise un condensateur en prenant pour armatures, d’une part la sphéve S,,
d’autre part le conductenr C et la
sphére S, réunis. Calculer la capa-
cité C de ce condensatenr, sachant
que les sphéres S, S,, S; sont con-
centrigues,

~ SOLUTION —

Appelons par exemple Q la charge
. portée par la sphére S;, et Q' celle
que porte la cavité sphérique du con-
ducteur €. Lasphére S, porte alors,
par application du théoréme des
éléments correspondants, la charge

— Q sur sa face interne, et la
charge — Q' sur sa face externe.

Dans les espaces laissés libres par les trois conducteurs, le champ E est évi-
demment radial de centre O, centre commun de S,, S;, S;. Sa mesure E(r)
est facile & calculer par application du théoréme de Gauss & une sphére de
centre O et de rayon r:

. . e By = 2 =2
—si d<r<c: 4nr?.E(r) - donc E(r) pE———
- . Ay _Q—Q—Q __ Q& - —Q
si b<r<a: 4nr?.E(r) o - donc E(r) e

La différence de potentiel V existant entre les deux armatures de notre conden-
sateur peut se calculer de deux fagons, comme égale 4 la circulation du vecteur
champ, soitde Sg & S,, soitde € 4 S, :

4%) <}1?“"1c‘> = ["B0).r =V =fa"E(r).dr =ﬁ%(%_%—>

La capacité C cherchée est par définition égale au rapport de la charge du
condensateur a la différence de potentiel existant entre les deux armatures :

_Q+Q _ .cd ab
€= A —4m°<c-——d+a——b>

ReMARQUE. — Pour calculer la capacité C, nous nous sommes contentés d’en uti-
liser la définition; il aurait été beaucoup plus simple, et beaucoup plus rapide, de
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remarquer que la sphére S, et la face interne de la sphére S, d’une part, le conduc-
teur € et la face externe de la sphére S, d’autre part, forment deux condensateurs
sphériques disposés en paralléle; 1a formule obtenue ci-dessus aurait alors été obtenue
sans le moindre calcul.

3-7%. CONDENSATEUR ELLIPSOIDAL. — Les surfaces en regard d’un condensateny
de premiére espéce sont denx ellipsoides de révolution allongés homofocaux.
Calculer la capacité C de ce condensatenr en fonction de la distance 2c¢ des
Joyers et des demi-grands axes a, et a,.

INDICATION. — Dans le cas ol les potentiels V; et V, imposés respectivement aux
armatures intérieure et extérieure sont dans le rapport :

Lo 9_1_“*’_0

v, _Pa—¢

V. Loga2 + ¢
az -

une image électrique du systéme proposé nous est fournie par la résolution du pro-
bléme 2-7 : charge répartie uniformément sur le segment de droite joignant les
foyers. Le rapport de cette charge & la différence [V, — V,] est la capacité cherchée

~— SOLUTION —

Lorsque le potentiel V,; de 'armature intérieure et le potentiel V, de ’arma-
ture extérieure sont dans le rapport :

Vi_ az+0,az__—_e)
Vz_Log<a1—C ay+c¢

il ressort de la résolution du probléme 2-7 que le champ entre les deux
armatures est le méme que §’il était créé par une charge Q répartie unifor-
mément sur le segment de droite joignant les deux foyers, avec une densité
linéaire de charge :

dreg. Vi 4me.Vy
Logﬂl__‘*:__c Logﬁzi_c
a—c a—c

Les potentiels V; et V, des deux armatures sont alors égaux respectivement
a:

A gl oy A g
Vl 47'580 Log al - et V2 47'530 Log dg ~— €
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et la capacité C cherchée est simplement égale, par définition, 2 :

2c

4G +c a—c
Log (al'—c a, + C>

= Q e,
C——Vlmvz—~47tsu

ReMARQUE. — Nous ne devons pas étre génés par le fait que nous n’avons su calculer

la charge Q du condensateur (égale 4 la charge de I’armature intérieure, donc &

la charge image) que dans un cas trés particulier. En effet, la capacité une fois calculée,

la théorie des condensateurs nous enseigne que le rapport V_QT est un invariant;
b 2

peu importe dans quel cas particulier ’on a calculé cet invariant.

3-8. CONDENSATEUR DIEDRIQUE. — Un condensatenr est formé de denx arma-
tures rectangulaives ABCD et A'B'C'D’, appartenant aux deux demi-plans
d’un diédre de rectiligne o. Les cétés AB et A'B’', de longuenr commune a,
sont paralléles & Paréte du diddre, et situés a une distance d de celle-ci; les cotés
CD et CD/, également paralléles a Davéte et de longuenr a, sont situés
la distance d b de Pavéte; le rectangle A'B'C'D’ se déduit d2 ABCD

par une rotation o. autour de Paréte du diédre.

Calculer la capacité du condensateur ainsi formé, en admettant que le champ
entre les armatures a la symétrie de vévolution autour de Paréte du diédre,
et que le champ est nul au dehors.

1)

|

IR

—— SOLUTION —

L’énoncé suppose que le champ a la symétrie de révolution autour de l’aréte
du diédre; comme, au niveau des deux condensateurs, le champ est normal

54




a leurs surfaces, nous en déduisons que les lignes de champ sont, entre les
armatures, des arcs de cercles d’axe 'aréte du diédre. L’intensité E du champ

E est constante le long d’une ligne de champ et ne dépend que du rayon r
de celle-ci.

La différence V— V' des potentiels des deux armatures est égale 4 la circu-
lation du champ le long d’une ligne de champ MM':

D f=a
V_V'=f E.dlzf E(r).r.d8 = E(r).ra.
MM =0

Du résultat ci-dessus nous déduisons la densité superficielle de charge sur
Parmature ABCD, i la distance r de aréte du diédre :

= f=—=1 -—EL [ra— !
o(r) == g,.E(r) — V-—V)
La charge du condensateur, égale & la charge portée par ’'armature ABCD,

s’obtient par intégration de la densité surfacique o :

— _ [rEdth gy o _end dib
Q—f/;BCDO‘.dS—‘/r‘ r.oc(V V).adr = o (V—V’) Log d

=d

La capacité C cherchée est par définition égale au rapport de la charge Q
a la différence V-V’ des potentiels des deux armatures :

__Q _=.a, b
C=y=—v~". L°g<l+d>

On remarquera que lorsque o tend vers 0, d vers I'infini, le produit .o restant
constant et égal & e, 1’expression ci-dessus tend vers celle :

C=rcp. 5
e

de la capacité d’un condensateur plan (S = a.b).

3-9* CONDENSATEUR CONIQUE. — I° L’espace est rapporté & un vepére ortho-
normé Oxyz; calculer le potentiel électrostatique en un point M de coor-
données sphériques r, 9, {, sachant que la demi-droite Oz est chargée uni-
Jormément avec une densité linéaire de charge -+~ )\ et que la demi-droite z'O
est chargée uniformément avec la densité — ).

20 Calculer la capacité du condensateur formé par un plan conductenr illimité
sur lequel on pose un céne conductenr de denii-angle au sommet 9, d’axe normal
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au plan et de hautenr h. Le cone repose sur le plan par sa pointe, et on suppose,
bien entendu, que extrémité du cone comporte une trés petite région non conduc-
trice. On négligera les effets de bords @ Uextrémité libre du cone.

InpicaTiONs. — 1° 11 est aisé de constater que les potentiels en deux points symétri-
ques par rapport au plan xOy sont opposés. Considérons par exemple un point M
dont P’azimut 0 est inférieur & w/2, et soit H la projection de ce point sur Oz,

puis O’ le point défini par : 00’ =20H. Les potentiels créés en M par les
demi-droites chargées z'O et O’z se compensent, le potentiel V(M) en M est
celui créé par un segment de longueur 2r.cos 6 dont la charge est répartie unifor-
mément avec la densité - A, potentiel dont le calcul a déja été fait lors de la résolu-
tion du probleme 2-7.

2° Dans le cas ot le potentiel imposé au plan conducteur est nul, un systéme d’images
électriques évident nous est suggéré par la premire partie : demi-droite chargée
convenablement, confondue avec ’axe du cone, demi-droite de charge opposée et
symétrique de la précédente par rapport au plan conducteur.

— SOLUTION —

10 Soit M un point d’azimut 0 inférieur & =/2, soit H sa projection sur
Oz, et soit O’ le syméirique de O_ par rapport.a. H. Les demi-droites
2’0 et O'z, symétriques par rapport 8 HM, et
] de charges opposées, créent un potentiel nul en
M. Le potentiel V(M) en M est créé par le
segment de droite OO’, chargé uniformément
avec la densité -+ A, Le calcul d’un tel potentiel
A4 0’4 a déja été fait lors de la résolution du probléme 2-7;
nous avons trouvé :
o A a+tc
0- V=4nao'Loga——-c

oll a et ¢ sont respectivement le demi-grand axe

et la demi-distance focale de Pellipse de foyers O
'7"$ et O’ passantpar M. Enl’occurrence, ces longueurs
Y sont respectivement égales a :

FiG. 3-91% a=Vb:+c2=0OM=r e c=OH=r.cos®.
Le potentiel V(M) cherché est donc égal & :

A 0
V= 571:__80 Log |cotg —2-]

20 Dans le cas ol le potentiel V, du plan conducteur est nul et oli le potentiel
V, du cone ne Dest pas, et si de plus nous négligeons les effets de bords
prés de I’extrémité libre du cbne, un systéme d’images électriques, pour le
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calcul du champ & Pextérieur des deux conducteurs nous est suggéré par la
résolution de la premiére partie de ce probléme : une demi-droite confondue
avec I’axe du cone et chargée uniformément avec la densité linéaire :

3 = 2ney. Vy
Log

cotg —g— l

et la demi-droite symétrique de la précédente par rapport au plan conducteur,
chargée uniformément avec la densité

linéaire -— ), auraient précisément oy hz
pour surfaces équipotentielles de poten-

tiels V; et V,==0 les deux armatures

de notre condensateur. A

Selon la théorie des images électriques
(cf. 2-7 et 3-1, 3-2), la charge Q portée
effectivement par l’armature conique A
intérieure est égale 4 la somme des

charges images (fictives) correspon- / I
dantes. Ces charges images sont celles o l
d’ol1 partent, dans le § 19, les lignes de - I
1
l

champ qui, dans le § 2°, partent en  (TTTTTTTTTTIIIITITIT]

fait de Parmature intérieure (théoréme -

des éléments correspondants); comme Fig. 3-9 2°.

ces lignes sont des arcs de cercle de

centre O, 4 I’armature interne de hauteur A se trouve associée la longueur:

_h_
cos O

6

=

de droite image, et la charge Q cherchée est:

A

Q=7\'l=cosﬁ

La capacité C cherchée est par définition égale au rapport de la charge Q
ainsi calculée i la différence de potentiels V; —V,:

Q_  _ 2mey. B
Vi—V,

C =
cos 6.Log

cotg -g—l

En réalité, on ne peut vraiment négliger les effets de bords que si ’'on dispose,
prolongeant I’armature interne, un anneau de garde suffisamment grand,
et porté au méme potentiel.
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3-10*. CONDENSATEUR BIFILAIRE. — Calculer la capacité par unité de longueur
du condensateur (de seconde espéce) formé par deux conducteurs cylindriques
de rayons R, et R,, et dont les axes sont situés & une distance d Uun
de Pautre.

InprcaTioN. — L’étude d’un condensateur de seconde espéce (c’est-a-dire dont
aucune armature n’entoure 1’autre) se fait exactement comme celle d’un condensateur
de premiére espéce, et la capacité a la méme définition.

Comme dans les problémes précédents, nous allons chercher des images électriques du
systéme proposé; or nmous avons déja rencontré des équipotentielles cylindriques
d’axes paralléles lors de la résolution du probléme 1-3. Quand les potentiels V; et V,
des deux fils sont convenables, les images électriques cherchées sont deux fils paralléles
infinis partant des charges uniformément réparties avec des densités linéaires opposées
-+ A et — A; ces deux fils seront situés chacun 4 I'intérieur de 1>un des deux conduc-
teurs réels, mais il reste, pour pouvoir calculer la capacité ¢ par unité de longueur,
4 déterminer A et 'emplacement exact des deux fils-images.

— SOLUTION —

1° Nous avons vu, lors de la résolution du_probléme I-3, que.deux fils recti-
lignes, paralléles, infiniment longs, char-

- gés avec des densités uniformes -+ A et

I 24

-A
| i i i — A (A>0), créaient en un point quel-
1Y / \ conque M le potentiel :

NN, OZ

I I 2 ol
“ VM) = 2me, Log ry

|

|

|

|

|

I

olt r; estla distance de M aufil chargé
positivement, et r, sa distance i Pautre
fil.

Les équipotentielles sont les cylindres
d’équations ry/r, = constante; considé-
rons les équipotentielles ¢; et €, de po-
tentiels Vi (Vy > 0) et VoV, < 0), de
rayons R; et R,; soit d(d > R; +R,)
la distance de leurs axes O,z; et Oyz,.
Ces deux équipotentielles entourent, I'une
le fit F,, lautre le il F,.

Désignons par exemple par x; la dis-
FiG. 3-10. tance de I’'axe O,z, au fil F,, et par x,

la distance de l'axe Opz, au fil F,; pour calculer x;, et x, en fonction
de Ry, R, et d, il suffit d’exprimer que sur €, comme sur C,, le rapport
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ryf/r; est constant, et en particulier qu’il prend la méme valeur sur les deux
génératrices situées dans le plan des deux fils de chacun de ces deux cylindres.:

—sur G,
I‘2 d"—'R."—‘xz d+R1'-‘X2 ou ’L2~ d—xzz‘&'
r]_ R '—‘XI R1+x1 l‘l R1 x1
— sur G,
o Ry—xy _ R, 1+ x, , ou rn_ Ry _x
I‘1 d’]“Rz“"‘xl d+R2‘—'xl 1‘1 d“—xl Rz
Des formules ainsi démontrées nous déduisons les expressions de x; et xp:
X, = 2 [d _— Rl \/dz 2(R2 + Rg) -+ (Rz 1) ]

[d+ “Rl \/d2 2(R2+R2)+(R2 1)]

Les longueurs x; et x, sont obtenues comme racines d’équations du second
degré; pour choisir entre les deux racines de chaque équation, on remarque
que x, et x, doivent &tre trouvés inférieurs respectivement & R, et R,,
et I’on tient compte de ce que d est supérieur 4 la somme R, + R,.

20 Venons-en maintenant & 1’étude du systéme de conducteurs considéré par
P’énoncé. Dans le cas ol les potentiels V, et V, des deux conducteurs sont
dans le rapport :

IL1

v, Log X
Vo Xo
Log R,

ol x; et x, ont les expressions ci-dessus, la théorie des images électriques
(¢f. 2-7, 3.1 et 3-2) nous enseigne que 1'on peut remplacer, pour le calcul
du champ a Pextérieur des conducteurs, les deux conducteurs par deux fils
F, et F, infiniment longs, d’axes paralléles aux axes des deux cylindres,
situés respectivement & la distance x; de I’axe du premier cylindre et a la
distance x, del’axe du second, et portant des charges réparties uniformément
avec les densités linéaires respectives -+ A et — A, ol A est égal a:

A = 2meq- VlR == 2mgy- sz = 2mey- RY{
M 22 s £ ]
Log Y Log R, Log x1x2

Le théoréme de Gauss, appliqué a une surface infiniment proche de la surface
du premier conducteur (chargé positivement), nous montre que la charge ¢
par unité de longueur portée effectivement par ce conducteur, c’est-a-dire
en définitive la charge du condensateur (de seconde espece) étudié, est égale
3 la charge image par unité de longueur située a l'intérieur dudit conducteur,
donc a + ).
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La capacité ¢ par unité de longueur cherchée est par définition égale au
rapport de la charge g par unité de longueur du condensateur 2 la différence
de potentiel V; —V, des deux armatures :

q 2re,
C === el
Vi—Ve g RiR,
X1Xo
— 2re,
Log 2 R;R,
2 2 2 2 2 2 (R —RDH?
d*— (R} + RY —d\ /a2 — (R} + RY) + RE=R)

Le lecteur vérifiera aisément que ce résultat, en apparence compliqué, peut
&tre écrit sous la forme :

= 2re,
= & — (R} | R
Argch IR.R,

Ce résultat permet également de calculer la capacité ¢’ par unité de longueur du
condensateur formé par un cylindre de rayon R situé & la distance & (2> R) d’un
plan-conducteur-:-il-suffit -d’appliquer -la-formule - ci-dessus; -en-posant Ry = R;
d = h -+ R,, eten passant & la limite pour R,—> o; on obtient ainsi :

;. 2me,

c =
h
ArgchR

Un raisonnement analogue au précédent aurait d’ailleurs permis de calculer ¢’
directement.

3-11*. CONDENSATEUR CYLINDRIQUE EXCENTRE. — Un condensateur de premiére
espéce est constitué par deux armatures dont les surfaces en regard sont deux

R

N

1

[

l

[

1

] 5 Ly 1

!/ X2 ! |

¥

b
Fic. 3-11.
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cylindres de révolution de rayons R, et R, (R, <R,) dont les axes, paralléles,
sont distants de d (d<R,— Ry).

Les deux cylindres étant supposés infiniment longs, caleuler la capacité par
unité de longueur ¢ du condensateur ainsi constitué,

ConseiL. — Il est bon de remarquer que les images électriques utilisées dans le pro-
bléme précédent peuvent aussi étre mises & profit dans celui-ci; la différence entre
les deux systémes se traduira essentiellement par le fait qu’ici, les deux équipotentielles
entoureront le méme fil* F,. Les calculs seront semblables & ceux des pages précé-
dentes. , .

— SOLUTION —

10 Comme dans le probléme précédent, nous allons étudier préalablement les
équipotentielles du champ créé par deux fils rectilignes infiniment longs F,
et F, chargés uniformément avec les densités linéaires -+ A et — A respec-
tivement (A > 0).

Considérons les équipotentielles €, et ¢, de potentiels V; et V, (0 <V, <Vy),
cylindres de révolution de rayons R; et R, (R; <Ry dont les axes Oz,
et Oz, paralltles, sont distants de d(d <R, — R,); I’équipotentielle ¢,
entoure le fil F,, et I’équipotentielle €, entoure I’équipotentielle C,.

Désignons par exemple par x; la distance de 'axe O;z; au fil F,;, et par
x, la distance de 'axe O,z; aufil F,; pour calculer x, et x, en fonction
de R;, R, et d, il suffit d’exprimer que sur €, comme sur C,, le rapport
ry/r, est constant, et en particulier qu’il prend la méme valeur sur les deux
génératrices situées dans le plan des deux fils, de chacun de ces deux cylindres :

— sur G, b
_"A_:R1+d“x2=R1—d+X2’ Ou _I‘lzxz—-—-dz&
51 —Ry+x Ry +x; Fy Ry X1
— Sur G,
Ty _ Ry — x, R+ x , ou Ry _ x
rpn —Ry+d+x Ry+d+x ri xi+d Ry

Des formules ainsi démontrées nous déduisons les expressions de x; et x,:
1 | RE—R? (RZ2 — R%?
X1 =5 [JTJ—d—\/aQ—Z(R% + R)) +~—g—d-2——]

x2=%[1i§—“(§ﬁ+d+\/d2—2(R%+R%)+@%—;TIﬁ)—2]

Les longueurs x; et x, sont obtenues comme racines de deux équations
du second degré; pour choisir entre les deux racines de chaque équation, on
remarque que x; doit étre trouvé inférieur & R; et x, supérieur 3 R,
et 'on tient compte de ce que d est inférieur 2 la différence R, — R;.
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20 Venons-en maintenant & I’étude du systéme de conducteurs considéré par
I’énoncé. Dans le cas oll les potentiels V; et V, des deux conducteurs sont
dans le rapport :

, R
N

v, _ Log oy

V. Xo
Log R,

ol x; et x, ont les expressions ci-dessus, la théorie des images électriques
nous enseigne que 1’on peut remplacer, pour le calcul du champ & lintérieur
du condensateyr, c’est-3-dire dans Pespace compris entre les deux armatures,
les deux conducteurs par deux fils F, et F, infiniment longs, d’axes paralltles
aux axes des deux cylindres, situés respectivement a la distance x; de 'axe
du premier cylindre et & la distance x, de I'axe du second, et portant des
charges réparties uniformément avec les densités linéaires respectives -+ A
et — A, ot A estégala:

A = 2mey- A == 2meg - Ve = 2mey- Vs R‘I/{2
ot § 22 1iNg
bog X1 Log R, Log X1

La théorie des images électriques nous apprend de plus que la charge g par
unité de longueur portée par la surface du premier conducteur (de potentiel
V,), cest-a-dire en définitive la charge du condensateur étudié, est égale a
la charge image par unité de longueur située a P'intérieur dudit conducteur,

donc & -+ A

r r ’ﬂ g r
La capacité ¢ par unité de longueur cherchée est par définition égale au rap-
port de la charge ¢ par unité de longueur 2 la différence de potentiel V; — V,
des deux armatures :

c——9q 2me,y
Vi—V, Log RiR,
X1X2
_ 21,
Log 2R;R,

(R + Ry — & —dy [ — 2R + Ry + IR

Le lecteur vérifiera aisément que ce résultat, en apparence assez compliqué,
peut étre écrit sous la forme :

2ne, .
@i+ R)—a*
2RR,

C =
Argc
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L’expression ci-dessus, appliquée au cas olt d = 0, devient simplement celle de la
capacité (par unité de longueur) d’un condensateur cylindrique ordinaire (non
excentré).

En posant R; =R, et d =R, — h, puis en passant a la limite pour R,— o,
on retrouve la capacité ¢’ par unité de longueur constitué par un cylindre de révo-
lution de rayon R dont I’axe est situé a la distance # d’un plan conducteur, capa-
cité que nous avons déja calculée a la. fin du probléme précédent.

3-12. ELECTROMETRE DIEDRIQUE. — L’une des armatures du condensateur
diédrique étudié dans le probléme 3-8 est fixe, et Pautre peut tourner autour
de Paréte du diédre. Calculer le couple exercé sur Uarmature mobile.

~— SOLUTION -~

La capacité C du condensateur diédrique considéré a été trouvée égale 3 :
_ & b
C " Log <1 -+ d>

ol a, b, et d sont les longueurs définies dans I"énoncé du probléme 3-8.
Nous en déduisons P’énergie électrostatique E du condensateur :

L oye — 52 10 <1 -}——2;—>-V2.

E=7 200

ot V désigne la différence des potentiels des deux armatures.

En écrivant que, lors de la variation élémentaire do du rectiligne « du diédre,
la variation dE de I’énergie du condensateur est égale & la somme du travail
d% de l'opérateur et de I'apport d’énergie dE’ fourni par les sources, il est
démontré dans tous les cours que le couple exercé sur le conducteur mobile

a pour expression:
- (3
O v

ol la dérivée partielle de E par rapport & « est prise & potentiels constants.
En l'occurrence :
2 dC _ av* d-+b

V= TS ga e

-1
e=

L’on constate que ce couple, négatif, tend a rapprocher les deux armatures,
fait qui était évident a priori.

3-13. ELECTROMETRE A PLATEAUX. — L’armature supérieure d’un condensatenr
plan est suspendue a un ressort de vaideur k. Lorsque la différence de potentiel
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est nulle, la distance entre ’armature supérieure mobile et ’ermature inférieure
fixe est x,; lorsqu’on appliqgue une différence de potentiel V entre les denx
armatures, l’écartement devient x.

Etablir la relation qui existe entre x et V.
On désignera par S la surface commune des
armatuves. A quelle condition Uéquilibre est-il
stable ?

1)( — SOLUTION ~—

. = r
forces : d’une part la tension T exercée par le

K A TParmature supérieure sont appliquées trois
ressort, verticale et dirigée vers le haut, d’autre

\%
Fig. 3-13. part le poids ; de Parmature mobile et la

. -3 r
force électrostatique f exercée par ’armature
fixe, qui sont deux forces verticales et dirigées vers le bas.
A Téquilibre, la somme vectorielle de ces trois forces s’annule, et leurs inten-
sités T, p, f sont reliées par :

e T =p—f—:f N

En Pabsence de force électrostatique (V = 0), Péquilibre s’écrit en parti-
culier :

To=p
L’intensité f de —f est, comme l’on sait, égale, au signe pres, a la dérivée
partielle de I’énergie électrostatique E du condensateur par rapport au dépla-
cement x, cette dérivée partielle étant prise & potentiels constants :

9B\ |_|1 acl|_ _l_vz_ <__§g§> _£g.5.V2
ox v dx 2 x2

— V2. =
2 v 2x?

La tension en charge T du ressort est d’autre part reliée 2 sa tension

initiale T, par:

f=

T— Ty == k(xq — X).

En reportant ces résultats dans la relation exprimant I’équilibre de I’armature
mobile, nous obtenons :

£q.5.V?2

To + k(xg— x) = To +

2x?

dont nous déduisons la relation entre V et x cherchée :

Ve — B o
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On sait que I’équilibre mécanique d’un systéme est stable §’il existe un voisinage
de la position d’équilibre dans lequel les forces appliquées au systéme tendent
4 le ramener 4 sa position d’équilibre.

- ,
En I’occurrence, la résultante R des forces appliquées a Parmature supérieure
a pour mesure algébrique, sur un axe vertical dirigé vers le haut :
g9.SV?

2x?
Une condition nécessaire et suffisante de stabilité, R étant une fonction conti-
nue dérivable de x, est que la dérivée de R par rapport & x soit négative
au point d’équilibre (ou plutdt, pour étre tout & fait rigoureux, que la premiére
dérivée nitme de R non nulle au point d’équilibre soit d’ordre impair et néga-
tive) :

R=T—p—f=k.(xg—x) —

dR o gq.5V?
dax k+ x8

Si x est I’écartement & I’équilibre, la dérivée ci-dessus prend la forme :

—X

Compte tenu des remarques précédentes, sur la stabilité nous concluons que
la position d’équilibre x est une position d’équilibre stable si x est supérieur
4 2x,/3, et que c’est une position d’équilibre instable quand x est inférieur
4 2x,/3. Le lecteur vérifiera aisément que la position d’équilibre x = 2x,/3,
qui correspond, d’aprés la relation (1), au potentiel :

8 kx0
27 S

est également une position d’équilibre instable.

{Vﬂ =

Un probléme plus intéressant est de chercher si & une différence de potentiel V
entre les armatures donnée correspond une ou des positions d’équilibre de
Parmature mobile, et, le cas échéant, d’en chercher la stabilité. L’étude de la
relation (1) liant V et x, nousindique quesi |V| est supérieur a2 V,, aucun
équilibre n’est possible; par contre, & toute valeur de |V| inférieure & V,

correspondent deux positions d’équilibre, 'une (0 <x< —‘%— x0> instable et

Pautre <—§— Xo < X & x0> . stable.

3-14. — Trois condensatenrs C,, Co, C; d’armatures A;, et Ay, A, et
Ay, Ay et Ag, sont montés en série, suivant le schéma ;

Agy-Ci-Ag oA py-ComA g3-Ag1-Ca-Ags
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I° Connaissant les capacités C,, C,, C; des trois condensateurs, calculer
la capacité équivalente du groupement ainsi
4 A7) €y constitué,

F’it_z _/;2_1 l_ﬁgz__ 20 On relie les armatures A,; et Ayy-Ag, par
Ay AggAsy un fil métallique de capacité négligeable, ainsi
que les armatures A,,-A,, et Agy. Calculer la
Fic. 3-14. capacité équivalente de ce nouveau groupement.

— SOLUTION —

1¢ Les trois condensateurs étant disposés en série, la capacité équivalente
cherchée est telle que :.

1

637

1.1
=&+t

Qf=

donc :
— GGGy
GG+ GG+ GG
20 Les fils introduits ayant une capacité négligeable, les points Ay, Ag
et A, sont au méme potentiel, et de méme les points A;,, Ay et Ag, sont
"4 un méme potentiel; les tensions de charge des trois condensateurs sont
égales, €, Gy, C3. se retrouvent simplement montés en paralléle, donc :

C=C+G+G

C

3-15%, — La premiére armature d’un condensateur est constituée par trois
quarts de plan métalliques formant un triédre trirectangle Oxyz; la seconde
armature de ce condensateur est constituée par une sphérve métalliqgue S inté-
rieure au triédre. Le triedre Oxyz étant supposé orthonormé, on désignera par
Xos Vos 2o (Xg > 0, yo > 0, zo > 0) les coordonnées du centre Q de la sphéve,

Fic. 3-15.
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et par r son rayon; calculer la capacité du condensateur ainsi constitué, dans
Uhypothése on r est faible devant la plus petite des trois coordonnées xg, g, 2.

INDICATION. — Dans le cas ol le triédre métallisé est porté au potentiel zéro, on pourra
chercher des images électriques puis s’inspirer de la solution du probléme 3-5.

- SOLUTION -

Si Parmature triédrique est portée au potentiel zéro, et la sphére S a un
potentiel V, la charge portée par la sphére est: Q = C.V, ou C estla
capacité cherchée; cette charge n’est pas répartie uniformément sur la surface
de S, mais suivant une certaine répartition caractérisée par la fonction
o (x, y, z) : densité surfacique de charges au point M (situé sur S) de
coordonnées Xx, y, z.

Imaginons un systéme dans lequel ’armature triédrique serait supprimée et
remplacée par :

— trois sphéres S,, S,, S, de rayon r centrées aux points €, Q,, Q, de
coordonnées respectives : (— Xg, Yo» Zo)» (X0 — Yo» Z0)s (X0» Yo — Zo)-
— trois sphéres S,,, S,,, S,, de rayon r, centrées aux points Q,, Q.
Q,. de coordonnées respectives : (— Xo, — Yo, Za)y (Xoo — Yoo — Zo)s
("_ Xgs Voo —ZO)'

— une sphére S,,, de rayon r, centrée au point £, de coordonnées
(""'x()a — Yo "'ZO)'

Si les densités surfaciques de charges o,, 6y, 0;, Gy Oz, O €L Oy, SUL CES
sept sphéres sont liées & la densité ¢ sur S par les relations suivantes :

6z(x: Vs Z) = G("" X5 Vs Z)
Gy(x: Vs Z) = _G(xa_y’ Z)
O'z(x9 Vs Z) = O'(X, Yy Z)

Gzy(xay: Z) = + 0‘(——- X, Y, Z)
Gyz(x:y: Z) = + c(x,——y,—z) )
Gzz(x:y: z) =+ 6(_" x,y,—z)
Gzyz(x: »,2) = —o(—x,— ¥, — 2),

les huit sphéres S, S,, S, S, S,y Sy, i, €t S,,, ainsi chargées créent un
champ tel que les trois plans xOy, yOz, zOx soient au potentiel zéro. Les
sept sphéres introduites et chargées comme I'indiquent les relations ci-dessus
constituent les images électriques de S & travers P'armature triédrique; le
champ électrostatique créé effectivement par la sphére S (portée au potentiel
V) et I'armature triédrique (portée au potentiel zéro) dans I'octant positif
(huitiéme d’espace caractérisé par : x > 0,y > 0, z > 0) est donc identique
4 celui qui créeraient dans la méme portion d’espace les huit sphéres ainsi
définies.
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Le potentiel de S, que I'on sait étre égal a < peut d’autre part étre calculé

comme le potentiel créé au point Q par les huit sphéres S, S,, S,, S,, S, 5,7,

S,z» S, de charges respectives Q, —Q, —Q, —0Q, Q, Q, Q, — Q. SI
I’'on admet que r est faible devant la plus petite des coordonnées x,, y, et

z,, mous pouvons confondre dans ce calcul de V les sphéres S,, S,, S,, S,

S,: S.; et S,,, avec des charges ponctuelles —Q, —Q, —Q, —{—Q, +Q, —}—Q
et — Q placées aux points Q,, Q,, Q,, sz, Q,, Q,, et Q

Q i_ (1 |

V"4m~:0 [r <2x+2y+22>
| +< SNPS B )__ 1 ]
Wxrt 2 PR+ R+ W4yt

La capacité cherchée est donc :
C = 4ne, ],

ol /, homogéne 4 une longueur, est I'inverse de ’expression contenue.dans
le crochet ci-dessus.

3-16. IDENTITE DE GAUSS. — I° Un nombre n de charges pbnctuglles
41, 93, ---, 4, placées aux points Ay, A,, ..., A,, créent ‘ aux points
Aj, Ag, ..., A les potentiels Vy,Vy, ..., V,. Unméme nombre n de charges
ponctuelles q,, g3, ..., q, placées aux points A}, Al ..., AL, créeraient
aux points A,, A,, ..., A, les potentiels Vi, Vj ..., V.. Montrer que :

G Vit g Vit o + g Vi=qi. Vit g Vot - +qi.V,

20 Un nombre N de conducteurs Cy, C,, ..., C, sont portés aux potentiels
Vi, Vo, ..., Vi, leurs charges a Péquilibre sont respectivement Qq, Q,, ..., Q.
Dans un second état d’équilibre, les potentiels des N conducteurs sont
Vi, Vi, ..., Vi, et leurs charges sont Qj,; Qj, ..., Qy. Montrer que :

Q- Vi+ Qe Vit -+ + QuVi=0Q1. Vi + Q2. Vo + -+ + Qn.Vy

— SOLUTION —

1° Le poténtiel Vi créé au poiht A; par les charges ¢, g5, ..., g, placées
aux points A, Aj, ..., AL, est égal a:

P g e
Vi= trey AAL T amephl T T Gy AAT
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ce qui peut s’écrire :
vimik Stk
4re, = AAS

De méme le potentiel V; créé au point Aj par les charges gy, ga, .-, 45
placées aux points A;, A,, ..., A,, est égal & :

j 4150 ZAJA
Comparons les deux sommes:
S=q.Vi+@.Vo+ - +¢,V; et: S=q.Vi+4.Vo+ -+ 4.V,

Elles s’écrivent:

3= Navi= o (5t D)

i=1 i=1

et:

§ “2‘“ VJ”ZQJ <4ﬂ:&:0 EAJA>

Jj=1 Jj=1 i=1

Nous les trouvons donc toutes deux égales a:

471760 Z A; Aj

1_1
Il est donc bien vrai que:

@.Vi+q. Vot -+ Vi=q. Vi +q. Vot - +4;.V,

20 Considérons une surface 9 (éventuellement formée de plusieurs morceaux).
Si cette surface est chargée avec une densité surfacique o(M) en chaque
point M de 9, le potentiel V(P) en tout point P de ¥ peut étre calculé
comme lintégrale de surface:

VO = o [ P

Une autre distribution de charges caractérisée par la densité surfacique o'(P)
en chaque point P de S créerait en un point quelconque M de S le poten-

tiel :
VM) = 41rso f‘/;f (.48
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Nous pouvons visiblement démontrer comme ci-dessus 1’égalité des deux
intégrales de surface suivantes :

I=f/l(;,cr(M).V’(M).dS ot I'=f£,c'(1>);V(P).ds

Dansle cas d’un systéme de conducteurs, lasurface ¢ est la réunion de surfaces
9,9, ...,9y disjointes et sur lesquelles le potentiel est constant, ce qui permet

d’écrire :
N N

i==1 i==1

N N
r=3v, fﬁ'c’(P).dS= Na.v,

Jj=1 J Jj=1

1’égalité de 1 et I’ s’écrit bien ainsi :

Q- Vi+ Qe Vit oo+ Qu.Vi=Q1. Vi + Q. Vo + - -+ + Qn. Vy

REMARQUES. — 1° L’égalité des intégrales I et I’ ne correspond pas exactement
-3-1°égalité-des sommes—S--et---S%—car-on-s’interdisait -dans -le-§-1°-d’identifier les -
points A; et Al, le potentiel ne restant pas fini au niveau d’une charge ponctuelle.
Une forme générale de 1’identité de Gauss pour des charges superficielles serait :
si des charges réparties sur une surface 9 [densité surfacique : o(M)] créent en
chaque point M’ d’une surface ¥ le potentiel V(M’), des charges réparties sur
la surface S’ [densité surfacique : ¢’(M’)] créent en chague point M de la surface
9 le potentiel V'(M) tel que :

§ §,c0n.van.as = § § <o) V) a8

L’application au cas ot 9 et ¥’ sont confondues est particuliérement intéressante
car elle permet de comparer deux équilibres d’un méme systéme.

2° L’identité de Gauss appliquée & des conducteurs permet de démontrer rapidement
que la matrice des capacités est symétrique (on compare un premier équilibre dans
lequel le i™° conducteur est au potentiel V; et les autres au potentiel zéro, a un
second équilibre dans lequel le j™° conducteur est au potentiel V;, tous les autres
étant au potentiel zéro). Elle permet de retrouver également de nombreux autres
résultats. :
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4, LOIS FONDAMENTALES
DE L’ELECTROCINETIQUE
LOIS D’OHM, DE JOULE,
DE POUILLET

4-1*. REFRACTION DE LA DENSITE DE COURANT. — La surface S de séparation
de deux milieux conductenrs non diélectriques est traversée par un courant
électrique continu. Montrer que cette surface est chargée avec une densité super-
ficielle o de charges électriques statiques égale a :

o = gg.1,.(pa — p1)

ot p, et p, sont les résistivités des deux milieux (au point de S considéré),
> I'd
i, est la composante normale @ S du vectenr densité de courant i (comptée

>
positivement si i traverse S du premier milieu vers le second), et ¢, est la
permittivité diélectrigue du vide.

Que se passerait-il si les deux milienx avaient des permittivités diélectriques
relatives ¢, et e, différentes de Uunité?

INDICATIONS. — Par « conducteurs non diélectriques », nous entendons des milieux
conducteurs dans lesquels les équations du champ électrostatique sont les mémes
que dans le vide, ou, si ’on préfére, des milieux dont la constante diélectrique (ou
permittivité diélectrique relative) est égale i 'unité,

Dans un tel milieu, en régime permanent, la densité volumique de charges est cons-
tante; pour trouver la densité superficielle de charges cherchée, il suffit d’exprimer la

discontinuité de la composante normale &4 S du champ électrique E.

— SOLUTION ~—

Les données ne nous permettent pas de trouver la densité volumique de charges
mobiles; nous savons seulement qu’en régime permanent, elle ne dépend pas
du temps, car des charges électriques ne peuvent s’accumuler (ou se raréfier)
dans un volume limité sans créer des champs trés intenses qui s’opposent a
Pentrée (ou au départ) de nouvelles charges dans ce volume; cependant, si
chacun des deux milieux est homogéne, la densité volumique de charges mobiles
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- . R =3
est partout nulle, car de : div i = 0 nous pouvons alors déduire : divE = 0.
De méme, en régime permanent, la densité superficielle de charges o sur la
surface de séparation S est constante donc la composante normaled S dela

‘x > . .
densité de courant { est continue; soit i, la mesure de cette composante.

La composante ﬁn normale &8 S du champ électrique E est, elle, disconti-
nue; on démontre dans le cours d’électrostatique que la discontinuité AE,
de cette composante & la traversée de S est égale & :

Comme d’autre part, dans chacun des deux milieux, E= p.?, oli p estla
résistivité du milieu, il vient en définitive :
o = gg.5. (02— 01

Si Pon suppose maintenant que les constantes diélectriques =, et e, des
deux milieux ne sont pas égales a 'unité, la discontinuité AE, n’est plus égale

. © .
a — 1mais a:
Eg

o (Ll 1
AEn——zso(El + 52)

Pour établir la formule ci-dessus, il suffit de remarquer que seul le champ créé
par les charges de S situées & proximité immédiate subit une discontinuité;

S d’un cbté de la surface S, et 2 9 de
2e,.€q 2ey.24

Iautre c6té. Nous en déduisons alors la densité superficielle de charges cher-
chée :

or ce champ est égal &

€1.Ey

&+ &

o = 2eq.(py — p1)- Iy

On peut remarquer que, puisque la composante tangentielle E, du champ E

est continue, la composante tangentielle ?t de 7 nelest pas :ily a réfraction
des lignes de courant & la traversée de S.

4-2. PUISSANCE DISSIPEE PAR EFFET JOULE DANS UN MILIEU CONDUCTEUR. — Dans
un milien conducteur ohmique on plonge n électrodes €,, &,, ..., &, mainte-
nues aux potentiels constants Vi, V,, ..., V,. Calculer la puissance £ dissi-
~ pée par effet Joule dans le milien, sachant que les courants sovtant
de &, 8,, ..., & ont pour intensités respectives I,,1,, ..., I,.
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On pourra supposer que le conducteur, de volume fini, est entouré par une matiére
parfaitement isolante.

— SOLUTION —

Nous savons (cf. Cours d’Electrocinétique) que la puissance dissipée par unité

de volume du conducteur est égale au produit scalaire E.7 du champ élec-
trostatique par la densité de courant.

La puissance € cherchée est donc égale & l'intégrale de volume :

@:ffﬁ)'ﬁ.idv |

étendue a tout le volume occupé par le conducteur.
Soit V le potentiel électrostatique; compte tenu de ce que, en régime perma-

nent, divi = 0, il vient:

B.i—=—i.grad V = V.divi —div (V.7) = — div (V.{)

ﬂfﬁ=ffﬂudiv v. ) dv=f/£;,V.Td>S

La puissance € cherchée est ainsi, par application du théoréme d’Ostro-

donc :

gradsky, égale au flux du vecteur V.7 sortant dela surface limitant le conduc-
teur. Sur la limite extérieure du conducteur, la composante normale —z?n de

. > s
la densité de courant i. est nulle, puisqu’il ne passe aucun courant dans I’entou-
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rage isolant; sur la surface S; limitant la ime électrode §;, le potentiel V

est constant (V =V);) etle flux de i sortant du milieu conducteur est égal
4 l'opposé de lintensité 1;; nous en déduisons :

X = Vl'Il + Vg.Ig + e + Vn.In.

11 est intéressant de noter que le résultat ainsi démontré s’applique aussi bien .
a4 un milieu conducteur ne vérifiant pas la loi d’Ohm, puisque seule est inter-
venue I’hypothése du régime permanent; ce résultat est également générali-
sable au cas d’un milieu conducteur illimité dans les trois directions de I’espace.

4-3*. CATHODE EMISSIVE. — Deux plagques métalliques planes paralléles C et
A, séparées par une distance [, sont respectivement portées aux potentiels
V=0 et V, = U.

“

Des électrons émis a vitesse nulle par la
plaque C (cathode), puis accélévés par le
champ électrostatique régnant entre les
deux plagues, et recueillis par la plaque

Ve=0 V(X)

[
I
]

|

e

[ |
3 t

Fic. 4-3.

Ed
7 sit¢ 1. Calcnler cette densité de cou-

.
rant i lorsque le régime permanent est
atteint,

InpicATIONS. — On peut admettre (en négligeant les effets de bords) que le déplace-
ment des électrons s’effectue normalement aux deux plaques. En un point M situé
4 la distance x (0 < x < /) de C, le potentiel électrostatique est V(x), la densité

de courant est: 7= p.—; (p : densité volumique des charges mobiles;

¥ : vitesse des électrons lors de leur passage en M); div 7= 0, donc le module
=

i=p.v de i ne dépend pas de x. ,

La densité volumique des charges mobiles p est liée au potentiel V(x) par 1’équation

de Laplace; la vitesse v(x) -des électrons étant d’autre part reliée au potentiel V(x)

par application du théoréme de I’énergie cinétique, le probléme posé revient A chercher
la fonction V(x).

~ SOLUTION ~--
Soit p la densité volumique de charges mobiles, c’est-3-dire le produit
~-n.e du nombre n d’électrons mobiles par unité de volume par la charge

— e de I’électron, et soit 3 la vitesse des électrons; p et v dépendent de la
distance x du point M ot nous les calculons, 4 la plague C, mais leur
produit i=p.v (¢f. Cours d’Electrocinétiqug:) n’en dépend pas, en régime

permanent tout au moins <car alors div i =%€ = O>-

L’énergie cinétique acquise par un électron entre la cathode C- (ol sa vitesse
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est nulle) et le point M est égale au travail de la force électrostatique qu’il
subit :

—‘;1)‘—m.v2 = (—e).(— V) = e.V(x).

Dans Péquation de Laplace :

vey =4V __ e,

dx? €0
nous pouvons remplacer p par ’expression :

p=~lv—==zV B \/—- olt i ne dépend pas de x.

L’équation de Laplace peut alors s’€crire :

av._ i -1
de 2e v
ou:
2ﬂ av__ 21 V"Jé— A4
dx dx* 2e dx
En x =0, le potentiel V(x) est nul, ainsi que sa premiére dérivée %, car

la vitesse v des électrons en x = 0 est nulle par hypothése; il vient, aprés
une premiére intégration :

dv\? _'_‘/ N
(dx> —4 2e V
dx=V 4.dV. \/_41\/

d’olt nous déduisons, aprés une seconde intégration :

ou:

Ecrivons que sur anode A, c’est-d-dire en x =/, le potentiel est égal 3 U,
valeur imposée par ’expérimentateur et donnée par I’énoncé :

_ 4yt g, /2
=30 '\/--41' m

La densité de courant i cherchée a donc en définitive Ia valeur suivante :

3
4eq .02
2

5

=

3R

77



Et s

Tl est naturel de trouver une densité de courant ¢ négdtive : le sens attribué au courant
créé par des particules négatives en mouvement est opposé au sens de la vitesse réelle
des particules.

4-4*, — Une sphére isolante de rayon R est recouverte par une couche métal-

lique mince de résistivité o et d’épaissenr uni-
< Jorme e (e <€ R). Calculer la vésistance R de
cette couche métallique, sachant que le courant
arrive et part par les extrémités d’un diamétre
AB, et que les fils se raccordent a la sphére selon
deux petites électrodes en forme de disques, de
centres respectifs A et B, et de rayonr (r£<R).

INDICATIONS. — Le diamétre AB est un axe de
symétrie de révolution du systéme physique consi-

déré : le vecteur densité de courant 7 en un point
M quelconque de la couche métallique est normal
au rayon OM (O : centre de la sphére), et son

Si I’'on sait calculer i en fonction de P’intensité

_totale I et del’angle 6, il suffira, pour obtenir la résistance ®R cherchée, d’expri-

mer que la différence de potentiel V, — Vg est égale a la circulation du vecteur
> D
champ E =p.i le long d’une ligne de champ.

— SOLUTION —

Le diamétre AB étant axe de symétrie et axe de révolution du systéme phy-

.sique considéré, les lignes de courant seront de révolution autour de AB;

en particulier, les arcs de grands cercles de diamétre AB et de rayons R ou
R + e seront certainement des lignes de courant, puisque sur la surface d’un
conducteur le vecteur i doit lui &tre paralléle (aucune particule chargée ne
s’échappe vers I'isolant). Si épaisseur e est petite devant R, comme I'indique
T’énoncé, il est naturel d’admettre que foufes les lignes de champ seront des
arcs de grands cercles (de rayons compris entre R et R -} ¢). Dans ces
conditions, les surfaces équipotentielles seront situées sur des c6nes de révolu-
tion de sommet O (centire de la sphére).

Soit M un point quelconque de la couche métallique, et soit 6§ Iangle
0= ((-)Z, OM). Nous savons (¢f. Cours d’Electrocinétique) qu’en régime
permanent, le flux du vecteur densité de courant 7 est conservatif ; or le

module i de ce vecteur ne dépend que de Pangle 0; écrivons que le flux de 7
traversant ’équipotentielle passant par M est égal & I’intensité totale I du
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courant qui traverse la couche conductrice étudiée :
i.2nRsinG.e=1

N
L= 5% Re.sin 0

ou:

Une ligne de champ (ou de courant), demi-grand cercle de diamétre AB, est
formé d’un segment d’électrode AA’ (supposée de résistance nulle) suivi par
un arc de grand cercle A’B’ (situé dans la couche de résistivité p), puis d’un
segment d’électrode B'B (de résistance nulle).

Ok O — o ~ 1 5% BB = ot~ P
OA,OK)—axg e (OAOB)=r—a=n—p

La différence des potentiels V, et Vz en A et B est égale & la circulation

du champ électrostatique E le long d’une ligne de champ joignant ces deux

points :
. . . _ > = [T o] ) do
Vi—Vg=Vi—Vy fﬁ.pl'dl—fa 2n.e sin 6

Nous trouvons ainsi :

V., = p1 L2
Vi—Vy g Log|tg 2]
La résistance #® cherchée est par définition égale au rapport X‘—‘——I":—&;

5 r
nous ’obtenons donc, compte tenu de ce que « ~ R sous la forme :

Nous aurions pu déterminer ® par une toute autre méthode : les points M de la
couche métallique étudiée étant repérés par leurs coordonnées sphériques 1/, 6, o,
nous aurions pu considérer la couche comme la juxtaposition de volumes élémen-
taires de dimensions linéaires e, R.d0, R.sin 0.de, et de résistances Eiﬁp—e . %-

-ae
Ces volumes élémentaires, montés en série (3 ¢ constant) et paralléle (3 6 constant),
forment alors un réseau bipolaire (¢f. chapitre 5) dont il est aisé de trouver la résis-
tance 9. Le principe aurait été différent de celui que nous avons adopté ici, mais

les calculs auraient été trés semblables. :

4-5. RESISTANCE D'UNE PRISE DE TERRE. — I L’espace compris entre les denx
armatures (supposées de vésistivité nulle) d’un condensateur est rempli d’une
substance de permittivité diélectrique relative ¢ et de résistivité élevée o.
Supposant connue la capacité C du condensateur, exprimer sa résistance R
(appelée : « résistance de fuite »).
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20 Calculer la résistance d’un conducteur de vésistivité p, remplissant compléte-
ment la cavité comprise entre deux électrodes équipotentielles hémisphériques
de méme centre et de rayons r, et ry (r; < ry).

3° En déduire la résistance d’une prise de terre constituée par une électrode
hémisphérique entervée, de rayon r, son plan diamétral afflenvant & la surface
du sol. On désignera par o la résistivité du sol,

— SOLUTION —

1° L’existence d’une relation entre la capacité C et la résistance de fuite R
du condensateur découle naturellement du fait que le flux du champ électro-

statique E, proportionnel 4 la charge Q du condensateur (théoréme de Gauss),

Q_V Q

Pest aussi 4 P’intensité I du courant de fuite (loi ¢’Ohm); or % = —
. - 1 IV
est égal au produit R.C.

Soit en effet E le champ électrostatique entre les armatures aux potentiels

et — Q. Le théoréme de Gauss,
appliqué & une surface fermée ¢
(tout entiére située dans le diélec-
trique) qui entoure Parmature in-
terne, nous donne :

u/:é;f§';i§ ~_Q_CKHN,—Vy

£gg gy

L’intensité I du courant de fuite qui
circule de I'armature interne vers
Parmature externe étant d’autre
part donnée par :

Fig. 4-5. V=V, L=
1=npe= [[1.d,

la loi d’Ohm E= p.i se traduit ici par :

C.Vi—Vy)_ Vi—V,
€g R

d’olt nous déduisons la relation cherchée :

C.R=op.egq
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20 Nous pouvons admettre qu'entre les deux armatures hémisphériques, le

champ électrostatique E est radial; si nous négligeons les effets de bords dus
3 la présence d’un champ électrique en dehors de la substance considérée
(donc si nous négligeons la charge portée par la face plane de chaque électrode),
la capacité du condensateur formé par les deux électrodes et la substance qui
les sépare est la moitié de celle d’un condensateur sphérique de méme rayon :

I'1fy

C = 2neey -
Fo—n

Le résultat démontré précédemment s’écrit ici :

R - —i -r-————2 — rl
2 ryry

Comme nous 1’avons déja remarqué, cette formule n’est qu’approximative en raison
de I’existence des effets de bords : toutefois, si la permittivité diélectrique relative ¢
dela substance emplissant le condensateur est nettement supérieure 4 1’unité, I’approxi-
mation est excellente (nous savons que ’énergie du condensateur est alors localisée
dans le diélectrique : il y a « condensation de I’électricité »).

30 11 est assez naturel de considérer la prise de terre décrite par I’énoncé
comme la forme limite que prend le dispositif précédent quand r; =r, et r,
tend vers I'infini; la résistance R de la prise de terre est donc égale 2 la limite,
quand r,=r et ry— o0, de l'expression démontrée ci-dessus :

_°
R 2nr

4-6*, RESISTANCE D’UN CABLE COAXIAL. — Unr cd@ble coaxial est formé de denx
cylindres métalliques coaxiaux de méme longnenr | de rayons r, et ry(ry>ry)
séparés par un diélectrique imparfuit de vésistivité p; le courant entre dans le
cible, a une extrémité, par lar-
mature intérieure, puis en sort,
a la méme extrémité, par autre
armature.

10 On suppose négligeable la résis-
tance des conducteurs métalliques;
calculer la résistance R du cible
coaxial.

20 On suppose maintenant que
la résistance de chagque électrode
métalliqgue est k par unité de FiG. 4-6.
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longuenr; calcaler de nouwveaun la résistance R du cdble coaxial; cas ot 1
est infini?

3° La résistance par unité de longueur des électrodes étant toujours supposée
égale @ k, on réunit, @ Uautre extrémité du ciible, les deux armatures par une
résistance R, Calculer la nouvelle résistance R’ du systéme; on montrera
en particulier qu’il existe une résistance R; (« résistance itérative ») telle que,
si R;==R;, la résistance du systéme est égale @ R;, ceci quelle que soit la
longuenr | du cdble coaxial interposé entre la source de courant et la vésistance
de fonctionnement R; disposée @ Uextrémité du cable.

InDICcATIONS. — 1° La résistance R du céble coaxial, dans le cas ol la résistance des
armatures est négligeable, est directement li€e 4 la capacité d’un condensateur cylin-
drique par la formule établie dans le probléme précédent; il est évidemment possible
de se passer de ce résultat, et de calculer R directement.

2° Si la résistance k par unité de longueur des conducteurs métalliques n’est plus
négligeable, nous ne pouvons plus considérer les armatures comme des volumes
équipotentiels : la différence V = V,; — V, des potentiels des deux armatures est
fonction de la position de la tranche de cible considérée. Il en est de méme de ’inten-
sit¢ I du courant qui circule le long de chague armature. Il pourra étre commode,
pour déterminer V et I en chaque point du cible, de considérer une tranche de
cble d’épaisseur €lémentaire dx, située & la distance x de ’une des deux extrémités
du-céble; par-exemple de celle par-laguelle “on fait entrer-et sortir-le courant: e
3° Dans le cas précédent, nous savions qu’a I'extrémité libre du cible, en x ==/
le courant I(/) circulant le long de chaque armature était nul; maintenant qu’a cette
extrémité les deux armatures ont été réunies par une résistance R, nous savons
seulement que les valeurs V(/) et I(/) de V et I en x =/ ont pour rapport R,

~ SOLUTION —

10 Si la résistance des conducteurs métalliques est négligeable, les armatures
sont des volumes équipotentiels, et la résistance R cherchée n’est autre que
la résistance de fuite d’un condensateur cylindrique de révolution de longueur
I/, et de rayons r; et r,. Un tel condensateur a pour capacité :

Il suffit alors, pour obtenir la résistance de fuite, d’écrire la relation établie
dans le probléme précédent :

_ P00 1o Te
R="C =087,

La connaissance du résultat démontré dans le probléme précédent n’est évidemment
pas indispensable : nous aurions pu calculer directement R par intégration, ou bien
encore considérer la substance séparant les armatures comme 1’association en série
de résistances élémentaires en forme de pellicules cylindriques.
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20 Si la résistance des conducteurs métalliques n’est pas négligeable, il n’est
plus possible de considérer les armatures comme des volumes équipotentiels.
Les lignes de courant, confondues avec les lignes de champ, sont les trajec-
toires orthogonales des surfaces équipotentielles : elles n’ont donc plus aucune
raison d’8tre radiales 3 l’intérieur du diélectrique. Toutefois, la résistivité
d’un métal étant toujours beaucoup plus faible que celle d’un mauvais isolant,

pous pouvons penser que le vecteur champ E sera peu incliné sur le rayon :
nous continuerons & confondre les lignes de courants avec les normales a
I’axe du cible. En toute rigueur, il faudrait prouver que I'erreur ainsi commise
ne rend pas illusoire la correction effectuée, par introduction de k, sur le
calcul de R.

Soit M, un point de I’axe du cable, situé a la distance x de I'extrémite du
cible par laquelle entre et sort le courant, et soit N; un autre point de ’axe,
d’abscisse x -+ dx, dx étant un accroissement élémentaire de x, trés petit
devant r, (sur la figure, cette inégalité n’est pas respectée pour des raisons
de clarté). En M,, le potentiel est V,(x) et I'intensité du courant dans I’arma-
ture interne est I(x); en N,, ces grandeurs sont respectivement égales &

dl

av, di
dx

. . dx.

Vi(x + dx) = Vi(x) + cdx et I(x 4+ dx) =1(x) +

La loi d’Ohm appliquée au conducteur formant I’armature intérieure s’écrit :

Vi(x) — Vi(x + dx) = (k.dx).1(x)

ou:

dV,

-t = e I(X).

4 )

Sur la section droite du cible passant par M, et sur celle passant par Nj,
choisissons respectivement les points M, et N,, tous deux situés dans I'arma-
ture extérieure. En M,, le potentiel est Vy(x) et le courant dans 'armature
externe (de sens opposé & celui qui circule dans 'armature interne) a pour
intensité I(x); en N,, ces grandeurs sont respectivement égales a

av,

Vo(x 4 dx) = Vy(x) + T

cdx et T(r 4 do) =10 + % . dx.

La loi d’Ohm appliquée au conducteur formant 'armature externe s’écrit :

Vil + dx) — Vy(x) = (k.dx) . 1(x),
ou :
v,

o + k. I(x).

Pour obéir & la loi de conservation des charges, nous devons admettre qu'un
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courant d’intensité — dI (d’ailleurs positive) circule de ’armature interne vers
Parmature externe, & travers la portion de diélectrique imparfait limitée par
les deux armatures et les sections droites passant par M, et N,. La diffé-
rence V= V; —V, des potentiels des deux armatures est liée 3 cette inten-
sité —dI parlaloi d’Ohm V = —®R.dl; plus dx est petit, plus les varia-
tions dV, et dV, de V; et V,; lelongde M;N; et M,N, respectivement
sont négligeables devant la différence de potentiel V= V; —V,, et plus
Papproximation faite au § 1° est convenable, pour cette portion de diélectrique:
la résistance R est celle calculée au § 1°, mais ot dx remplace la 1ongueur L
11 vient ainsi :

ry dl
= = -«--L ~2
V=V,—V,= og —= Py " Ir
REMARQUE. — Il est toujours désagréable de devoir écrire des termes tels

que R = ;g;, ou a est fini et dx un terme différentiel; de telles écritures sont

susceptibles de deux justifications : -
— ou bien ’on se dit que dx n’est pas vraiment un terme différentiel, mais simple-

ment un terme trés petlt tel qu’on confonde tout rapport du type dy avec la dérivée
de y par rapport & x; dx

— Ol "bieh 1’ “cofnsidere "effectiveinent dx  comme un ferme différentiel, mais

I’on s’autorise 4 le manipuler comme un nombre ordinaire, par commodité, en sachant
bien que ’ensemble du calcul revient & effectuer une ou plusieurs dérivations, et qu’une
formulation correcte, quoique plus lourde ou moins naturelle, serait alors possible.

Des relations ainsi démontrées

av _ - S T2 21_1.
e 2k . 1(x) et V= — 5 Log -
nous déduisons :
av _ 2 L,
T A2 V(x) et i A2 I

ol le scalaire A a lexpression :

A=+

De telles équations différentielles ne présentent aucune difficulté, les fonctions
I(x) et V(x) cherchées sont certainement de la forme :

I(x) =I,.etrs L I _.eM=
et :

V() = 27" (—T.ee 4 I_.ere)
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ot I, et I. sont des constantes qu’il nous reste 3 déterminer par examen
des conditions aux limites x==0 et x =1

| I, + L = I(0)
x=0 g 2k 2k I = V(0)

=% B3
et 1, 4 e M I =I()
=] :3_2%e+)“l-1++%—{€~e_)“’.1_=V(l)

Dans le cas présent, & Pextrémité libre du céble, en x =/, le courant I(J)
est nul (les électrons ne sauraient s’échapper dans P’air), et la relation entre I,
et 1. quien découle permet le calcul de la résistance R cherchée :

e+)‘l.I+ + e-)‘l.I_. = 0
% L—L_ V0 _

A L4+ I I(0)

donc :

R = 2}%‘ coth (M)

Quand £ tend vers zéro, la résistance R ci-dessus tend bien, comme 'on
pouvait 8’y attendre, vers la valeur approchée calculée au § 1°. Quand / tend
vers I'infini, Ia résistance R calculée ci-dessus tend vers une valeur finie R,
non nulle :

__ . /e To
R, = y —\/nk.Log Py

30 Maintenant qu’a P'extrémité précédemment libre du cible (en x =1)
on a relié les deux armatures par une résistance R,, le courant I(/) n’est

plus obligatoirement nul, et nous savons simplement que le rapport %
estégala R,. La relationentre I, et 1. quilexprime suffit 2 nous permettre
la détermination de la résistance R’ cherchée qui, elle, est égale par définition,
comme précédemment, au rapport _\Ii(((())_)):

% —eMI+eML VO _ g
A eI, fe ML I
2k —L.+L _VO_ g

A L+l 10)

85



1l vient ainsi :

2k
r 2k Rl"“")\—' th ()
=2

R,.th() + %’f

11 est facile de voir sur la formule ci-dessus que R’ = R, si et seulement si R, ala
valeur :

R =g£=\/——p—k.Log—'—‘2—=Rsz
t A ki ry

Cette résistance R;, appelée « résistance itérative », est la caractéristique principale
d’un cible coaxial, son intérét provenant essentiellement de ce qu’elle est indépen~
dante de la longueur ! de cible utilisée (cf. probléme sur les quadripéles : 5-7).
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5. RESEAUX DE CONDUCTEURS

Lois bE KIRCHHOFF ET COURANTS DE MAILLES. — La résolution des problémes
de réseaux repose, comme 'on sait, sur les lois de Kirchhoff : la somme des
intensités des courants qui se dirigent vers un neud est égale d la somme des
intensités des courants qui s’en éloignent (« loi aux nceuds ») et : la somme
algébrique le long d’une maille des forces électromotrices est égale d la somme
algébrique des chutes ohmiques de potentiel le long des conducteurs qui la forment
(« loi aux mailles »).

D’un réseau 'on connait généralement la constitution : la résistance de chaque
conducteur, sa force électromotrice, sa force contre-électromotrice, et ’on
cherche généralement les intensités des courants qui passent dans le réseau.
Il est peut-étre utile de rappeler qu’il existe principalement trois méthodes
permettant de résoudre ce type de probléme 1.

10 Méthode classique. — Soit & chercher les p intensités d’un réseau compor-
tant n- nceuds; il est possible d’écrire (n — 1) équations aux nceuds indépen-
dantes, et il suffit alors d’écrire (p — n -+ 1) équations aux mailles indépen-
dantes pour obtenir un systtme de p équations linéaires & p inconnues,
dont les solutions sont les intensités cherchées.

20 Méthode des mailles. — Soit 4 chercher comme précédemment les p
intensités d’un réseau comportant » nceuds; plutét que de chercher directe-
ment ces intensités, on considére le réseau comme formé de la juxtaposition
de circuits, ou mailles, parcourus chacun par un courant fermé, qu’on appelle
courant de maille ou courant de Maxwell (le méme pour toute la maille).
L’intensité vraie i,y d’une branche AB du réseau, commune a deux mailles
«1» et «2», est la somme algébrique (somme ou différence selon le choix
des orientations des mailles « 1 » et « 2 ») des courants de Maxwell 7, et i,
de ces deux mailles. (p—n -+ 1) mailles indépendantes étant choisies, on

écrit pour chaque maille « a » ’équation correspondante Z Ep= <Z R,,> 2
ol ZE“” est la somme algebnque (selon l’onentatlon choisie) des f.é.m.
des branches qui forment la maille « a », ZR,, la somme des résistances

de ces branches, et 7, le courant de Maxwell de la maille«a».Les (p —n-1)

1. Consulter par exemple a ce sujet : JovaL-Provost, Electricité, classe de Mathé-
matiques spéciales, Masson et Cie.
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équations linéaires obtenues déterminent les (p —#n -+ 1) courants de Max-
well, d’olt ’on déduit les intensités vraies.

Cette méthode revient, si on la compare & la méthode classique, & faire un
changement de variables; son principal intérét est de réduire le nombre des
équations & résoudre, car les lois de Kirchhoff aux neeuds se trouvent automa-
tiquement satisfaites. Pour que les (p —#n < 1) mailles choisies soient indé-
pendantes, il faut quelles fassent intervenir au moins une fois chaque résis-
tance et chaque f.é.m. On choisit ces mailles extérieures les unes aux autres,
quand c’est possible, et, dans ce cas, il est commode de choisir le méme sens
d’orientation pour toutes les mailles.

30 Méthode des neuds. — Le principe de cette méthode est assez voisin de celui
de la précédente; on choisit comme inconnues les potentiels des # nceuds du
réseau, ce qui fait (z—1) inconnues puisqu’on peut toujours prendre égal
a zéro le potentiel de I'un quelconque des noeuds du réseau. Les équations de
Kirchhoff aux mailles se trouvent alors automatiquement satisfaites, et ’écri-
ture des (7 — 1) équations aux nceuds fournit un systéme d’équations linéaires
dont le déterminant est symétrique, comme dans la méthode précédente.

Le choix de I'une de ces trois méthodes dépend évidemment du réseau qu’on
étudie;-trés-généralement;-la-méthode -des-mailles- est- préférable quand le—
réseau est compliqué, ne présente pas de symétries particuliéres ou est le sup-
port d’une application numérique compliquée (problémes réels); la premiére
et la troisiéme méthode sont au contraire & préférer quand le réseau étudié est
simple ou comporte des symétries importantes (exercices « A taupins »).

5-1. PONT DE WEATSTONE DESEQUILIBRE. — 1° Théoréme de superposition des
régimes permanents : montrer gue si, dans un réseau de conductenrs de vésis-
tances données, Uon superpose plusienrs systémes de générateurs, Uintensité
du courant dans chaque branche est la somme (algébrique) des intensités des
courants engendrés par chacun des systémes de
générateurs supposé seul.

20 Théoréme de Thévenin : montrer qu’un résean
dipolaive de piles A et B est équivalent & un
génératenr de f.é.m. e et de résistance intérienre
r telles que : e est égale @ la diffévence de
potentiel NV, — Vy existant entre les poles A
et B en labsence de circuit extérieur, et r est
vIa' résistance équivalente du vésean dipolaire
consideéré, '

3° Un pont de Weatstone est un résean formé
de quatre noeuds A, B, C, D, et des six
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branches AB (résistance : R,;), BC (vésistance : R,), CD (résis-
tance : R;), DA (résistance : R,),
AC (résistance : g) et BD (résis-
tance : r, f.é.m. : E). Calculer, dans
le. cas ont r = 0, Dintensité du courant
qui passe dans la branche AC.

40 Méthode triangle-étoile : montrer
qu’nun réseau tripolaire passif ABC
(branche AB de résistance R, bran-
che BC de résistance R, branche CA de
résistance Ry) est équivalent au résean
tripolaive abc de branches ai, bi et
ci (de résistances respectives r,, ry, ¥.), FIG. 5-1 3°
pourva que les résistances r,, 1y, ¥,
aient des valeurs que on déterminera en fonction de R,, Ry, R.

Fig. 5-1 4°

5¢ Pont de Weatstone déséquilibré : Déterminer Uintensité du courant qui passe
dans la branche AC du pont défini au § 3°, dans le cas général ot la vésistance
r n’est pas nulle. ’

-~ SOLUTION —

1o Le théoréme de superposition des régimes permanents, encore appelé
théoréme d’Helmholtz, est une conséquence immédiate de la linéarité des équa-
tions de I’électrocinétique (lois d’Ohm, de Pouillet, de Kirchhoff), par rapport
a l'ensemble des intensités et des forces électromotrices. Plus précisément,
la matrice colonne [d@ (p—n -+ 1) composantes] des intensités des (p—n + 1)
courants de mailles indépendants est égale au produit de la matrice colonne
des f.é.m. et f.c.é.m. par une matrice carrée dont les éléments ne dépendent que
des résistances des branches du réseau :

(@) = ®R)B)
Le théoréme proposé devient sous cette forme évident : la superposition de
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deux distributions de f.é.m. et f.c.é.m. [caractérisées respectivement par les
matrices colonnes (E") et (E")] est caractérisée par la matrice colonne
(E) = (E') + (E"). La matrice colonne (i) des intensités des courants de
mailles sera également la somme des matrices colonnes (i) et (i") des
intensités engendrées respectivement par les deux systemes (E’) et (E”). de
f.é.m. et f.c.é.m., ce qui est équivalent a ’énoncé du théoréme proposé.

20 Considérons un réseau dipolaire de pdles A et B; ce réseau est défini,
d’une part par la donnée de sa constitution géométrique et des résistances des
diverses branches, de I’autre par la donnée des générateurs et récepteurs qu’on
y a disposé. On relie les poles A et B de ce réseau par une chaine de conduc-
teurs dont la résistance totale est R et la force électromotrice E (somme
algébrique des f.é.m. et f.c.é.m. de la chaine, le sens choisi étant par exemple
de B vers A); cette chaine constitue le « circuit d’utilisation ». Nous cher-
chons l'intensité I du courant qui apparait dans le circuit d’utilisation.

Considérons deux états du réseau total ainsi constitué :

a) réseau dipolaire (A, B) muni de ses générateurs et récepteurs, circuit
d’utilisation muni d’un générateur de f.é.m. E, = —(V, —Vp). L’état du
réseau dipolaire (A, B) est le méme qu’en I'absence de circuit d’utilisation, et
Pintensité du-courant passant-dans le-circuit-d’utilisation est nulle:~

b) réseau dipolaire (A, B) démuni de ses générateurs et récepteurs (donc
devenu passif), circuit d’utilisation muni d*un générateur de f.é.m. E,=E—E,.

Il passe alors dans le circuit d’utilisation un courant d’intensité :

i— By

R+r
ot r est la résistance équivalente du réseau dipolaire (A, B), déja définie
par ailleurs.

La superposition des états (4) et (b) constitue un état identique & I'état
considéré initialement, il passe alors dans le circuit d’utilisation un courant
d’intensité : Vi— Vo) '
. B4 (Vy—
I=0 s
+ i R + r Y

ce qui montre bien que le réseau dipolaire (A, B) actif est équivalent & un
- générateur de f.é.m.: e =V, —Vy et de résistance intérieure r.

30 Soit (A, C) le réseau dipolaire formé des branches AB, BC, CD, DA et
BD. La branche AC peut éire considérée comme le circuit d’utilisation
du réseau dipolaire (A, C), selon le théoréme démontré ci-dessus, I'intensité
cherchée est donc :

i =Ya— Ve
! g+R
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ot R est la résistance équivalente du dipble (A, C), et (Vo— V) la
différence des potentiels aux pdles A et C en I’absence de circuit d’utilisa-
tion.

a) Calcul de (V4 — V). — En Pabsence de toute branche AC, on a:

R]_ Rl

VA—_—VB=R1+R4(VD_—VB)= _R1+R4.E
Vo Vp= =R (V) —Vp)= —=12_ . E
€ BT R, Ry P R, + Ry
donc :
R R R,R, — R,R,
Vi o— Vo = 1 2 >-E= 214 1133 . E
AT e <R1+R4 R, + Rg (R; + Ry.(R; + Ry)

b) Calcul de R. — Le réseau dipolaire (passif) dont il faut calculer la résis-
tance équivalente R est formé des branches AB, BC, CD et DA, ainsi que
d’une branche BD démunie de générateur, et dont la résistance r est nulle.
Les points B et D sont donc au méme potentiel, et la résistance R est
la méme que s’ils étaient confondus.

1 + I RRR, + Ry + RyRy(Ry + Ry)
1 + 11 + 1 Ry + RY(R; + Ry)
R, Ry Ry Ry

R=

L’intensité i, du courant circulant dans la branche AC d’un pont de Wheats-
tone déséquilibré est donc égale a :

P = Va—Ve _ R,Ry —RiR;
g g+ R gRHRYR,+Ry) + RiR(R,+Ry) + RoRa(Ry+Ry)

40 Lorsqu’un réseau tripolaire est relié & d’autres conducteurs, formant ainsi
un autre réseau plus « large », il se trouve alimenté en A, B, C par trois
courants d’intensités I, Iy et I telles que:

Iy + Iz +Ig=0 (enrégime permanent).

Un tel état peut toujours &tre trouvé comme la superposition de régimes per-
manents pour lesquels Pune des trois intensités I,, Iz ou Ig est nulle.

1l en résulte que deux réseaux tripolaires ABC et abc sont équivalents si et
seulement si les réseaux dipolaires correspondants (A, B) et (a,b), (B, C) et
(b, ©), (C, A) et (c, a) sont respectivement équivalents. Dans le cas de réseaux
tripolaires passifs, ceci se réduit & I’égalité respective des résistances équiva-
lentes des réseaux dipolaires correspondants. Un réseau tripolaire « triangle »
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ABC et un réseau tripolaire « étoile » abe sont donc équivalents si et seulement
si: » '
1

T T
T, 1
RG RA_ + RB
T =n+n
1, 1
Ry Rp+Rg
——_—“‘1_ =T, + L
1,1
Ry R+ Ry
ce qui permet de calculer r, r, et r,:
e RRe |, RRy |, RR,
““Ra + Ry + Rg Rs+ Ry +Rg | ° " Ri+ Ry + Rg

Réciproquement on obtiendrait :

R, — Fory -+ rpf, + Iela, Ry = Pty 4 rpr. + I'efq, Ro = Fop = Fpte 1o

¥y Ty te

Toutes ces formules peuvent étre rassembiées sous la forme :

RaRsRe

I'RA———VI,RB"—‘I'RG———FI‘(,*—*—I,,I‘ —l—rr mc

50 L’intensité i, ducourant passant dansla branche AC esttoujours égale? :
l. VA—_VC
7 g+R’
ot R est la résistance équivalente du dipdle (A, C), et (Vo— V) la
différence des potentiels aux pdles A et C en P'absence de la branche AC.

a) Calcul de (V, — V). — Le calcul de la différence de potentiel (V, — V)
en Pabsence de toute branche AC est presqu’aussi simple gu’au § 3°, et
donne:

VA . VG R2R4 — R1R3

(R1+R4) Ry + Rg) +r. (R1+R2+R3+R4)

b) Calcul de R.— Le calcul de R est un peu plus compliqué qu’au § 3°.
Nous devons calculer la résistance équivalente R d’un réseau dipdlaire (A, C)
constitué des branches AB, BC, CD, DA et BD de résistances respectives
R;, Ry, Ry, R, et r. Pour cela nous pouvons remplacer, ainsi qu’on a vu
ci-dessus, le triangle ABD de branches AB, BD et DA par une étoile
ABD de branches Ai, Bi et Di dont les résistances respectives r,, Iy, Fy
sont données par :

R,R, R,r

FFR+R, T THR TR,

rR,

fa= r+ R, + R,

et ry =
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La résistance équivalente R cherchée est alors égale a :

1
1 1’
rb+R2+"d+R3

R=r,+

c’est-a-dire 4 :

_ R,R, + 1
r+ Ry + Ry 1 + 1
+ R, __rRy
r+ R, + Ry

R

Ryr

r+R,+ R, + R
L’intensité cherchée est :

l- =VA + VC — R2R4""—R]:R3 . E
7 g+ R [(R;+Rp.Ry+ Ry +r.(R; + Ry + Rz + RJl.(g+R)

mais nous ne pousserons pas plus loin les calculs...

5-2%, — Les arétes d’un cube sont formées de douze conducteurs filiformes
identiques ayant chacun une résistance r. Calculer la résistance équivalente R
du cube lorsqu’il est alimenté par deux sommets.

InpicaTION. — Le calcul sera différent selon la position respective des deux sommets :
aux extrémités d’une aréte, d’une diagonale de face ou d’une diagonale du cube. Dans
chacun de ces trois cas, il est important de mettre & profit les symétries du systéme
proposé avant de s’engager dans le calcul.

— SOLUTION —

Désignons par exemple par A, B, C, D, A, B', C', D' les sommets du cube;
le probléme se présente différemment selon que les sommets choisis comme
poles sont situés aux extrémités d’une aréte (exemple A, B), d’une diagonale
d’une face (exemple : A, B’) ou d’une diagonale du carré (exemple : A, C').

10 Sommets contigus (exemple: A, B). — Le plan ABC'D’ est plan de
symétrie, et d’autre part Pintensité rentrant en A est égale 2 I'intensité sor-
tant en B; ceci entraine 1’égalité des intensités sur certaines arétes. Posons en
conséquence :
Lip=1
Lip=La=Igg=Izgs=1
Ipg=Ixn =13
Ipp =Iyp =Igg=Iow =
Ipe =15
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On peut exprimer de proche en proche tous ces courants en fonction de is

seulement :
loi de Kirchhoffen D’
loi d’Ohm appliquée au
circuit DD'C'CD :
loi de Kirchhoffen D
loi d’Ohm appliquée au
\ circuit ADCBA

: i5 =‘2.i4 =>i4=-l§5“
. r.(i4+i5+i4‘—i3)=0§i3:2i5

. . . , 5
Vg =iy iy . =§12=‘2""5

. r.(i2+i3+ig—i1)=0®'i1=7.i5

En A arrive un courant d’intensité I; la loi de Kirchhoff appliquée au neeud

A sécrit :
I= il + 2 iz
I= 12 i5

ou :

Il vient ainsi en particulier : i, =—Izi-1
La loi d’Ohm appliquée 4 l'aréte AB
s’écrit :
, Tr
Va —’-’VB =r.0 =E-I,‘

Fig. 5-2.

ce qui montre que la résistance équiva-
lente cherchée est :

v-R=—1—§'r

20 Sommets aux extrémités d’une diago-
nale d’une face (exemple: A, B'). — Le
plan AB'C'D est plan de symétrie, et
d’autre part Pintensité I rentrant en A
est égale & I'intensité sortant en B'; ceci
entraine P’égalité des intensités sur cer-
taines arétes. Posons en conséquence :

Lp=Ly=Igp =Iyp =14
Lip=Icp =1
Inc = Ipp = Iger = Ipgr = i
Les intensités Igg et I, sont alors
évidemment nulles. On peut exprimer de

proche en proche i, et i, en fonction de ij:

loide Kirchhoffen D :

iz = 2i3

loi d’Ohm appliquée au circuit ADCBA : r.(iy + i3~—1iy) = 0 => §; = 3i,

loi de Kirchhoffen A :
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L’intensité i, est donc égale a -g—l, et la loi d’Ohm appliquée au chemin
ABB’ s’écrit : '

Va— Vg =205 =3,

ce qui montre que la résistance équivalente cherchée est :

3° Sommets opposés (exemple: A, C'). I’axe AC' est axe de symétrie
ternaire, les plans ABC'D’, AA'C'C et ADC'B’ sont plans de symétrie
et d’autre part I'intensité I rentrant en A est égale A Pintensité sortant en C ;
ceci entraine I’égalité des intensités sur certaines arétes. Posons en conséquence :

Le=lw=ILp=Ipe =lec =Ipe =1
IBB' ] IBC = IA'B' = IA'D' = IDG = IDD' == ig

L’application de la loi de Kirchhoff aux neuds A et B montre que :
I = 3i1 Bt il == 2i2

La loi d’Ohm appliquée au chemin ABB'C’ sécrit :

Va— Vo =r.(iy + g+ i) =

.
z L

ce qui montre que la résistance équivalente cherchée est :

R:-—g—.r

5-3*. — N points de Uespace sont reliés denx a deux par des conducteurs ohmi-
ques de méme résistance r. Calculer la vésistance équivalente R de ce résean
entre deux quelconques des N points.

INpIcATION. — 11 faut savoir découvrir derriére 1’absence de symétrie géométrique du
systéme matériel proposé, les symétries réelles du probléme Physique.
— SOLUTION -

Soient A; et A, les deux pbles choisis, A, A, .- ., AN les (N-2) points
restants. Ces (N-2) points jouent absolument le méme réle, donc sont au
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méme potentiel : les intensités des courants circulant dans les branches AAS

: (i> 2;,-j > 2) sont nulles. La résistance
équivalente cherchée est 'donc 'la méme
que si tous ces (N-2) points étaient con-
fondus, ou si ’on préfére, que si tous les
fils AA; (i > 2,j>2) étaient coupés.

AN

A, La résistance équivalente R est donc
la résistance d’un réseau dipdlaire formé
d’un fil de résistance r (le fil « direct »
‘A A,) et de (N-2) fils de résistance 2r (les
fils A;AA;), ces (N-1) fils étant dis-
posés en paralléle :

Aa
Fig. 5-3. N—=2
2r

11
, R r +
d’oul nous déduisons :

w
I
z|y

5-4. — Un circuit est constitué par quatre résistances identigues AB, BC, CD
et DA égales & r; en dérivation entre C et D on monte un fil homogéne
CMD de milieu M et de vésistance 2r. Un courant d’intensité 1 = 11 ampéres
arrive par A et sort par M. Calculer la
résistance équivalente R du résean dipolaire
de bornes A et M. Calculer les intensités
dans les différentes branches du circuit.

~ SOLUTION —

Le courant I est par exemple dii a la pré-
sence d’un générateur & de résistance inté- FIG. 5-4.

rieure nulle et de f.é.m.: E = RI, branché

entre les borpes A et M du réseau. Numérotons (1), (2), (3) les mailles
ADMS, ABCD et CMD, etsoient i, i, i3 les courants de maille corres-
pondants. La loi de Pouillet généralisée aux mailles s’écrit :

E 2 —1 —1 iy
O l=rf|j—1 4 —1}.0%&
0 —1 —1 3 ig
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Le déterminant |R| dela matrice des résistances est égala 1373, le mineur M,
du premier €lément de cette matrice est égal & 11r2, donc la résistance équi-
valente cherchée est :

_ IR _13
R=M,~11"

Les trois courants de maille i, i, et i; sont égaux 3 :

h=pn B=l k=g E=i.1, h=pi- B=2 -1
Les intensités cherchées sont donc égales i :
Lip=Igg=10= 14—1 .I= 4ampéeres
Lip=i—1i, =-17—1-I= 7 ampéres
Iop=iy—iy = —-—1-];1—= — 1 ampére
Ieny= i3 = % -I = Sampéres
Ipy =i —iy = 16-1- I=  6ampéres
5-5. — Un fil métallique, dont la résistance est r par unité de longueunr,

a la forme d’une circonférence de rayon a. Deux points diamétralement
opposés C et D sont réunis par
un fil rectiligne de méme résistance
linéique. Un courant d’intensité 1 ar-
rive en un point A du cercle et
sort au point B diamétralement oppo-
sé, Désignant par 0 Dangle des dia-
métres AB et CD, calculer les inten-
sités des courants dans les différentes
branches.

Application numérigne : r =1 Qfm,
a=1m, =104, 6 =0 puis 90°.

~ SOLUTION =~

Par raison de symétrie, les intensités des courants circulant dans les branches
AC et DB sont égaux, il en est de méme pour les branches AD et CB.
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Posons par exemple': .
. - Liec=Ips=14
Lip=1Ics =1
IGD‘ == i3
L’application des lois de Kirchhoff aux neeuds A et C fournit deux rela-
tions : ' ;
enA: I =i-+i
enC iy =iy + iy
Calculant de’ deux fagons différentes la différence de potentiel (Vy— Vp)
il vient : . '
[(@.9).rli; + [(2a).7].i5 = [a(m — O)rli,
0l + 2ig=(r—0)i; ,

ou .

d’olt nous déduisons :

N
q-
|
N
@

w20 |, 0+

lg =

S T+

N
|

+
RN

Application numeérique :

EféOA — i, =72A; L, =28A;  i=44A
I=10A , e A s
6 — 2 =0 =5 A; =135 A; =0 A

Tescas 0 =0 et 0= % peuvent &tre traités directement : dans ces deux

cas le réseau bipolaire (A, B) est équivalent & des résistances en paralléle.

5-6. — Un rectangle dont la largeur est les 2[3 de la longueur est divisé en six
carrés égaux; le coté de chaque carvé a pour vésistance r. On alimente le résean
ainsi obtenu par deux sommets opposés de
la diagonale du rectangle. Calculer la résis-
tance équivalente R de ce résean dipolaire.

— SOLUTION —

Numérotons arbitraitrement de 1 & 15 les
intensités des courants circulant dans les
différentes branches, par exemple comme
il est indiqué sur la figure. Nous pouvons
d’ores et déja écrire les relations suivantes, pour des raisons de symétrie :

L =1y =1y Ig=1lg I3=1I5 Iy=1ly o= hy hs= hs
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Dans le but de réduire le nombre des inconnues, nous chercherons & exprimer
chaque intensité i, .en fonction des intensités d’indice inférieur; ceci sera
obtenu en appliquant les lois de Kirchhoff aux nceuds :

Is = g g =1 —i—is
Iyq = Iy + I3 — o by =1—2i,
Iig = i5— g hy=1 —i—i
Iy == fg— iy g = I3 — Iy

Iy = Iy —13 by =ly—1I3

Iyo = i —ig =3 |y =1I—I3

Iy =iy—1y g =iy —1p

ig =1 —i, ig =1,

iy =1, iy =1y

g =13 g = I3

is =1 —1i, isg =1 —1i

iy =1 —1i ip =1 —1§

Nous avons ainsi réduit le nombre des inconnues a trois : iy, iy et iz La
loi de Pouillet appliquée aux carrés (1), (2), (3) fournit trois relations supplé-
mentaires :

iy — iy + Qg = 21

I — S0y +ig=—1

iy +dig= 1

d’olt nous déduisons :

L3 .14

. 8
11_-65'3 12=E§'Ia I3 69 I

.

La différence de potentiel aux bornes du réseau dipolaire étudié¢ (A, B) est :

VA—VB=RI:r.(i1+i2+i3+i4)=r%-I

La résistance équivalente cherchée est donc

121
R=—"—".r
9
REMARQUE. — La méthode des mailles aurait pu étre utilisée, mais il aurait fallu
introduire 7 mailles, nous aurions écrit : ,
R — IRl
My,

oll |R| est le déterminant de la matrice des résistances et M;, le mineur de son
premier élément; mais on n’aime guére calculer des déterminants 7-7 ou 6-6... Ici
nous avions quinze iriconnues au départ, mais avec un peu de méthode on se raméne
4 un probléme simple. ‘ : o L o
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5-7. QUADRIPOLES.

1° Théoréme de réciprocité. On considére deux branches B, et B, d’un
réseau passif. Si Uon introduit dans la branche B, un
générateur de f.é.m. E, il apparait dans la branche B,
un courant d’intensité 1,; si le méme générateur est
introduit dans la branche B,, il apparait un courant

E I, d’intensité 1, dans la branche B,. Montrer que

I, =1,

k } \‘[ m/ \n 20 On appelle quadripdle la donnée d’un véseau élec-
' trique et de deux couples (A, B,) et (A, B,) de
ses nends; un quadripile permet de fermer denx cir-
cuits C, (« circuit d’entrée ») et C, (« circuit de
sortic »). L’état d’un quadripdle est défini par les

Iy E
e A, Ap @
i 7y
N ° (
v R G B J O B e T i, | N

tensions aux bornes :
Vy =V, — Vg, et Vo=V, — Vg,

ainsi que les intensités i, et i, des courants circulant dans C; et C, ces
quatre grandeurs étant reliées par deux relations linéaires :

[il] — [an 012] . [Vl]
Iy ay  dgy V.

Montrer que Uon a, dans le cas d’un quadripdle passif : a,, + ay, = 0.

30 On définit de méme une matrice-résistance [R] et une matrice de transfert
[T] par:

[Vl] — ["11 "12] . [il] et [Vz] _ [tn 112] . [Vl]
V. For Fog iy iy Iy Igp Iy

Exprimer les coefficients de ces deux matrices en fonction de ceux de la matrice-

conductance [A] déja définie. Montrer qu’un quadripéle passif vérvifie les
relations :

Pipg+re =0 et tiatag — tiater = 1

Nous ne considérerons plus désormais que des quadripéles passifs.
40 Un quadripéle est dit symétrique si ’'on ne change rien aux circuits C, et C,
en intervertissant les couples (A, B,) et (A, B,). Quelles relations supplé-
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mentaires entre les coefficients a;;, r;; et t;; peut-on écrive dans le cas d’un
quadripdle symétrique ?

5° Le circuit de sortie C, étant réduit a une vésistance R,, ensemble formé
par le quadripble et le circuit de sortie constitue un réseau dipolaive. Calculer
la résistance équivalente R, de ce réseau dipolaire. Montrer qu’il existe an
maximum une valenr de R, telle que R, = R, (« résistance itérative »).

6° Déterminer la matrice de transfert et la vésistance itérative des quadripébles
suivants :

a) quadripéle formé d’un conductenr A;A, de rvésistance r et d’un conductenr
B,B, de résistance nulle.

Fal
A Ao
Are 1 Lren 1
1 2 n
B, &————®@B, B4 B2
Fi1G. 5-7 3°. FiG. 5-7 4°.

b) Quadripéle formé d’une vésistance r, les péles A, et A, étant confondus
avec une extrémité de la vésistance, les poles B, et B, avec Pautre.

¢) Un rhéostat est formé d’un bobinage AB de résistance R, sur lequel se
déplace un curseur C (la vésistance de la portion AC est : r=x.R, x<[0, 1]);
ce rhéostat peut étre considéré comme un quadripéle, le pole A, étant confondu
avec A, les péles B, et B, avec B, etle péle A, avec C.

A

Ay Ay
xR A 'LAz
R C
Fi1G. 5-7 5°. FiG. 5-7 6°.

d) Quadripéle constitué par un pont de wheatstone ABCD (A=A, A,=B,
B, = C, B, = D). On se contentera dans ce cas d’indiquer comment pourrait
étre obtenue la matrice de transfert.

—— SOLUTION —

10 1’état du réseau est défini par les intensités iy, i, ..., iy des N courants
de maille, ces intensités étant lides aux f.é.m. E,, E,, ..., Ey des mailles
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du réseau par la relation matricielle:

iy | a,, Gy ... G4y E,
Iy iz gy .- oy E,
L= i 5

| L | |

iy ayy Gye -+ O L EBEx_

La matrice [A] ainsi introduite est Pinverse de la matrice des résistances [R],
donc est également symétrique. La branche B, est a priori commune & deux
mailles numérotées &k et I, et la branche B, & deux mailles numérotées
m et n. Le réseau étant primitivement passif, si ’on introduit dans la branche
B, un générateur de f.é.m. E, les éléments de la matrice colonne [E] sont
tous nuls sauf le kitme (B, = E) et le Jime (E, = —E), il apparait dans la
branche B, un courant d’intensité :

I, = Ip— i, = (amlcE " amlE) - (ankE - anlE)
Si le générateur est introduit dans la branche B,, les f.ém. E;, E,, ..., Ey

sont nulles sauf la mitme et la pitme (B, = E, E, ==-—E), et il apparait
dans la branche B; un courant d’intensité :

I, = fp—1,= (akmE - alan) — (almE - alnE)
La matrice [A] étant symétrique, les coefficients intcivenant ci-dessus sont
liés par les relations :
A == A Ay = Qpps A = Appys et ay, = dy
d’otr il résulte bien que:
I]_ = 12.

20 Considérons un quadripdle passif dont 'entrée et la sortie sont en court-
circuit; un tel ensemble constitue un réseau passif auquel on peut appliquer le
théoréme de réciprocité :

— Intercalons un générateur de f.é.m. E et de résistance intérieure nulle dans
le circuit d’entrée (Vy, — Vg, = E), il apparait dans le circuit de sortie un
courant d’intensité I..

— Intercalons le méme générateur dans le circuit de sortie (Va,— Vp,=—E),
il apparait dans le circuit d’entrée un courant d’intensité I,.

La relation générale : .
Ll @], Vi
[iz] 451 azz] [Vz] : . ™

Il=——(112.E et 12=+a21.E

montre que :

Or le théoréme de réciprocité indique que I, = I,, il en résulte bien que, pour
un quadriple passif : o o
' ' s + a5 =0 (2)
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30 La relation (1) exprime les :intensités i, et i, en fonction des différences
de potentiel V, et V,; dans le cas général ol deux quelconques de ces quatre
variables ne sont pas linéairement dépendantes, on peut résoudre le systéme
d’équations (1) par rapport a deux quelconques des quatre variables, par
exemple par rapport 4 V; et V, (inversion de la matrice [A]), ou par
rapport & V, et i,: '

[Vl] — ["11: "12] . [i1] _[Vz] _ [111 t12] . Vl] 3)
Ve Foy. Fop ] L Iy In L

Les coefficients des matrices [A], [R] et [T] ainsi définies sont liées par ces
relations linéaires simples, que I'on peut résumer sous la forme :

[R] = ["11 i"12:] =v_l__ [022 - ‘112] R S e 27 1
Tor  Fas (Al L—as ap f21 — |T| iy
[T] = [tn 112] — 1 L f e - |R|] — L [“‘ ay 1 ]
Iy Ipp Fip 1 — Iy Qg L— tAf 255
: 1 —t 1 1 ¥ S
Al = [411 am] 1 ~ Iy ] —t [ 20 12],
,{ ] Gy Gy tia _]TI S £ [R| L—ry  Fn

ou |A|, |R} et |T} représentent les déterminants respectifs des matrices
[Al, [R] et [T]. On peut remarquer que :

1—|T r ¥
Ayo + gy = tl,,l [= — mg’}‘{—[ 21

Un quadripdle passif, vérifiant la relation (2), vérifie donc aussi les suivantes :
bialas — lialyy = 1 et i+ 75 =0 0]

40 Un quadripdle est symétrique si, quels que soient les circuits d’entrée et de
sortie, I’état électrique du systéme n’est pas modifié quand on échange les
couples (A;, B) et (A, B;) du quadripdle, ou, ce qui revient au méme,
quand on échange les circuits ¢&; et €, d’entrée et de sortie.

Ceci s’exprime par Pinvariance des relations (1) et (3) quand on procéde 2
I’échange de variables :

Vi <« Ve
iy <= —l
Iy <= —1i

(Le signe provenant de la convention de signe prise pour les intensités des cir-
cuits €, et €y). Il faut donc que :

[Vz] = [tu ‘t12] . V1] . [ A ] — [tn fm] . [ V, ]
Iy _ tyy Iy Iy — 1 tyy Iy — Iy
iy — % G| V1] s [“‘ iz] — [au alz] . [V1]
[ Iy ] [am azé] V. — i Ay dag V,

Vl] ["11 "12] [ iy ] [ Vi ] ["11 "12] [— iz]
= A0 <= . ;

[Vz o1 Tap Ta V, Fo1  Tao — I ]
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Ces équivalences se traduisent par les relations suivantes :° 7

Ly = Iy IT| =1
Gy = —dy | Qg = — Ay
Fyp = —Typ | Iy == ——Tpy

50 Si I'on pose : R, =‘l—’-2 dans les équations (1) ou (3), le rappért ¥l est
2 1
calculable en fonctions des coefficients des matrices [A], [R] ou [T], et trouvé

égal 4 :

R, — ARy —1  ryRe—|R| 13— 155.R,
1 = =

= 5
|A]. Ry —ay Ry —ron I Ro— 1ty ®)

Si le circuit de sortie G, est réduit & une résistance R,, la tension de sortie
V, est égale & R,.i,, et la tension d’entrée V, est égale & R;.i;, ou Ry
al’expression ci-dessus, R; estla résistance équivalente cherchée. Par exemple:

R2=0=>R1=—1——LR—1=__?H

@y Ty A

Ryoo —>R, =%, — I»
2 I-IAI’-‘ 11 ¢
21

Les deux résistances R; et R, sont égales si et seulement si R, (ou R,)
vérifie I'une des trois équations suivantes (ces équations, équivalentes, n’en

forment en fait qu’une seule) : ’
S IAI.RZ—(all"l"azg)-R’*‘l =0
R2—(ry +re) R+ R =0 (6)

( Iy . Rz“"(tu “t22)~R — by = 0

Dans le cas ou cette équation posséde deux racines réelles, montrons qu’une
seule est physiquement acceptable : Si R est résistance itérative du quadri-

pc“)le, les matrices colonnes
( ,2> et < ,1>

sont colinéaires : <Y2> = A. <Y1>’ A est valeur propre de la matrice de
2 1

transfert T, donc vérifie I'équation :

t11 — A t12
t21 t22 -

Al = M—(ty + tew). A+ [T| =0,

équation qui admet deux solutions A, et A, positives, 'une supérieure et
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I’autre inférieure & P'unité, car |T| = 1. La puissance P; fournie 4 ’ensemble
[quadripdle — circuit de sortie] par le circuit d’entrée est liée la puissance P,
fournie au circuit de sortie, par la relation :

Py = Vy.ip == (0. V). (A.0) = MN(V,.4) = APy
rappelons que les quadripdles considérés depuis le § 4° sont passifs, donc ne
peuvent que consommer de la puissance :

P, <P donc Mg,

seule la racine A, inférieure & I'unité doit donc étre retenue, et par conséquent
aussi la seule racine R; de ’équation (6) qui lui correspond.
6° Examinons successivement les quadriples proposés.
a) Résistance série:

Iy =1

VeV, 4 rg | = [(1) ~—1r]

Il n’y a pas & proprement parler de résistance itérative (R;co), ce qui tient a ce
que la matrice résistance ne peut étre définie (un tel quadripdle ne correspond
pas tout 2 fait & la définition des quadripdles vue au § 1°, car il ne constitue
pas 2 lui tout seul un réseau).

b) Résistance dérivation :
Vo=V, 1 0
= R;=0
1'1=i2+\—;1 =11 —'1— ot '
¢) Rhéostat :
On peut écrire : .
Ve = V; — xRi;
V1 = (xR)i1 + (1 "‘—x).R(il"— i2)

dont on déduit :

+1 — xR N -
[T] = 1 1 et Ri=-2—[x+\/x(4—-3x)]

T (1—2x).R +1—x

d) Pont de Wheatstone : Le quadripdle constitué par un pont-de Wheatstone
est assez compliqué; comme il n’y a que quatre coefficients & déterminer, on’
pourra chercher les valeurs de V,, V,, iy, i, dans le cas de quatre utilisations
particuliéres indépendantes. Dans le cas, par exemple, qui a été étudié dans le
probléme 5-1 (§ 5°), on a su calculer intensité 7; (appelée i, dans le probleme
5-1) en fonction des données g, r et E; la différence de potentiel V;
est égale & g.i;; il resterait & calculer I'intensité i, en fonction des mémes
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!
données, et V, serait alors égal 4: V, = E —r.i,. Les relations linéaires
représentées par la matrice de transfert ne dépendant que de Ry, Ry, Ry, Ry
(et non de g, E, r), cette matrice sera deés lors aisée a exphcxter

5-8%. METHODE DE MANCE. — Les ‘branches- AB, BC et CD d’un pont de
Wheatstone ont pour résistances respectives
Ry, Ry et Ry, labranche AC est constituée
par un galvanométre G de résistance g;
entre les points B et D Pon branche en
série une résistance R et un intervuptenr I,
et entre les points A et D une pile de résis-
tance intérienre r inconnue.

Montrer que si Dindication du galvanométre
G  ne varie pas quand on ouvre ou ferme
Uinterruptenr I, la résistance r est égale a :

_Ry.R, R3 |

Fig. 5-8. . =

InpIicATION. — On peut, connaissant (ou supposant connue) la force électromorice
E de la pile, calculer intensité du courant traversant le galvanomeétre : i, ou i,
selon que 1’ mterrupteur I est ouvert ou fermé. On cherchera ensuite & quelle condition
ces deux valeurs 7, et i, sont égales.

I est préferable cependant d’éviter tout calcul par application du théoréme de super-
position des régimes permanents (cf probléme 5-1).

~— SOLUTION —

Lors d’une premiére expérience (1), 'interrupteur I est ouvert, et il passe
dans le galvanométre un courant d’intensité 7, (un sens positif sur AC étant
choisi, de A vers C par exemple); ce faisant, il apparait entre les points B
et D une différence de potentiel :

5 — Vp = U.

Lors d’une seconde expérience (2), linterrupteur I est fermé, P’intensité du
courant traversant le galvanometre est 7,, la f.é.m. de la pile restant la méme
que dans I'expérience (1); soit E cette f.é.m.

I n’est pas trés commode de comparer ces deux expériences, vu que le réseau
n’est pas & proprement patler le méme dans les deux cas (absence ou existence
de la branche BD). Considérons le réseau passif formé des branchés AB,
BC, CD, DA, AC, BD de résistances respectives R;, Ry, Ry, 7, g, R, et ima-
ginons deux expériences (1 bis) et (2 bis).
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Dans une premiére expérience (1 bis) on dispose dans la branche AD un
générateur de f.é.m. E (et de résistance intérieure nulle), et dans la branche BD
un générateur de f.é.m. U. Comparant cette expérience a Pexpérience (1)
citée plus haut on s’apergoit qu'un régime permanent dans lequel le courant
traversant BD est nul (on aura alors : Vg — V= U), et celui traversant
AC égal & i, est possible; d’aprés I'unicité de la solution des équations de
Kirchhoff (pour le réseau formé des branches AB, BC, CD, DA et AC),
c’est effectivement le régime qui s’instaure lors de I'expérience (1 bis).

Dans une seconde expérience (2 bis) on dispose dans la branche AD un
générateur de f.é.m. — E (et de résistance intérieure nulle), et on laisse les
autres branches telles quelles (sans générateur). Comparant cette expérience a
Pexpérience (2) citée plus haut on conclut que le galvanomeétre est traversé par
un courant d’intensité - i,.

La superposition des régimes permanents obtenus lors des expériences (1 bis)
et (2 bis) constitue un régime permanent dans lequel le systéme étudié se réduit
4 un pont de Wheatstone usuel (branches AB, BC, CD, DA, AC et BD de
résistances R, Ry, Ry, 1, g et R, générateur de f.é.m. U dans la branche
BD). La branche AC de ce pont de Wheatstone est traversée par un courant
d’intensité :

i= i~y

Si dans les expériences (1) et (2) citées par I’énoncé les intensités mesurées
i, et i, sont-égales, 'intensité i ci-dessus est nulle, et le pont de Wheatstone
correspondant est équilibré, ce qui implique que :

R;Ry = Ryr

5-9%, — Etant donnés un vepére orthonormé Oxyz et uie distance a, on consi-
dére tous les points dont chaque coordonnée est un multiple entier (positif, négatif
ou nul) de a. On constitue un résean électrique en
reliant chacun de ces points a ses 6 voisins immédiats
par des conducteurs de méme résistance r.

Calcnler la résistance équivalente R de ce résean, Iy
prise entre denx noeuds voisins (distants de a).

INDICATION. — Deux neeuds voisins ayant été choisis, le A
calcul direct de la résistance équivalente R est’ difficile, 1
la symétrie du réseau étant fortement diminuée par le 1 /4

role privilégié donné a ces deux points. Tl est bien plus facile -
de chercher 4 représenter le régime permanent étudié /
comme la superposition dé deux régimes permanents

dans lesquels un seul des points aurait été distingué (le

retour du courant s’effectuant par 1’infini). Fig. 5-9.
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— SOLUTION — /
{ ,
Considérons un réseau semblable & celui défini dans I’énoncé, mais limité par

une sphére métallique- ¥ de rayon @R, et deux nceuds contigus A et B
choisis dans ce réseau. Imaginons deux expériences réalisables :

— dans I'une on porte la sphére ¢ et le nceud A- a des potentiels tels qu’il
circule entre A et ¢ un courant d’intensité 1 (de ¢ vers A); la branche
AB du réseau véhicule en particulier un courant d’intensité I,.

— dans 'autre on porte la sphére ¢ etle nceud B & des potentiels tels qu’ij
circule entre B et 9 un courant d’intensité 1 (de B vers 9), dont la frac-
tion I, se trouve véhiculée par la branche AB du réseau.

Par superposition de ces deux régimes permanents nous obtenons un autre
régime permanent, dans lequel un courant d’intensité I circule de A vers
B, aucun courant n’entrant ni ne sortant du réseau par la surface 9. La
branche AB du réseau est parcourue par un courant d’intensité: Iyp=1; +1I,,
et la différence des potentiels V, et Vg desnceuds A et B peut étre écrite
de deux maniéres différentes (par application de la loi d’Ohm, ou d’aprés la
définition de la résistance équivalente) :

ou R’ représente la résistance équivalente du réseau considéré, prise entre
les nceuds A et B:

R:____r.Il‘{‘Iz

II est naturel de considérer le réseau proposé par 1’énoncé comme la forme
limite d’un tel réseau quand ® tend vers I’infini, et R’ tend dans ces condi-
tions vers la résistance équivalente R cherchée :

R=r. lim 2tl
Re>w 1

Dans la premiére expérience imaginée ci-dessus, les six branches du résean
partant du nceud A tendent  jouer le méme rdle quand & tend vers I’infini;
il en est de méme pour les six branches issues de B dans la seconde expé-
rience :

L
T

— T 1
= lim 6

d’olt nous déduisons la résistance équivalente cherchée :

R=L
3
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6. LOIS FONDAMENTALES =~
DE L’ELECTROMAGNETISME
EQUATIONS DE MAXWELL

Les équations de Maxwell ne sont généralement pas enseignées en Classes Pré-
paratoires, et il faut bien reconnaitre qu’elles sont rarement utiles pour résoudre
les problémes de type purement taupinal. Ces équations présentent cependant
’avantage de permettre une vue globale concise et satisfaisante des phénoménes
électromagnétiques, ainsi que de faciliter le lien avec la mécanique relativiste
et I'optique. Notre approche de la théorie se fera ainsi en quatre temps :

1. — Pour prévoir comment se fera I’interaction d’une particule avec le milieu
extérieur, il est nécessaire de connaitre un certain nombre de grandeurs carac-
téristiques des deux partenaires de l’interaction :

— la particule sera caractérisée par un certain nombre de grandeurs mééaniques
(masse, impulsion, etc.) et par sa charge, laquelle est un invariant relativiste.
De la notion de charge on déduit, au niveau macroscopique, la définition
d’autres grandeurs telle que la densité volumique de charge p ou la densité

. >
volumique de courant .

— le milieu extérieur sera caractérisé par un certain nombre de grandeurs
de champ; on est ainsi amené & introduire quatre vecteurs-champs :

g le champ électrique

I’induction électrique

v B st

2 le champ magnétique
Pinduction magnétique B

2. — La forme de I’interaction considérée peut alors étre prévue; la particule
se trouve soumise & ’action de la force de Lorentz :

F=a¢.E+¥AB)| )

3. — Les grandeurs de champ introduites ci-dessus ne sont pas quelconques;
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/
dans chaque repére galiléen, elles sont assujetties a. vérifier les equatlons
sulvantes

» oB

oE=— . 9

div D=p B

=7+ )
ot |

divE =0 ‘ ©)

Ces équations constituent les équations de Maxwell, elles sont universelles,
valables dans tous les milieux. Elles permettent de définir deux nouvelles

grandeurs de champ, le potentiel scalaire V et le potentiel vecteur A tels
que : _ N
B =rotA . et E-————gradV—-aa;?

La force de Lorentz s’écrit ainsi :

? = q.(——gradV—%—f—;/\r\StK>

4. — Dans un milieu donné (ou de nature donnée), les vecteurs E ﬁ Het B
sont liés par des relations.supplémentaires dépendant de la nature du milieu.
Par exemple, dans un milieu dit « linéaire, homogéne et 1sotrope », ces relations
sont :

ﬁ = E.E et \li‘ = p..ﬁ

Les coefficients ¢ et p sont des constantes caractéristiques du milieu; le
vide peut étre considéré comme un tel milieu, les coefficients correspondants
gy et w4 sont des grandeurs universelles, et I'on démontre que :

50.(1-0.02 = 1

. . > > " ..

Dans un conducteur ohmique, les vecteurs i et E sont de méme linéaire-
ment liés :

-%- bl

i=+.E
Les potentiels A et V ne sont pas définis de maniére unique par les relations
vues précédemment; dans le cas d’un milieu linéaire, homogéne et isotrope,
on peut de plus les choisir tels que :

oy

div A +e.p- or =0 (6)
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6-1%. . PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES.

1° Dans un milien linéaire, homogéne et isotrope sont répartis des charges élec-
triques (densité volumique : o) et des courants (densité volumique : 1).

e
Montrer que les potentiels A et V satisfont aux équations de propagation
suivantes :

> 92A >
VZA—-—S}L—B'F= — Qi
a7V e

PV A A
VeV — ep o -

2° Dans le méme milien, déterminer @ quelles équations de propagation satisfont

= [
les vectenrs-champs E et H.

30 Le milieu étant rapporté i un repére cartésien orthonormé Oxyz, on suppose
. - > >
maintenant que le milieu est vide de charges (p=0) et de courants (i =0),

>
et que de plus les vecteurs E et H ne sont Sfonctions que de la céte z et du
temps t (on dit alors avoir affaire G des ondes planes). Quelle est alors la solu-
tion la plus générale des équations de propagation trouvées précédemment ?

40 Une solution particuliére, parmi celles trouvées ci-dessus, est :

> P - 1
E=E .cos[m (t————'i->] on V== —
LV en

montrer qu’une telle onde est transversale (c’est-a-dire que les composantes E,

. > -

et H, sont nulles). Montrer que les vectenrs E et H sont perpendiculaires,
et que leurs mesures E et H sont dans un rapport constant que on détermi-
nera.

INDICATIONS. — 1° Les équations cherchées se déduisent des équations de Maxwell (4)
et (3) en y remplagant les vecteurs-champs par leurs expressions en fonction des
potentiels. On se rappellera que 1’équation (6) est valable dans un milieu linéaire,
homogene et isotrope (ou dans le vide).

2° Les équations de propagations auxquelles satisfont les vecteurs ﬁ et \I-f
se déduisent des équations de Maxwell (2) et (4); elles ont une forme voisine de celles
établies au paragraphe 1°. ’

3° Le moyen le plus rapide de déterminer la solution générale cherchée est d’effectuer
dans les équations de propagations le changement de variable (z, 1) —(a, b) ou:

a=t+-§-, b=1t——~ et v-—-——l.

i Ve

4° Le fajt que I'onde soit transversale est une conséquence des équations de Maxwelil
(3) et (5). Les autres résultats demandés sont des conséquences de ’équation de
Maxwell (2).
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— SOLUTION —

1° Exprimons 1’équation de Maxwell (4) au moyen des potentiels A et V;
nous obtenons - ainsi : : :

rot <~;rotA> = [ 4 o1 [s.<-——gxadV 8t>]

rot (fot A) = grad (div &) — VA

or :

Il vient ainsi :

— 2_>
V2A — ep %A‘ grad <leA -+ ep - %—Y> — ui

equatlon (6) etant valable dans le mlheu conmdere I’equatlon cx-dessus se
réduit & :
VA — ¢ - 7 A i

Exprlmons de méme l’equatlon de Maxwell (3) au moyen des potentlels

| -

div [s ( gladV———~t->] = p
compte tenu de ce que : ‘v

div@Ead V) = V*V et div <6A> —g-(dlv A),

il vient : ,
o ) ] . > p
2 i, Y
VvV 4 at_(cth) .
or; d’aprés I'équation (6) :
WE = OV
divA = —ep . o
nous obtenons ainsi : ,
. 2V p
AV AR PR S i
VaV. t—:y, o .

2° Partant de I’équation de Maxwell (2), calculons le rotationnel du rota-
tionnel du champ électrique E:
rot (1ot E) i\’——-y—%(p.i‘-&ﬁ) |
Comme : s . R ' N
rot (rot E) = grad (div E) — V2E
et que [(3) et (4)] : . )
'diV»I?:% et rot H=i 4 AL
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il vient :

%-g_nﬁp—fV2§=~u--2§—su-%
ou:
i
V2E — ep. j__z_l_.g_ratap-{- “..a_l
ar? > ot

ﬁ”t(?é"cﬁ)=?5‘t?+a§t(sl%’t§)
ou :
. grad (div H) — v2H = rot i +a.a%(r‘o“ﬂ§)
or ‘ q
divH=0 et FS‘tE=-—(L~%I}
donc :
vl — e EH 5T
or?

30 Dans le cas ot p=10 et 7= 0, les quatre équations de propagation
trouvées précédemment prennent des formes analogues; si I’on note [] I'opé-
rateur :
a‘Z
[=Vv2— oo (opérateur d’Alembertien),
elles s’écrivent :
A

v=o0 [JA=0 [JE=0, [OH=0 (7

Posons :

I -

Y= (quantité homogénc 4 une vitesse).

Ve
Si les-grandeurs considérées ne dépendent que de z, I'opérateur d’Alembertien
se réduit a :

92 1 92
O==——5"

az% vt ot
. z A
On peut alors remarquer que toute fonction de (t——-;—>, de méme que
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toute fonction de < t+ %), est solution des équations (7). Pour chercher

la solution la plus générale de ces équations, effectuons le changement de
variable :

zZ .
a:t—-{-—'}-, bzt"—"_W
v 14

Le calcul est élémentaire, on trouve que :

QE_-I_ ?;E_.GE et '§E=§E+§E
8z v \db oa 3 ob ' oa
donc que : '
®B_ 1 (¥R, @B @.)
8z2 2 \ap? 8b.8a ' da®
et :
> > > >
B _oE  , of | oF
822 ap? db.0a ' da?

I’équation de propagation du champ électrique se réduit ainsi a :

OE  »
8b.9a 0

La solution la plus générale d’une telle équation différentielle est :

E = 7@ + 20),

7 et _g> sont deux fonctions vectorielles quelconques. Les grandeurs
v

:’A

(o)

, V, H peuvent de méme s’écrire sous la forme :

R=Tu(t+2) 45 (=)

>V

v

_ z _z
V =fy <t+ v>—|—gv <t v)
BT+ 2) + Fu (=)

Toutes ces fonctions ne sont cependant pas indépendantes, vues les relations de

. - A . . > . .
Maxwell liant E et H, et les relations liant E et H aux potentiels A
et V,

4° La solution proposée par I’énoncé convient visiblement puisqu’elle est une

fonction de (t——%)- Le champ E ne dépendant que de z, I’équation
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de Maxwell (3) se réduit ici a:
divE = OB,

az=0

La composante E, est donc constante, ce qui n’est compatible avec :

E = Eo.cos [w<t-%>]

quesi : E, = 0. De I’équation de Maxwell (5) nous déduirions de méme que :

H, = 0. Les vecteurs E et H sont donc bien perpendiculaires & la direc-
tion de propagation (onde transversale).

Explicitons 1’équation de Maxwell (2) au moyen des coordonnées :

_%,_ .8,
9z ot
8, _ _ .. %,
oz ot

c’est-a-dire

eH, © . oz
?t— = 4 p.ony"Sln [w <t " >]

oH, © . zZ
Fyal —EEM.sm [(o <t——-—v>]

Explicitons de méme 1’équation de Maxwell (4) au moyen des coordonnées :

oH, 8E
T o Ty
oH oFE
—_— .
T T

C’est-a-dire

oH . z
—a—z—@ = — ew.E,.sin [m(t-—- -v—>]

Hy _ | c.E,,.sin [m(t—- i}]
0z v

Compte tenu de ce que v = t/——l:’ le champ H est ainsi la somme d’une
el

constante pseudo-vectorielle (sans intérét pour nous car elle ne correspond a

aucun phénomeéne de propagation) et d’une fonction alternative sinusoidale

de (t—-—z——>: ‘
v —
g
H-—\/ 5,
e
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La solution correspondante H vérifie bien :

TH— H_. /=&
EH=0 ot = ;

2 . . r .y . .« -
La solution (E, ﬁ) ainsi étudiée constitue une onde lumineuse de pulsation
o se propageant dans le sens positif de 'axe Oz & la vitesse v. Les vecteurs

E et H vibrenten phase dans le plan d’onde, ils sont perpendiculaires, et le
produit vectoriel E/\ﬁ a le sens de la propagation. La vitesse v dépend
du milieu, et, dans ce milieu, de la pulsation ©; dans le vide, e =¢, et

p = p, sont des constantes universelles (indépendantes de ) et v est égal
4 la célérité ¢ de la lumiére dans le vide.

6-2*%. POTENTIELS RETARDES.

I° Sachant que le potentiel scalaire . V(r 1) vérifie Uéquation de propagation
(cf. exercice _précédent) : .

VeV e = e ey

on V== ‘/L_ et p, densité volumigue de charges, est fonction du temps et de
e

Pespace : p = p(M, 1), montrer qu’une solution satisfaisante est :

V(Ot)—lf/f < >d13

L’élément d’intégration dG de l’inte'grale ci-dessus est un élément de volume
entourant le point M, r est la distance OM séparant ce point courant M
du point O ot Uon calcule le potentiel V(O, t) a Uinstant t.

20 Trouver de méme DUexpression du potentiel vectenr A(O 1), connaissant

la densité volumique de courant z(M t) en chaque point M (OM— r) et
a chaque instant 1.

InpicaTIONS. — 1° Le potentiel cherché est la somme des potentiels créés par les
divers éléments de volume d%, le probléme consiste donc en fait & déterminer le
potentiel créé par la charge dg = p(M, £).d% entourant le point M. Or ce potentiel
est slirement 3 symétrie sphérique de centre M,. et I’équation de propagation est
résoluble, sachant que le laplacien en coordonnées sphériques a dans ce cas pour

expression :
1 #rV)!
VY = S
rooor?
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On; pourra montrer que quand .»—0, le potentlel ainsi trouvé doit tendre vers le
potentiel électrostatique habltuel

2° 1l n’est pas nécessaire de refaire le raxsonnement complet dans le cas du potentlel
vecteur, et la formule demandée se déduira de la comparaison des deux équations
de propagations (¢f. exercice précédent).

* — SOLUTION

1o L’equatlon de propagation étant: hnealre en .V et p, le potentlel cherché
est la somme des potentiels créés par toutes les charges réparties dans I’espace.
Si. dV(O, #) est le potentiel créé au point. O et & U'instant ¢ .par la charge
dy = oM, 7). dx portée par lélément de vo]ume d% entourant le point M,
le potentlel cherché sera :

Vo, 9 _ffﬁ)dwo 9,

cette intégrale étant étendue & tout ’espace; il est important de noter qu’a priori
le potentiel dV(O, r) diia ’élément de volume d% dépend non seulement de
p(M, ¢) , mais de toutes les valeurs prises par p(M, f) au cours du temps
(vitesse de propagation finie). ‘ ,
Le probléme est donc de déterminer quel o’K(t}
potentiel dV une charge dgq centrée en o
M crée dans tout I’espace et a tout instant.
Un tel potentiel vérifie I'équation de pro-
pagation : .
1 3dV)
viav— . 2N o

en tout point extérieur a I’élément de
volume d% entourant M.

Si nous utilisons les coordonnées sphé-
riques r, 9, ¢ de centre M, le laplacien
prend la forme :

1 5 1 @ 9 1 o
2o . — 2 Y — ey et
Vi=w oy <r 8r> T sin6 30 <Sm o ae) T A sint 6 ag?

Le potentiel dV considéré ici a visiblement la symétrie sphérique autour de
M, ne dépend donc que de r et ¢, et équation de propagation devient :

1 BT, ddV)]_ L @@V)_
’ ar v:oa

ou bien encore :

B(rdV)_ 1 3dV)_
et T e
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Nous avons déja rencontré (cf. exercice précédent) une telle equatlon dlﬁ'é-
rentielle, nous avons vu que lIa solution genérale était :

ol f et g sont des fonctions quelconques i reste a détermmer de fagon
précise les fonctions f et g, en tenant compte des diverses équations de
Mazxwell; et des conditions aux limites (charge 'dg en M). Il est plus rapide
de raisonner indirectement. ‘

a) Le premier terme correspond 3 un phéhoméne se propageant & partir
de M avec la vitesse v, le second 4 un phénomene se propageant vers M
2 la méme vitesse. Notre théorie initiale postulant que les charges sont a
Porigine des phénoménes électromagnétiques, nous ne garderons que le premier
terme :

av(r, ) = Jjﬁ_—@

r

b) Quand r tend vers zéro, le terme r.dV(r, £) a pour limite f(f); d’autre

part le temps de propagation ~:— devient faible, 'importance des phénoménes

de propagation tend & s’annuler, le probléme tend 4 devenir un probléme élec-
trostatique, pour lequel on trouve : :

dVyr) = ——,

Si Pon admet ce passage des phénoménes électrostatiques aux phénoménes
électromagnétiques (ce qui revient & admettre que les équations précédentes
tendent & s’identifier, quand r tend vers zéro, aux équations de Poisson),
on écrit que la limite de rdV(r, ), quand r tend vers zéro, est :

lim [r.dV(r, 9] =MD 45
r>0 4re
La fonction f cherchée est donc :
F) = P(M oM, ) . d%

et:

avi, H = ~—2L . g%

drer

Le potentiel créé en O, a linstant #, par la charge portée par d% dépend
ainsi, non pas de la valeur de la charge dg portée par d% i linstant ¢,
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mais de la valeur que prenalt cette charge & l’mstant antérieur t——— l’eﬂ'et

de la charge dg n’est pas instantané, il se propage 4 la vitesse .

Le potentiel total V(O, f) au point O et a 'instant ¢ est la somme (étendue
A tout Pespace) de ces potentiels dV, ce qui s’écrit :

V(O, ) = fff < >-di;

20 Le potentiel vecteur A est solution de I’equatlon de propagation :

elle se décompose en trois équations scalaires semblables & celle dont V,
potentiel scalaire, était solution : les composantes de 7 remplacent p, et

p. remplace % La formule magnétostatique déterminant A est d’autre
part :

dRyr) =10 D g,

Tout le raisonnement et tous les calculs faits dans le § 10 s’appliquent en rem-
A -1 { A, i, —

e g ix’
sivement, et nous obtiendrons ainsi :

K00 - & fff%w. e

Les potentiels V et A calculés ci-dessus portent le nom de potentiels retardés.
Les potentiels en un point dépendent des états antérieurs des charges réparties dans
I’espace, et ceci de maniére différente selon leur éloignement, un peu comme 1’aspect
du ciel est dft & des rayons émis & des dates différentes par des étoiles différemment
éloignées.

plagant {V, p, e} par et

.1
A, I, -(—J:—i succes-

Remarquons que les équations de propagation employées ici ne sont pas les
conséquences des seules équations de Maxwell, mais aussi celles de I’équation (6)
laquelle est en quelque sorte une convention. Les solutions trouvées ici ne
sont donc acceptables que si elles vérifient effectivement :

v

divA +5 - T =0 (©)
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Le calcul n’est pomt trop comphque ’équation ci-dessus est une conséquence,
dans ce cas précis, de ce que :

) d1vz+é£=

6-3*, VECTEUR DE POYNTING.

1o Une portion d’espace (vide ou milien Imeatre, homogéne et isotrope) ne
renferme ni charges, ni courants. Admettant que les énergies électrique et magne—
: >
E.D
tique sont Iocallsees dans Ie milien avec les densités volumtques W, =5~
LA A

2

La puissance électromagnétique rayonnée @ travers une surface fermée est
égale au flux sortant, @ travers cette surface, du vecteur :

et

W, = v démontrer le théoréme suivant :

P=E A H (vecteur de Poynting)

20 Dans le cas de Ponde plane progressive sinusoidale étudiée dans.lexercice
6-1 (§ 4°), calculer la densité _moyenne d’énergie dans la portion d’espace
traversée par U'onde. Calculer le vecteur de Poynting et la puissance moyenne
rayonnée a travers une surface plane rormale & ’axe de propagation.

3° Montrer que le théoréme démontré an § 1° reste vrai dans un milieu contenant
des charges et des courants.

InprcaTiONs. — 1° La puissance rayonnée a travers la surface fermée ¢ est la puis-
sance perdue par le volume U qu’elle limite, elle est donc égale a : .

= 4w
dr’
olt W représente I’énergie électromagnétique contenue dans le volume V i I'instant
B e AN A
considéré ¢. Sachant que w, = }—3—22 et : w, = H2.B , on démontre aisément que :

S
_ > ‘b.]—)_ 2 OB
_£%<E D+H. at)di;
(intégrale étendue au volume V). Le théoréme demandé s’en déduit alors par apphca-
tion des équations de Maxwell (2) et (4).

2° On peut étendre le théoréme précédent sous la forme suivante : le flux du vecteur

P a travers une surface ¢ (ouverte ou fermée) est égal 4 1’énergie traversant cette
surface par unité de temps.

3° Quand un milieu renferme des charges.et des courants, ily a lieu de compter dans
I’énergie electromagnethue, non seulement les energles propres electnque (We)
et magnétique (W,) du milieu (énergies lies 3 la présence des champs) mais aussi
I’énergie acquise ou transportee par les charges mobiles (I’énergie acquise se
manifestant, soit par I’accroissement de leur énergie. cinétique, soit, dans le cas d’un
conducteur matériel, par une production de chaleur par effet Joule)
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—- SOLUTION —

1° Considérons le volume ¥ limité par une surface fermée J. Entre les
instants ¢ et ¢--dt, les champs ﬁ, I_)>, ﬁ,
B varient en chaque point M de SE(M),
sD(M), SH(M), SB(M). Lénergie électro-
magnétique W contenue dans le volume 9,
égale 2 :

_ ED+H.B
W"‘f/ﬁo : . ds,

varie de :

FiG. 6-3.

S = d

e ffﬁDE.SD + D.O0E Jgﬁ.SB + B.oH s,

ce qui peut s’écrire plus simplement (puisque E et D dune part, Het B
d’autre part, sont proportionnels) :

dW=ffﬁJ(E’.aﬁ + H.58).do— dz.ffﬁ)(ﬁ.%l?fﬁ. ?—5) . d.

Dans le cas ol il n’y a ni charges, ni courants, les équations de Maxwell (2)
et (4) permettent d’écrire dW sous la forme :

AW = dt.ffﬁj(ﬁ.;&.ﬁ —H.70tB).d5

ce qu'on peut écrire :

d_dvtz=_—ffﬁudiv(ﬁ/\ﬁ).d6.

D’ott nous déduisons (théoréme d’Ostrogradsky) la puissance rayonnée £

cherchée .
__aw _ Z A
2 ——2 M(EAH).ﬁ,

ce qui est bien le flux sortant du vecteur de Poyating : P=EAH.

Nous avons utilisé la linéarité du milieu, mais le théoréme ici démontré reste valable
dans un milieu quelconque (sans charges ni courants), car ce sont en fait les formules :
> 3 A A
3w, =E.8D et : dw,, = H.3B

qui ont une valeur générale, et non les formules :

B

=k

E.D
we=-‘2— et w, = y

y

D b= N n
lesquelles ne sont vraies que si précisément D =¢.E et B = p. H.
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20 Rappelons les résultats du probléme 6-1 (§ 4°) : les vecteurs E et H
d’une onde progressive sinusoidale vibrent en phase dans le plan d’onde, ils
sont perpendiculaires & I'axe Oz (axe de propagation) et perpendiculaires

entre eux; le produit EAH alesensdela propagation, et :

E=E0.cos[w<t—--:':—>], H= \/—E Hy-cos| <t———-——>]

La densité d’énergie en un point d’abscisse z est & I'instant ¢:

w=w, -+ w, —Engzi—B sE%.cosim(t——%)]

Le vecteur de Poynting P= E/\ﬁ est paraliéle 3 Oz, de méme sens
(si-v->-0),-et-a-pour-mesure-; -

P=E.H=\/i- E2=\/——£-H2
28 =4
Sa valeur moyenne est la méme en tout point :
P — b £= ®
F=3 \/ B \/

On observe que la densité d’énergie w est une fonction périodique de z

(période V4 —7::> et de ¢ (période: T ==—(—7;->; elle est fonction de

t— % donc correspond & un phénoméne de propagation, elle se propage i la

vitesse v. On peut alors dire d’une portion de surface S plane et normale 3
Oz qu’elle est traversée par de ’énergie, ou que de I’énergie est rayonnée i
travers elle. Entre les instants ¢ et ¢ - Af, la portion de surface S et de
cOte z est traversée par I’énergie :

AW=S.fz Wz, 1).dz
. At -

La puissance moyenne rayonnée est alors :

AW
£= Alll-:»n]oc At
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Comme w(z, t) est périodique, nous pouvons écrire plus simplement :

I
f = T -/;_Zw(z, 1).dz

Or w peut s’écrire sous la forme :

reno=3)]

La puissance moyenne rayonnée est donc égale 2 :

W ==

w:%-w.2=v.?§.s

Remarquons que cette puissance € est égale au flux du vecteur de Poynting moyen

= . .
P, et ce n’est certes pas une coincidence. Ce résultat n’est toutefois pas une consé-

quence directe du § 1°, qui ne concernait que le flux de P sortant d’une surface
fermée, De toute fagon, il est souvent délicat de parler de flux énergétique (il est
préférable d’éviter cette notion quand il y a, non seulement propagation, mais égale-
ment conversion d’énergie), il est alors plus satisfaisant de considérer seulement
I’énergie d’un systéme fermé, bien délimité (une telle énergie est une grandeur exten-
sive, liée 4 I’état d’un systéme plutdt qu’aux échanges d’une surface).

3° Dans un milieu contenant des charges et des courants, calculons le flux

® du vecteur de Poynting P=E A H sortant d’une surface fermée ¢
(limitant le volume %):

@:fﬁf?ﬁ:/f%div(ﬁ A H).d5
<f)=fff(ﬁ.f&ﬁ—ﬁ.rotﬁ).di&

Appliquant les équations de Maxwell (2) et (4) nous obtenons :

ffﬁo( G E'%-El>-d‘6

Nous avons vu au § 10 que, pendant le temps infinitésimal 4f, 1’énergie élec-
tromagnétique dW contenue dans I’élément de volume d% variait de :

(W) = (B.3D + H.58).45 = <E’ : %—It) +H. %%) . d%.ds,

donc que la puissance & perdue par le volume YU était :

= (B )

Provosr. — Problémes d’électricité 5
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Nous pouvons écrire maintenant cette puissance £ sous la forme :

@=®+/jﬁ)'ﬁ.i.d5

Nous connaissons déja la signification de cette intégrale dans le cas d’un milien
conducteur résistant de conductivité y (vérifiant la loi d’Ohm : 7= y.E) :
E.i estla puissance dissipée par effet Joule dans I"unité de volume du milieu.

Examinons quelle peut en étre la signification dans le cas de particules chargées
soumises aux seules forces électromagnétiques. Soit p(M, #) la densité volu-
mique de charges; I'élément de volume d% contient 4 Iinstant ¢ une charge

dg = p(M, £).d% de vitesse 7 telle que : 7= p(M, t).—;.

Le produit :
de,=E.7.do
peut s’écrire : s
df,=dg.E.v

Or la charge dg est soumise 4 la force électromagnétique de Lorentz :

df =dg.(E+7 A B),

donc s
de, = df.v

Le terme d%, est ainsi la puissance fournie 4 la charge dg par la force 2f>,

et Iintégrale :
= [ffy BT = [ff, 753

représente la puissance fournie aux charges mobiles contenues dans le
volume 9.
La puissance électromagnétique £ perdue par le volume U est donc la
-~ . e . .
somme du flux @ du vecteur de Poynting P, et de la puissance fournie aux
charges mobiles (puissance se traduisant par un accroissement de I'énergie
cinétique des charges si celles-ci sont libres, puissance transmise au milieu
sous forme d’énergie calorifique si les charges circulent & vitesse constante
du fait de la résistance du milieu).
Le flux @ représente ainsi la puissance fournie par le volume % au milieu
qui lentoure, elle s’interpréte (de méme qu’au § 1°) comme la puissance
rayonnée & travers la surface 9, et le théoréme démontré au § 1° reste donc
vrai.
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7. PHENOMENES
FLECTROMAGNETIQUES
INDEPENDANTS DE TEMPS.
CHAMPS MAGNETIQUES
PRODUITS PAR LES COURANTS.
ACTIONS EXERCEES |
PAR LES CHAMPS MAGNETIQUES
SUR LES COURANTS “

7-1. CHAMP CREE PAR UN CIRCUIT POLYGONAL PLAN. ,
I° Une portion rectiligne XY (de longuwenr 1) d’un circuit est parcourue

par un courant contine d’intensité I. Calculer Uinduction magnétique B créce
par cette portion XY en un point A situé a la distance AH = h(H : projec-
tion de A sur la droite XY), en fonction
des longueurs | et h, et des angles o et a,
sous lesquels on voit respectivement de A les -
segments HY et HX.

20 Un circuit électrique plan a la forme d’un
polygone végulier @ n cotés inscrit dans un
cercle de centre O et de rayon R. Cal-

3 - o b= e
culer Uinduction magnétique B créée par ce
circuit (parcouru par un courant d’intensité 1)
en un point P de son axe (OP = x).

3° Dans le cas particulier ot n =4, dé-
terminer Dinduction magnétique en un point Fie. 7-1.
M du plan du circuit, situé sur la média-

trice d’un coté du carré (OM = x sera supposé grand devant R).

~- SOLUTION —

1° Nous utiliserons la formule de Biot et Savart, tout en remarquant qu’elle
ne constitue qu'un procédé de calcul : un élément de circuit isolé et parcouru
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par un courant n’existe pas; le résultat que nous obtiendrons ne devra étre
utilisé que pour calculer I'induction magnétique produite par un circuit
fermé. L’induction magnétique créée en A par chaque élément MM’ de
courant (de longueur ds) pris sur XY est un vecteur normal au plan

contenant A et la droite XY, de méme sens que le vecteur 1.XY A }_IZ;

3 - . A r .
il suffit donc, pour calculer I'induction B cherchée, de sommer arithmé-
tiquement les inductions créées en A par tous ces éléments : '

_ — — .
B — s=lpgl MM’ A MA| _ ol s—-‘smeds

s=g 4w MA:?® T4 Jomy AMZ
L’intégration est rendue plus commode si 'on prend comme variable d’inté-
gration I'angle « = (K/I, Kﬁ) is=h.tge,sin @ =cose, et AM = co}; -

Il vient :

B::E'—Ql “Ecosocd _pel

i ).k o= (sin «y — sin «,)

2¢ Chacun des c6tés du polygone crée en P une induction % dont inten-
sité est calculable par la formule démontrée ci-dessus, ol:

. T
R.sin—

x? 4+ R? cos? - oy = —— oty == AIC sin

Nous en déduisons :

. w
R.sin—
n

o~
I

pIE

YE,

\/(x2 4 R2)<x2 -+ R2,cos? %>

1] - 0 . N rr
Les composantes paralléles au plan du circuit, des inductions b créées par
les n cotés se compensent exactement, tandis que leurs composantes normales

s’ajoutent numériquement : I'induction totale B cherchée est portée par I'axe
OA, et a pour mesure B = nb.cos ¢, ot ¢ est I'angle que fait chacun des

vecteurs b avec I’axe. Il est aisé de voir que cos ¢ est égal & :

™
R.cos—
n

Vi3
\/x2 -+ R2.cos? -

donc que l'induction B a pour mesure :

. 2®
nR2. sin ™

cos ¢ =

[

0

4 <x2 +- Rz.cos2%> Vx2 4+ R?

|

B=

AE
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Comme on pouvait s’y attendre, expression ci-dessus tend, quand n tend

vers Pinfini, vers: B = g—’l% (\/?——%*Ii;‘ >3, expression bien connue de I’induc-
tion créée en un point de son axe par une spire circulaire de rayon R.

30 Soient A, B, C et D les sommets d’un carré de ¢6té 24, parcouru par
un courant d’intensité I (dans le sens
positif : A—-B - C—D), et soit
M un point du plan du circuit, situé
sur la médiatrice de AB, a la distance
OM = x ducentre O ducarré (x >a).
Chacun des cOtés du carré crée en
M  une induction normale au plan

du carré; I'induction B; crééeen M
par le c6té AB a le sens du vecteur
p—— —_ . . A e
AB A AM, les inductions B,, By, B,
crééesen M par les c6tés BC, CD et Fig. 7-1 2°.
DA ont le sens contraire. L'induction

totale B cherchée est normale au plan du carré, et sa mesure est
B=B1+B2+B3+B4
(B, sera comptée positivement et B,, B;, B,, négativement). Pour calculer

B,, B,, By, B,, il suffit d’appliquer la formule démontrée au § 1°; si nous
posons a=r¢e.x (<€), il vient ainsi:

B, — wol a a
P dn(x —a) <\/a2+(x——a)2+\/a2+(x~—a)2>
ol 2e

~ Arx .(l—s)v1—25+252

B‘r__—(J-oI<__ X—a + x+a >
T dma \ Y@ (x—af Va4 (x—ap

=E.gl_< l—e¢ _ l1+e
4rx \e./1—2e+ 2e2  e.y/1+ 2¢ + 252)>

S Pol a a
B, 4r(x + a) <\/a2 + (x + o + Va® + (x + a)2>

ZEQI_, — 2
drx (1 + el + 2¢ + 2e2
B =—-—pL(,I< x-+a . X—a >
VoA \Y@ L x+ap Y+ (x—ap

=£._£< l1—c¢ . 1+¢ >
dnx \e.//1—2e + 2e¢  e.{/1 + 2 + 2¢°
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W

Au troisiéme ordre prés (&%), nous trouvons :
bl 2

B, i (2e + 4%
T

B, = 471:x( 2¢)
T 2

B3"47cx( 2¢ - 4¢?)

a5y
B4_4Tcx( 2¢%)

Nous trouvons ainsi Pinduction B égale, au troisiéme ordre prés, i :

]

pola®
X8

B =02 | 4e2, c’est-a-~dire B = 1.
4rx T

Comme nous le verrons plus bas, le calcul ci-dessus est en fait inutile : &
grande distance du centre du carré, le circuit est équivalent 4 un dipdle magné-

tique de moment JR porté par I'axe du carré, et de mesure o = 4 @2.1, et

. S .. o A N m— s e . o - e S— -
“Pinduction B en M a pour mesure: B= by L
4 x®
7-2. Champ magnétique créé par une spirve circulaive. — Une spive circulaire

de rayon R est parcourue par un

B;' o courant d’intensité I,
p d I° Rappeler ou calculer Uinduction
I—* ———>z magnétique créée par cette spire en
"z un point H de son axe, a la dis-
-~ tance z du centre O de la spire.
-z 5 Calculer au méme point le potentiel
vecteur ainsi que le potentiel scalaire,
Fic. 7-2. 20 L’induction magnétique créée en

un point P proche du précédent (dis-

. A
tance de P a Paxe: PH =r <€ z) a une composante B, normale a l’axe
qui est faible mais non nulle : calculer une valeur approchée de B,.

30 Calculer Uinduction magnétique créée en un point M du plan de la spire,
en faisant des approximations convenables, dans les denx cas suivants :

OM=r<€R et OM=r>R.
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- SOLUTION -

1° Nous ne traiterons pas en détail le calcul de 'induction B oréée en un
point M de P’axe, ce calcul étant dans tous les cours. Rappelons simplement

que le plus commode est de calculer \}fﬂ comme Popposé du gradient du
potentiel scalaire U = —-%‘7’-} Q, ol Q est angle solide sous lequel on voit,
de H, le circuit considéré, ou, plus précisément (’angle solide étant algébrique)
sa face sud : Q= 2r(l — cos &) = —27r<1 -———Z—zz——-—2> Il vient ainsi

(71 étant le vecteur unitaire sur I'axe Oz de la spire) :

B, = — gad 0=l gps *___&QI.< Z_2>'3’2
By grad U R sin® a.n 7R 1~}—R2 .n

Le potentiel vecteur A en H se calcule par intégration, le long du circuit
formé par la boucle, de I’élément :

dX:&o_I.z
4r  r

ol Zi>l est I’élément d’arc sur la boucle, et r sa distance 4 H; comme H
n ryr - e -
est sur axe, r = YR2 - 22 estle mé&me pour tous les éléments dl, et A = 0.

20 On connait, grace au calcul précédent, 'induction en un point quelconque
de I’axe; pour déterminer I'induction en un point voisin de I’axe, il suffit de
connaitre les propriétés locales du champ magnétique, lesquelles sont parfai-
tement déterminées par les deux équations : divB = 0, et Tot B = 0
(la densité de courant étant nulle dans un volume fermé contenant H et
P). 1l est remarquable que ces propriétés locales sont identiques & celles du
champ électrostatique en absence de charges volumiques : le probléme posé
ici est formellement identique & celui que nous avons résolu pages 10 & 13
(probléme 1-6), et nous pouvons écrire, sans calcul supplémentaire :
22\ —52
B=—g- Pt (1)

30 Pour calculer 'induction magnétique B enun point M du plan de la
spire, on peut appliquer la formule de Biot et Savart :

w_pol puAdl_pd pr Adl
B——4Tz [ r? “47'6% ré

> . el . - 3 3

r désignant le vecteur Mm joignant M au point courant m sur la spire.
1l est commode de prendre comme axes cartésiens orthonormés, outre I'axe Oz
de la spire (orienté suivant la convention usuelle, compte tenu du sens du

courant dans la spire), I'axe Ox paralléle au vecteur OM, et de méme
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sens, ainsi que ’axe perpendiculaire Oy choisitel que letriedre Oxyz soit direct;

les vecteurs r et al ont alors respectivement pour composantes : [R.cos 6 —»,
R.sin 9, 0] et [— R.sin0.49, + R.cos 9.46, 0], ot O désigne I’angle

(OM, Om).

R.cos 6 —r -— R.sin 0.4d0 0
R.sin 6 A |-+ R.cos0.d0 = |0
0 0 (R? —rR.cos 0).d6

L’induction magnétique B cherchée est paralléle & Paxe Oz, et sa mesure
algébrique est, sur cet axe :

el T R3-—rR2.cos 0

B = 47R Jo (R2-r2—2rR.cos 9)372

L’intégrale ci-dessus n’étant pas calculable au moyen des fonctions usuelles,
nous chercherons une valeur approchée de B, dans chacun des deux cas envi-
sagés par I’énoncé : dans le premier cas olt r est petit devant R, nous pose-
rons r=ce.R (¢ 1) et nous calculerons B comme un développement
limité par rapport & Pinfiniment petit =; dans le second cas, nous opérerons
de méme, en posant R =e.r.

1er cas: r&K R 28 cas: r>R
Sinous posons r = ¢.R, il vient : . Sinous posons R = e.r,il vient :
_ ol T 1—ecosb _ Mol ™ e—ecos B
B = 47R Jo (1—2e.cos 0?32 | B 4rr Jo (1 -—2e.cos § - 2)%2 a8
au 3¢ ordre pres : au 3¢ ordre prés :
1—ccosd g? — £ cos 0
(1 —2e.cos 6 4 %32 (1 —2e.cos 6 + £%)%2
29
=1+25_c039+9_§9_s_29___352 = —g.c0s 0 4+ (1 — 3.cos? 6).¢?
donc, au 3¢ ordre prés : donc, au 3¢ ordre prés :
— Mol om 2 bl 2
B =t [211: + ( - 37c> g ] B =l or —3n).
c’est-a-dire : / c’est-a-dire :
~ Bol 3.r ~ o R
B"2R<1+4 R2> By s
Le résultat obtenu ci-dessus dans le cas olt r est trés grand devant R n’est
qu’un cas particulier de Ia fqrmule du dipdle magnétique: B = —-L%—‘; . %
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(J\ﬁ est le moment magnétique de la spire, porté par ’axe Oz, et de mesure
om = nR2.I); cette formule sera démontrée ci-dessous (probléme 7-4). Un
raisonnement semblable aux précédents permettrait de calculer P'induction
en un point M proche du fil, dans le plan de la spire (r, proche de R,
serait écrit égal & R(1+¢)); toutefois, le résultat obtenu ne serait pas valable,
en toute rigueur, trés prés du fil, 13 olt ce dernier ne peut plus étre considéré
comme infiniment mince, la répartition du courant au sein du fil n’étant pas
forcément uniforme. v

7-3*. DISTRIBUTIONS SUPERFICIELLES DE COURANTS. — On définit la densité
surfacique ; d’une distribution superficielle de courants de maniére analogue
a ce qu’on fait pour la densité de courant 7 d’une distribution volumzque
une bande de courant de largeur dl est parcourue par une intensité d1 =l Jl-di,
et 7 est tangent aux lignes de courant (et de méme sens). _

10 Une surface 9 est parcourue par de tels courants supevficiels, dont on connait
la densité surfacique _7 Supposant connue Uinduction magnétique B en un
point M trés proche de la surface 9, déterminer Uinduction magnétique B
en un point M' trés proche de M, mais situé de Uautre coté de la surface 9.

— A
20 Montrer que le potentiel vectenr A et Dlinduction magnétiqgue B créés
en un point M par une distribution superficielle de courants, peuvent étve cal-
culés comme les intégrales de surface :

ff” .dS et B——“"f‘/:f L.

o 7 estle vecteur MP Joignant M au point courant P sur la surface 9.
3° Une surface plane illimitée est parcourue par des courants dont la densité

.
surfacique j est uniforme. Montver que Vinduction magnétique en tout point
de Despace est donnée par :

n étant le vecteur unitaive novinal au plan, divigé vers le demi-espace oni se
trouve le point considéré.,

40 Une surface cylindrvigue illimitée est sillonnée par des lignes de courant nor-
males aux génératrices du cylindre, avec une densité surfacigue de courant 7
de module constant. Montrer que le champ d’induction est nul a Pextérienr, et
qu’il est donné a Vintévieur du cylindre par la formule :
A > >
B=ypenAJj
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amme

ol n est un vecteur unitaire normal & la surface et divigé de Uintérieur vers
Dextérieur. .

50 Une surface cylindrique illimitée de section droite circulaire est parcourue

par des courants dont la densité surfacique 7, de module constant, est cons-
tamment paralléle aux génératrices du cylindre. Montrer que le champ d’induction
magnétique est nul & Uintérieur et qu’a extérienr il est le méme que si le courant
total parcounrait Uaxe du cylindre.

INDICATIONS. — 1° Le résultat demandé dans ceite premiére question est une consé-

quence des relations fondamentales concernant le rotationnel et la divergence de B.
Le maniement de ces relations est cependant délicat en classes préparatoires, notam-
ment quand se posent des problémes de discontinuités. Il est plus commode, donc
préférable, d’appliquer les théorémes correspondants : théoréme d’Ampére et conser-

vation du flux d’induction, et ce pour les trois composantes de B (composante
normale &4 Y, composante tangentielle paralléle a 7, composante tangentielle
normale 3 7)

2° Il n’est pas nécessaire de faire une démonstration compléte, on peut se contenter
de remarquer que 1’élément de courant 7 dS (dS : élément de surface o la densité
superficielle est 7) joue le méme rdle que 1’élément 7.d% dune distribution volu-

mique, ou que ’élément de courant Ldl dun circuit filiforme.

3° On peut appliquer les formules démontrées au § 2°, ou bien tenir compte de la
symétrie du systdme étudié, et appliquer le résultat du § 1°.

4° La formule cherchée s’obtient assez simplement par application des formules
démontrées au § 2°.

5° Le plus simple est sans doute de mettre & profit la symétrie du systéme étudié,
et d’appliquer le théoréme d’Ampére.

— SOLUTION —-

1° Aux lignes de courant sur 4 correspond une famille de courbes qui leur
sont orthogonales. Soit A un point de 9, AA, un élément de ligne de
champ (de longueur dx) et AA, un élément de courbe orthogonale (de lon-
gueur dy); laligne de courant passant par A, et la courbe orthogonale pas-
sant par A, se coupent en un point A,,.
Considérons, sur les normales en A, A,, A,
et A, 4 9, des points M et M', M,
et My, M, et My, M,, et M; respec-
tivement trés proches de A, A,, A,, A,, (par
« trés proches » nous entendons que les dis-
tances AM, AM', AM,, AM;, AM,,
AM,, A, M,,, A, M, sont toutes petites
Fig. 7-3 I°.  devant dx et dy); les points M, M.,

M, et M,, sont tous situés d’'un méme

coté de la surface ¢, les points M', Mj, My et M,, sont tous situés de

134




Pautre. Pour comparer les inductions magnétiques B et B en M eten
M’, comparons leurs composantes B,, B,, B, et B, B,, B; sur un tri¢dre
trirectangle Axyz tel que Ax soit tangent & AA,, que A, soit tangent &

AA,, et que A, soit normal a 9.

a) Cherchons 2 calculer le flux d’induction d® sortant de la surface limitant
le volume MM, M,M, M'M;M;M,,. Vule choix des dimensions de ce paral-
Iélipipéde curviligne, le flux d® se réduit pratiquement 3 :

d® = (B, — B)) dx dy
Le flux d’induction sortant d’une surface fermée étant nul (conséquence de ce
que div B = 0), nous concluons que :
B, =B,

b) Cherchons a calculer la circulation d€, de 'induction magnétique le long
du contour MMM M'M. Cette circulation se réduit pratiquement 3 :

de, = (B, — B/) dx

La bande MM, MM’ n’étant traversée par aucun courant, la circulation
dc, est nulle (théoréme d’Ampére), nous concluons que : -

B; =B,

¢) Cherchons & calculer la circulation d€, de I'induction magnétique le
long du contour MM,M;M'M. Cette circulation se réduit pratiquement 2 :

de, = (B,—B)dy
La bande MM,M/M’' est traversée par un courant d’intensité dl = — j.dy;
le théoréme d’Ampére (conséquence de ce que ot B = mo-7) sécrit :

d(?y = (1-0 dI,
d’otl nous concluons que :

B,){ = B_y + oS

. > . . “ IS 4 ‘
Soit n le vecteur unitaire normal 4 ¢ en A, et dirigéde A vers M; nous
pouvons regrouper les résultats précédents sous la forme :

\ﬁl_\:ﬁ‘:—uo.?/\z

REMARQUE. — Les calculs ci-dessus ne sont pas d’une rigueur 3 toute épreuve, comme
d’ailleurs tous les calculs ol, en physique, I’on considére des petits bouts de diverses
grandeurs, pompeusement dénommeés « éléments infinitésimaux ». On les manipule
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généralement comme des grandeurs ordinaires (on n’hésite guére par exemple & écrire
des rapports tels que —5)-‘ >, on effectue des approximations (on dit parfois qu’on

«néglige les termes du second ordre »), puis on finit par obtenir des formules ol ces
« éléments infinitésimaux » ont disparu ou se sont gentiment rangés en rapport dénom-
més « dérivées ». Les formules obtenues se révélent alors exactes (malgré les approxi-
mations); ce n’est pas un hasard, le manque de rigueur n’est qu’apparent et provient
plutot d’abus dans le langage que de failles dans le raisonnement.

a) 1l serait plus rigoureux de parler en termes de développements limités, ou de
limites. Ainsi, au lieu de dire que x est petit devant 1, y devant x, et z devant y,
puis faire les approximations correspondantes, il vaudralt mieux faire un calcul

exact et complet, puis chercher la limite de I’expression obtenue quand x, —%’; et

»5— tendent vers zéro.

b) 1l serait également plus rigoureux de parler en termes de différentielles. Ainsi, la
différentielle du produit x.y est x.dy +y.dx, et non pas la différence
(x + dx).(y + dy) — xp. 11 est bien souvent plus commode d’utiliser ce genre de
notation, mais dire qu’« on néglige dx.dy parce qu’il est du secoud ordre » n’a
alors aucun sens.

De toute facon, le calcul rigoureux, utilisant des structures mathématiques bien
définies est plus long au moins facile & comprendre, et n’apporte que le réconfort
moral. Il ne faut pas craindre, pour gagner du temps et avancer dans 1’étude d’un
phénomeéne, d’utiliser des notations commodes, tout en sachant qu’on fait en défini-

tive-un-calcul-de-limite;-ouune-différentiation: Tl-est-essentiel cependant-d*utiliser-un-— -

langage rigoureux dés que ’efficacité n’en pétit pas.

20 Nous connaissons déja les expressions du potentiel vecteur A et de I'induc-

tion magnétique B dans le cas d’une distribution volumique de courants :

Ao [ e fff AT

et dans le cas d’un courant filiforme :

ll

:LL—- Lil et B (:L_. f’./\dl.l.

47 ¥ 4r ¥

A

Nous laisserons au lecteur le soin de montrer comment une distribution
superficielle de courants peut étre considérée comme la limite d’une distribu-
tion volumique, ou comme la limite d’une juxtaposition de courants filiformes.

Nous nous contenterons de remarquer que les éléments de courant 1.d%,
et -, ’ a . ’ . .
j.dS, 1.dl jouent le méme role, ce qui nous permet d’écrire directement le

potentiel vecteur A et Tinduction magnétique B sous la forme :

% _w  [[1.48 ¥ -
A—4TC fﬁ p et B

-
rAT . gs.

S

TE
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Dans ces expressions, r représente le vecteur MP joignant le point M ol

l’on calcule A et T??, au point courant P (centre de I’élément d’intégration :

d%, dS ou dl selon les cas). Les éléments de courant ?.dﬁ, -J>'.dS et 1.dI
se correspondent comme en électrostatique les charges élémentaires p.d%,

c.dS et A.dl (en magnétostatique cependant on écrit I.dl dans le cas d’un
circuit filiforme; c’est une simple question d’habitude et de définition : on

. . . ’ . e . v . -l
pourrait tout aussi bien définir un vecteur densité linéaire de courant I et

>
écrire le méme élément de courant I.dl).

30 Soit M un point extérieur au plan, soit H sa projection sur ce plan, et

- > - -
soit s le vecteur unitaire sur HM :

=

Ed
=

HM

L’induction magnétique en M est:

¥ o o "?__.._/\7.
Bl fjg L1 as

Ed
Le vecteur r = MP joignant M au
oint courant P du plan peut é&tre
p : p p
écrit :

7 =MH £ HP = (

.n).n+ HP

~Y

Fig. 7-3 3°.

et : ;
\ﬁzﬁ_[;/\7,fﬁy%§.ds+<f/;%.ds>/\7]

1l est aisé de voir que la seconde intégrale est nulle (deux éléments de surface
symétriques par rapport 2 H contribuent a cette intégrale par deux termes

opposés); la premiére est "opposée (a cause du choix du sens de 71) de I’angle
solide € sous lequel on voit le plan depuis le point M, elle est donc égale &
—2r, d’ol:

\}f:—_%g.i‘/\z

Nous aurions pu obtenir directement ce résultat en remarquant que, vue la symétrie
du systéme étudié, les inductions magnétiques de part et d’autre du plan devaient

>
&tre normales &/, paralléles au plan, et opposées. L’application du théoréme d’Ampére
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a un contour rectangulaire normal & ] de cdtés respectivement paralléle et normal
au plan aurait aussitdt conduit aux deux résultats suivants :

a) I’induction est uniforme dans chaque deml-espace limité par le plan,

b) d’aprés le résultat du § 1°, ——— {o-J 7 Anl

40 Cherchons a calculer 'induction magnétique B enun point M non situé
sur la surface cylindrique ¢ (extérieur ou intérieur) :

B= Moff /\] . dS

>
Au sens de rotation sur le cylindre défini par le sens de j associons un
sens d’orientation correspondant sur les génératrices (gadgets habituels du

physicien : bonhomme d’Ampére, tirebouchon de Maxwell, etc.), soit ¥t

- le vecteur unitaire sur les génératrices orientées, soit dS le vecteur élément

de surfacelorienté de Iintérieur vers I'extérieur. Nous pouvons écrire :
7.dS=j.% AdS

et : > > e N A e

r A Jj.dS =j.[(r.dS).k—(.rk.dS]. ...

. . roe A e .
L’induction magnétique B s’écrit maintenant :

H = z :{98- 7 76" <1
B Mo r.dS r.
B = [k'./‘,/;f re fjsx rd )'ds]
La seconde intégrale est nulle car deux éléments de surface symétriques par
rapport au plan de section droite passant par
M vy contribuent par deux termes opposés;
la premiére est I’angle solide (algébrique)
sous lequel on voit la face intérieure de

9, elle est donc égale & 0 si M est exté-
rieur au cylindre, et & 4x s’il est intérieur,

s,

d’ott :
\ M extérieur au cylindre =3 B=0
M M intérieur au cylindre =3 B = wof N
Fig. 7-3 4°.

Soit P un point quelconque de la surface cylindrique, et soit n le vecteur
unitaire normal en ce point, dirigé de I'intérieur vers Pextérieur; nous pouvons
écrire en ce point :
=
Jok=nAj
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. A - . y * 0 .

donc écrire B 2 Pintérieur du cylindre sous la forme :
1 >
B =ypg.n AJ

50 Le systéme étudié est invariant par une rotation quelconque autour de
I'axe du cylindre circulaire, ainsi que par une translation quelconque paral-

Iéle & I'axe, il en est donc de méme pour I'induc-
tion magnétique. Considérons un point quelcon-

)

que M et sa projection H sur l'axe. Soit P
B
le point courant sur la surface, le vecteur r = MP
. e g Rprag . .
peut sécrire: r = MH 4 HP, et Iinduction
magnétique B écrit: NG
= \
Bto[5inT LS+ ( ([ Bas) 7] | * u.
B 4r [MHAJ /$;r3+ g re S)NT \/B
La seconde intégrale est nulle car deux éléments M
de surface symétriques par rapport 4 M, y con-
tribuent par deux termes opposés. L’induction B \l/
est donc normale 3 MH et & ?, C’est-a-dire i
orthoradiale, les lignes de champ sont des cercles
Fig. 7-3 5°.

ayant méme axe que le cylindre, et sur ces cercles
A
le module de B est constant.

I’application du théoréme d’Ampére 2 l'une quelconque de ces lignes de
champ circulaires (de rayon r) donne :

0 si le cercle est intérieur au cylindre.

2nr.B = to-(2rR.j) sile cercle est extérieur au cylindre.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

M intérieur au cylindre ==~ B=0

M extérieur au cylindre =3 B est orthoradial et : B = y.o% -

L’intensité totale passant le long du cylindre étant : I = 2xR.j, l'induction
magnétique & 'extérieur est bien la méme, comme Pindique 1'énoncé, que
si le courant total parcourait 1’axe du cylindre :

_ ol
2nr

7-4*. DIPOLES MAGNETIQUES. — Un cirenit filiforme C est parcourn par un
coarant d’intensité 1. Soit § une surface (ouverte) s’appuyant sur le contonr C,

139



e

orientée selon le sens du courant (suivant les conventions habituelles);: on
appelle moment magnétique du circuit Uintégrale

de surface :
= [for.a8

I° Montrer que le vecteur M ainsi défini ne
dépend pas du choix de la surface 9.

A

20 Soit O un point quelconque du circuit. Posant

v > B . 3 rue
Fic. 7-4. OM = r, montrer que le potentiel magnétique
scalaire U en un point M fort éloigné du
circuit est sensiblement égal a :

QY =

3
Sy

Yo
4r 18
3 On appelle dipéle magnétique toute vépartition de courants, caractérisée

par la donnée d’un point O et d’un vectenr axial ﬁ, telle que le potentiel
magnétique en tout point M soit donné par la formule ci-dessus. Calculer en

fonction de SR Pinduction magnétique B etle potenttel vectenr A créés par
“untel dipile magnétique en un point quelcongue M. T

4o Montrer que Dinduction magnétique B peut étre écrite sous la forme :
—to [y 5ot %

InpicaTIONS. — 1° L’intensité I étant constante, démontrer I’unicité de la définition
de DM revient & résoudre un probléme élémentaire d’analyse vectorielle.

2° Le potentiel magnétique scalaire U créé en un point M par un circuit ﬁhforme
est égal & :

= b g
v 4r

ot Q représente I’angle solide sous lequel on voit, du point M, la face sud du
circuit. Quand le point M est éloigné du circuit (nous entendons par 13 que sa plus
petite distance & un point du circuit est grande devant la plus grande dimension du
circuit), sa distance » au point courant du circuit peut &tre considérée comme cons-
tante, et la formule proposée s’en déduit aisément.

3¢ L’induction magnétique B oest I’opposé du gradient de Y, le potentiel vecteur

A .
A est tel que : B = 1ot A. Larecherchede B et A 2 partir de ces formules peut
étre faite au moyen des coordonnées, ou par un raisonnement vectoriel direct.

4° L’expression de B trouvée au § 3° peut étre transformée en tenant compte de
ce que :
div(a.B) = a.divh +b.grad a
S - —
grad (a.b) = a.grad b + b.grad a.

On peut également chercher & identifier la formule trouvée au § 3° et la formule
proposée ici, au moyen des coordonnées.
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— SOLUTION —

1o Soit 9 une surface (ouverte) s’appuyant également sur le contour € et
w’ayant aucun autre point commun avec ¥; ces deux surfaces ¥ et ¢ limitent
un volume V, et permettent a priori de définir deux moments magnétiques

distincts SR et M’ :

ﬁ:x.fﬂ@é et ﬁr:x.[@,aé

La différence de ces deux vecteurs est :

\_ﬂl \.ﬂ—
ik ——:m_.Ifngg,c?’é

. » >
La composante de ce vecteur sur un axe quelconque de vecteur unitaire u est :

I-fﬁug,u.dS=I.ff “diviids=0 (i est uniforms),

donc :
A, s
M = I

On démontrerait de méme plus généralement la conséquence suivante du théo-
réme d’Ostrogradsky :

v > o
a.dS = grad q.d%
surface fermée volume limité

20 Appelons par exemple P le point courant sur la surface ¢; I’angle solide
Q sous lequel on voit, du point M, la face sud du circuit est :

MP.dS
szﬁ’ MP?

Le potentiel magnétique scalaire est :

o ol o_ p.oI ffMP.zTé
47 g MP?

Si le point M est trés éloigné du circuit, nous pouvons considérer le vecteur

=
MP comme constant quand le point courant P parcourt la surface 4,
donc écrire :

wol MO.dS 7! T
20 . — (1]
'n: fg’ MO® T dn’ OM3 fﬂ;l S,

ol O est un point quelconque du circuit. Posons : OM = r, il vient :

A

Sy

O

0=+ )

FE

r3
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Le potentiel scalaire U n’est bien sr défini, comme toujours, gu’a une constante
additive muitiple enti¢re de u,l prés (I'angle solide Q n’est défini qu’a 4n pres).

3¢ L’induction magnétique B etle potentiel vecteur A peuvent étre définis
B =—grad® et B =rot A,

le potentiel vecteur A devant de plus vérifier si possible : divA = 0.

Le moyen le plus naturel d’introduire des coordonnées pour le calcul de B

et A est d’employer des coordonnées cylindriques d’axe Oz paralléle & &
(le potentiel scalaire © est en effet invariant par toute rotation autour de Oz).
Néanmoins, ’application du théoréme d’Ampére au cercle d’axe Oz passant
par M montre que I'induction B est située dans le plan (5’11, OM); il est

donc commode, pour le calcul de ﬁ, d’employer dans le plan (JR, 63\7[) les
coordonnées polaires d’axe Oz :

=R S . s g t B:—-—.-——'_—.:——-—.
B, o 4n 18 © : r 30 dn 3

N’appréciant guere la lourdeur des calculs scalaires, nous proposerons plutdt

un calcul vectoriel de I'induction B et du potentiel vecteur A Le point O
étant choisi comme origine, nous pouvons écrire ’expression (1) sous la

forme (compte tenu de ce que 5R est constant quand M varie) :

A
=t giy (2L
4z ¥

d’olt nous déduisons I’induction magnétique :
[ = 1] A Bﬁ
T — st ——-0 . 1 pa—
B grad 0 = -+ s grad <le - >1
ce qui s’écrit aussi :
B =4t ~[rot (rot—) + Vz——]
4 r : r |

Comme JR est constant et que le laplacien de —}— est nul, ceci s’écrit simple-
ment :

et
§= +B—°-r\5‘t<rotﬂ> ’
4 r
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et le potentiel vecteur est :

T (R
A—+4n rot<r>

Sous cette forme nous vérifions que le potentiel vecteur trouvé satisfait a la

condition : divA = 0. Sachant que :
A E A o e B
rot (a@.b) = a.rot b + grada A b,

A .
et tenant compte de ce que It est constant quand M varie, nous pouvons
écrire :

40 Reprenons I’expression initiale de I’induction magnétique :

. N
\]§1=———gr\5d°13=—%7ﬂc . (gr\gdg?év

Sachant que :
gf;& (a.b) =a.grad b + b.grad a,

- b=y r -
nous pouvons transformer Pexpression de B en écrivant :

o P wA >
Ao\ 1 s /OLr m.r ——=/(1
4(%57) = e () + 05 i ()
o (BTN _ L e ORT\ T (1
grad{Ta )= - gad(7m ) emd
grad (-Ji—’> - -i- . gRd OR. )+ O 7). 2rad <—i—>

A >
grad (57"7.. r) = JiL car M est un vecteur constant.

. = . A
Ces termes regroupés, nous obtenons pour B Dexpression demandée :

r

A o
Bt [N L a5p 3. L
B=lo [ L L 3OR.T) rs]

Une méthode de résolution moins esthétique, mais au moins aussi rapide,
. ryr - ) A b~ r .
aurait été d’exprimer dans le plan (On, OM) les coordonnées polaires (I’axe
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e

polaire étant paralléle I et de méme sens) de ’expression ci-dessus, et de’

. - . r 52 res r
montrer qu’elles s’identifient aux coordonnées de B déja trouvées :

to 5% sin 6

_ Pa 2:71110056
4n r?

4z 5 ot By =

B,

Remarquons qixe les formules exprimant B et VU sont formellement identiques a
.

celles exprimant le champ électrostatique E et le potentiel V créés par un dipdle

. >
électrostatique, le moment magnétique JL jouant le rdle du moment dipolaire P.
D’oli le nom de dip6le magnétique (bien qu'il n’existe pas de « pdles » magnétiques
jouant le rdle des charges électrigues).

La notion de dipdle magnétique ne se limite pas au domaine des circuits filiformes.
On démontre qu’a grande distance d’une portion d’espace parcourue par une répar-

tition volumique de courants (la densité de courant 7 étant nulle A Iextérieur de cette
portion d’espace), le potentiel magnétique scalaire U, le potentiel vecteur A
et I'induction magnétique B sont donnés par les mémes formules que ci-dessus, a
condition de définir cette fois le moment magnétique i par :

o[]S e

ou P est le point courant du volume V et O un point fixe arbitraire de ce volume.

On peut de plus montrer gue cette définition est compatible avec celle donnée ici pour
des courants filiformes.

7-5%. — I° Un fil vectiligne illimité est parcouru par un courant constant d’inten-
sité 1. Montrer qu’une forme correcte du potentiel vecteur est :

—>=_...E‘.Q_I. >
A o Logr.k,

>
k étant un vecteur unitaire paralléle au fil, dans le sens du couwrant, et r
la distance du point considéré an fil. Déterminer le potentiel magnétique sca-
laire .

A
20 Soit une induction magnétiqgue uniforme B et une origine O. Montrer
qu’une forme correcte du potentiel vectenr en M est :

> P
A=— % .OM A B,
Déterminer le potentiel magnétique scalaire.

INDICATIONS. — Les deux systémes proposés par 1’énoncé ont ceci de commun qu’ils
ne correspondent pas & un systéme physique réalisable, qu’ils supposent la présence
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de courants 2 I’infini. Ils ne constituent de bons modéles de la réalité physique que
localement : & proximité d’un conducteur filiforme, & l'intérieur d’un solénoide.

Or les formules donnant directement les divers potentiels (V, ¥ et A) tiennent compte
de toutes les charges ou de tous les courants, les potentiels sont trouvés sous forme
d’intégrales qui ne convergent que s’iln’y a pas a I'infini de charges (pour V) ou de

courants (pour VU et K). Il n’y a pas 12 faillite de la méthode de calcul des potentiels,
mais limitation de la validité du modéle proposé. Néanmoins, de tels modeles sont pré-
cieux et ’on prendra arbitrairement pour potentiel nul, non plus le potentiel 4 I'infini,
mais le potentiel en un point quelcongue ot il n’y a ni charges, ni courants.

Deux méthodes sont utilisables :
a) soit calculer les potentiels & partir des champs (E) pour V, B pour VU et K) 5

D) soit considérer les modéles proposés comme la limite de modéles physiquement
acceptables, les potentiels cherchés seront la limite des potentiels correspondants.

~— SOLUTION —

10 Une formule étant proposée par Iénoncé, il suffit de montrer qu’elle
satisfait aux équations de définition du po-

tentiel vecteur A: -7
f ' . P // - l ._!?.
e B 2>
r\c;‘tA=——%‘T’~}- r\(;‘t(Logr.k) ‘ *'/[
T grad (Logr) A & ~
2 A ~o A
ou : | ~
Y H R T
rot A i Ak . 2 M
I
ou H est la projection de M sur le fil. I 1 A ///
est en effet aisé de voir que rot X, donné ,//
par la formule ci-dessus, est orthoradial et Fic. 7-5 I°
de module :
| L A| = oL,
[rot A| -

Calculons de méme la divergence de I’expression proposée par 1’énoncé :

divA = ——%‘T’?I . div (Log r.%) — grad (Logr).z

7

N
]

5 - ,
Le vecteur grad (Logr) est colinéaire 3 HM donc normal & %, et I'on
vérifie ainsi qu’effectivement :

divA =0,
Pour le calcul du potentiel magnétique scalaire, I’emploi des coordonnées
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cylindriques semble s’imposer; nous cherchons une fonction U(r, 6, z) véri-
fiant : ‘
o

—% =0
189 pel
T r e 2w
o
ez

Nous trouvons ainsi :

| ® = constante — Bl 0
2

Outre le choix arbitraire de la constante (origine des potentiels), le potentiel
magnétique scalaire ainsi trouvé n’est défini qua kp,l prés (keZ), puisque
Pangle 0 n’est lui-méme défini qua 2km  préds.

Nous aurions pu trouver les potentiels A et U en cherchant un systéme
de courants physiquement acceptable dont le modéle proposé soit la limite

quand un certain paramétre tend lui-méme vers une certaine limite. Un tel

systéme est par exemple celui formé par deux fils rectilignes infinis paralléles
et parcourus par des courants constants d’intensités opposées I et — L.
Le potentiel magnétique scalaire est alors égal 2 :

— Ml
v=—fr0

ot Q est I'angle solide sous lequel on voit la face sud du circuit ainsi consti-
tué; c’est 'angle solide d*un ditdre de rectiligne « :

Q = 2u

Si le fil ol I'intensité est I reste fixe et si la distance des deux fils augmente

indéfiniment (le plan des deux fils restant fixe), ce systéme tend vers le moddle
!

proposé par I’énoncé. L’angle « tend vers:

7
Himite = 5~ + 6,

olt 6 estI’angle défini précédemment, et ’on retrouve bien la méme expression
du potentiel magnétique scalaire. Il en serait de méme pour le potentiel vecteur.

20 I’énoncé propose pour le potentiel vecteur I’expression :

11 suffit de vérifier que rot A = f; en ’absence de formule générale simple
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exprimant le rotationnel d’un produit vectoriel, nous sommes obligés d’en

passer par un calcul de coordonnées. Soient donc un axe Oz paralléled B
et deux axes Ox et Oy tels que le tritddre Oxyz soit orthonormé et direct;

les coordonnées de M par rapport & ce .
A

triedre sont x,y et z celles de B sont

0, 0 et B, donc celles de A sont ——B-;—,

B i A
= et 0. Le rotationnel de A est

donc
~ |—BX o
TotK = %/\ +BX=|0=F
5% 0 B Fig. 7-5 2°

La forme proposée du potentiel vecteur convient donc, et ceci d’autant mieux
que : '

d1vA—-—-—d1v(OM A B) —---—(is’s‘ rot OM — OM. 1ot B) = 0
Le potentiel magnétique scalaire ©, étant défini par : B=— grad D,
doit &tre tel que :
_®_,
ox
_ 8 _
==
oV
= B

nous trouvons donc :

Q = constante — B.z

REMARQUE. — Le calcul fait ci-dessus au moyen des coordonnées cartésiennes est
tout 4 fait trivial, mais ’allure du probléme nous encouragerait a utiliser les coor-
données cylmdnques L’étudiant moyen répugne fortement a 1’ emp101 de coordonnées
cylindriques ou sphériques lorsqu’interviennent des operatlons aussi complexes que
le rotationnel ou le produit vectoriel, et nous ne saurions lui en tenir rigueur; ceci
nous est cependant une occasion d’exhlber les formules du rotationnel en coordonnées
cylindriques, lesquelles peuvent ailleurs se révéler nécessaires...

) =1 QA 24
(ot A) =+ 35~ 32
(rot K)o == b_A.r D_A‘-
Az or
_1 A)_ 1 A
(rot A). r ¥ r 30
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Les coordonnées cylindriques de M étant .r, 0 et z, et celles de B étant 0,0 et

B, le vecteur A est visiblement orthoradial (A,. =0, Ay = — % et A, = O),

et les formules ci-dessus montrent bien que totA = B. .

Les formules donnant le rotationnel-en coordonnées sphériques r, 0, ¢ sont un peu
plus compliquées :

o), =1 . AAusing) 4,

r.sin ¢ dgp 26
(R, =L A1 A,

r or r 9
(tot &), = —1 M, 1 Ay

? psing 00 r o

Ces formules, contraifement & ce qu’on pourrait penser, sont trés faciles & obtenir,
en considérant le volume élémentaire défini par les trois intervalles : [r, r + dr],
[6, 6 +d6], et : [o, ¢ + dol, et en appliquant le théoréme de Stokes aux trois
contours se présentant alors naturellement & 1’esprit...

7-6. — Un circuit électrigue a la forme d’un losange vertical plan articulé ABCD
de c6té a = 4 cmn; son sommet supérieur A est fixe, son sommet inférieur C

e @S ODElE, TS _reste sur. la. verticale de  A;. chaque
coté du losange a pour masse m =1 g.

Le circnit, dans lequel on fait passer un courant
d’intensité 1=10A4, est placé normalement aux
lignes d’induction d’un champ magnétique uniforme
d’induction B = 0,1 T. Déterminer la forme du
losange a Uéquilibre (on prendra Uaccélération g de
la pesantenr égale @ 10 ms—2).

— SOLUTION =
g Nous pouvons d’ores et déja prévoir que si le
Fic. 7-6. moment magnétique R du circuit et Iinduction

magnétique uniforme B n'ont pas le méme sens,
Péquilibre ne pourra pas avoir lieu sous la seule influence des forces électroma-
gnétiques et des poids : les poids comme les forces de Laplace tendent & allonger
la diagonale AC jusqu’a annuler I'angle au sommet 20 du losange en
A; Téquilibre pourra alors se produire (pour 6 voisin de zéro) du fait de
Pintervention d’autres forces (forces mécaniques de contact des branches AB
et AD venant a se toucher).

Si par contre les vecteurs 5 et B sont de méme sens, les forces de Laplace
appliquées aux quatre branches du circuit tendent 3 augmenter le flux @ de

B 2 travers le circuit (donc a augmenter la surface du losange), tandis que les
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quatre poids tendent 2 abaisser le centre de gravité de I’ensemble (donc & dimi-
nuer la surface) : un équilibre sera peut-8tre possible.

Le systéme est en équilibre si et seulement si le torseur des forces appliquées a
chaque c6té du losange est nul. De telles conditions sont difficiles & exprimer
(nécessité de faire intervenir les interactions des cOtés, au niveau des
articulations), il est préférable d’écrire que la position d’équilibre correspond a
un minimum énergétique, ou, ce qui revient au méme, d’appliquer le théoréme
des déplacements virtuels :

Soit 6 le demi-angle au sommet A du losange; quand cet angle varie de d6,
le centre de gravité G du losange (AG = a.cos 0) s’abaisse (algébrique-
ment) de : dG = —a.sin 0.40, et le travail des quatre poids est alors :

36, = (4m).g.(—a.sin 6.d0) = — 4 mag.sin 6.40;

la surface S du losange (S = a®.sin20) augmente (algébriquement) de :
dS = 2a%.cos 26.d0, et le travail des quatre forces de Laplace est alors :

8%,, = 1.8® = 1.B.dS = 2IBa*.cos 20.40
d’on :

- _2mg Gne) . 21Bg?
5, + 55, = <cos 20 — 28 gin e> 20Ba?.db

Le théoréme des travaux virtuels indique que I’équilibre est atteint si et seule-
ment si :

2mg oo —
cos 26 Ba sinf =20

ou :

in? Mg no—1=
281n0+2IBa sin0—1=0

Application numérique :

m=1g=10"%kg

g = 10ms™*
I =10A == 45in%0 - sin 6 —2 =0
B = 101T

a =4cm=4.10"%m

Seule la racine positive de cette équation du second degré est physiquement
acceptable (0 < 0 < = radians) :

sin 8 ~ 0,594 == | 6 = 36°20' ou 143040’

11 est facile de constater que la premiére solution correspond & un équilibre
stable, tandis que la seconde correspond & un équilibre instable.
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7-7%. TORSEUR DES FORCES APPLIQUEES A UN CIRCUIT. — Un cadre carré ABCD
de coté 2a = 20 ecm (les c6tés AB et CD étant verticaux et les cotés BC
et AD horizontaux) est mobile autour d’un axe vertical z'z passant par son
centre O. Un fil rectiligne vertical infini t't est placé verticalement & 20 cm
du centre du carré.

Sachant que le cadre est pavcouru par un courant électrique d’intensité constante
I=10A, et lefil rectiligne par un courant d’intensité I' = 100 A, déterminer
les éléments de véduction en O du torseur des forces agissant sur le cadre
ABCD lorsque le plan de ce cadve fait un angle 0 avec le plan des verticales
t't et z'z. Application numérigue au cas : 9 = 60°.

INDICATIONS. — Chagque élément de longueur d! du cadre € est soumis & la force

"de Laplace _JF =1.d /\f, ot B est Pinduction magnétique créée au centre
M de 1’élément dI par le fil t't. Les éléments de réduction en O du torseur des
forces appliquées au cadre € sont :

la résultante
le couple

Plutdt que de calculer effectivement ces intégrales, il est préférable de démontrer
-
auparavant que le torseur cherché est réductible & deux glisseurs horizontaux F,p et

Fop passant respectivement par les milieux M,y et Mgy des cotés verticaux AB
et CD (ces glisseurs ne sont autres que les forces de Laplace appliquées & AB et
CD respectivement).

— SOLUTION —

. . . . - = e ’ .
Examinons successivement les contributions & F et T'y des éléments hori-
zontaux du cadre, puis des éléments verticaux.

a) Contribution des cotés horizontaux AD et BC. — Considérons deux
éléments de circuit horizontaux dl et dl’ symétriques par rapport au plan
horizontal passant par O (I'un est donc sur
AD et I'autre sur BC); les vecteurs dl et
di' sont opposés (sens de courant opposés),
et I’induction magnétique créée par le fil £'¢
est la méme en M(centre de df) qu’en M’
(centre de dI'), donc :

"1 dE 4+ dF =1d AB +1d' AB'
— @ +dYAB=0
Ces deux éléments apportent au couple Ty
5 la contribution :
AN - A - dTy + dT% = OM A dF + OM' A dF
Fie. 77 1° — MM AdF=0,
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car les vecteurs M'M et dF sont verticaux, donc paralléles. Nous pouvons
ainsi nous limiter, lors du calcul de F et T‘zo, aux seuls éléments verticaux du
cadre. ‘

b) Contribution des cdtés verticaux AB et CD. — Considérons un seul
de ces deux c6tés, AB par exemple; I'induction magnétique B est la méme

en chaque point du c6té, donc la contribution 3 F du c6té considéré est :
F)ABzf IH?A§=I<f E>A§AB=IK9BA§AB
AB AB

Considérons deux éléments de circuit verticaux dl et dI’ symétriques par

rapport au plan horizontal passant par O, leur contribution au couple T‘zo
est :

e — e P

dTo+dT4 = OM A dF + OM' A\ dF' = (OM + OM') A dF
= OM, 5 A (2.dF),
olt M,y désigne le milien de AB. La contribution I ap de tout le coté AB

au couple T‘zo est donc :
TZA;B:f (dT‘zo—‘I‘dT‘zé)): WAB /\/ » 2.&?‘:6&_&3 AFAB
M, B MABB

Les contributions FGD et T‘ZGD du cdté CD aux éléments de réduction F

-}
et ' sont de méme :

ﬁCD == I.EB /\ \B;‘GD 4 et ﬁCD = mcn /\ ﬁGD'
Le torseur des forces appliquées au cadre est donc réductible & deux glisseurs

—ﬁm et _1301), qui ne sont autres que les forces de Laplace globales appliquées
aux cdtés AB et CD respectivement.

¢) Détermination des éléments de réduction F et \on. — Soit P le point
olt #'t rencontre le plan horizontal passant par O; désignons précisément

par 6 langle (6]3, G‘I\ZAB) et convenons de compter positivement le produit
II' quand le courant dans t't ale
méme sens que dans AB (et néga-

tivement, bien sfir, dans le cas N B
contraire). A//?%n
p =21 1 |

Le glisseur F ap est porté par M, 5P,
et a pour mesure algébrique sur cet
axe (dirigé de M,y vers P):

o - o

.

_ "
Fiap =1.(2a) 2. M, P Fic. 7-7 2°,
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De méme pour F)CD (axe McpP dirigé de Mg, vers. P):

J— 1/
Fop =1.(20) - 5?-"1\%?

11 est facile de constater (¢f. figure) que :

(MyzP=ay5—4.cos b

McpP =ay5 -+ 4.cos b

" Pour exprimer la résultante F, il peut étre est préférable d’en exprimer les
composantes X et Y, l'axe x'x ayant par exemple été choisi paraligle a

— . —
PO et de méme sens; désignant par o, et «, les angles (PO, PM,3) et
(55, ﬁch), il vient :

X. et FAB.COS Ky — FGD.COS 223

Y = — F,p.8in oy — Fep.sin o,

Les angles «, et o, sont donnés par :

0o — 2500 _ 4 2a—a.cosh
sinoy =—3rogr COS oy = + = MaP
. __ ,a.sinb _ ,2a+a.cosh
sin oy = 4 ————MCDpy COS &ty = + ~———-——~MCDP y

ce qui nous donne donc :
o mI'/  2-—cosb 2+cos@>
X=+" < 5 4cos0 "5+ 4cos
sin 6 sin 0
5—4cos® ' 54 4cosb

Y — 4t (4

ou bien encore :

X=pOII" —6.cos § Y=MH'_ 10.sin 6
w 25-—16.cos?0 w 25—16.cos?0

Le moment en O du torseur considéré est :
wa — > e >
Po = OMup A Fan + OMCD A Feps
Cest un vecteur axial vertical, dont la mesure algébrique sur z'z est:

To = + (Qa.sin o). Fap + (2a.sin «). Fep

i .(LOIII<___ sin sin0__>
To=2a._ 5 _dcos® 54 4cosb

donc :
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ou :

gl  —20.5in 6
To=a- = 5516 cos? 0
Application numérique : 6 = 600,
po = 4mw.10-7S.1.
I=10A
I'=100A = 102 A
1 oll’ _
cos 0 = = =g 200 = 4,104 S0
2 T
_V3
sin 6 = 3
a=10cm = 10-*m
d’otr
X=-—~4— 104 N Y=&-10‘4 N, I‘O_———47-10"4 mAN
7 3 W3

C’est-a-dire environ :

X~—057.10*N [ Y ~ 1,65.10*N | I'y~—0,33.102m AN

7-8*. ROUE DE BARLOW. — Un disque de cuivre de rayon R est libre de tour-
ner autour de son axe; un courant électrique d’intensité I arrive en son centre
et repart par un point de sa pérviphérie (l'axe est par exemple hori-
zontal, et le bord inférieur du disque est en contact avec dn mercure).
La roue est placée dans une région de UDespace on Uinduction magnéti-
que, uniforme, est paralléle & DPaxe. Calculer le couple exercé sur le disque.
Montrer que ce couple ne dépend pas de la fagon dont les lignes de courants
se répartissent dans le disque.

INpICATIONS. — Le calcul du couple exercé sur une roue de Barlow est fréquemment
fait en admettant que le courant passe en fait le long du rayon joignant le centre O
du disque au point de sa périphérie par lequel repart le courant; ceci se justific en
considérant une roue pleine comme la limite d’une roue formée d’un nombre fini
de rayons matériels, et pour laquelle la fermeture du circuit se maintient par commu-
tations successives (un rayon venant en remplacer un autre avant que ce dernier
n’ait quitté le mercure). Une telle assimilation n’est pas acceptable; pourquoi, ayant
4 leur disposition une étendue continue de matiére conductrice, les électrons
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tiendraient-ils absolument 2 se ruer tous ensemble par le chemin le plus court? Rien
ne permet de le supposer.

1l est donc plus correct de poser qu’a chaque instant les lignes de courant ont une

certaine répartition, caractérisée par la densité superficielle de courant ] == ](M 1)
en chaque point M et & chaque instant ¢ (¢f probléme 7-3). En régime permanent

pous pourrons admettre que cette répartition ne varie pas avec le temps : ] = ](M),

mais la seule chose que nous sachions en outre sur ] est que intensité sortant
d’une courbe fermée quelconque entourant O est égale & L

— SOLUTION —

Considérons un élément de surface dS du disque; & un instant ¢ donné, cet
élément de surface est situé en M et la densité superficielle du courant est

7(M), il est donc soumis & la force de Laplace :

df=7.dS A B
Le moment en O de cette force élémen-
taire est : ’

dT o= OM/\df OM/\(] dS/\B)
ou:

d¥,=(OM.B).7.ds — (OM.7 dS). B

—_— . .
Les vecteurs OM et B étant perpendicu-
laires, ceci se réduit a :

d¥y = —(OM.7.dS).B

.Le couple T‘zo exercé sur le disque est donc :
:\[1"0 =—\:é‘ . f/&(j—ﬁ.?.ds,

Iintégrale étant étendue 2 toute la surface du disque. Repérons sur le disque
la position du point courant par ses coordonnées polaires r et 0, l'intégrale

. S >
ci-dessus peut se mettre sous la forme (OM =r):

A = ES —_—— D
Fg=—8 - rn/e‘ ~"OM.J.r.dr.do
ou:

W r=R O=2m
r'o=—5. r,.dr-f For.dd
r=0 b=o0
f= 2 > o>

L’intégrale f j.r.do n’est auire que le flux de ] sortant du cercle de

centre O et de rayon r, elle est donc égale (par définition méme de ]) a
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Pintensité du courant sortant de ce cercle, c’est-a-dire & 1 si le régime perma-
nent est atteint : '

w r=R
FO=—B * I.r.dr
r==Q
ou:
9w o I;R_‘?‘ A
Fo=—=--B

7-9%. — Un barreau aimanté d’axe vertical z'z est coiffé par une boite eylin-
drique conductrice de méme axe pouvant tourner librement autour de cet axe;
cette boite est fermée a sa partie supérieure

et ouverte 4 sa partie inférieure; ses bords z,

inférieurs plongent dans une rvigole circulaive - R l

contenant du mercure. Un courant électrique \('3/\
d’intensité I arrive au centre O du disque 7

supérieur de la boite et s’écoule par les bords 7 N

inférieurs. Le flux magnétique total qui tra- / § +

verse la boite étant ®, calculer le couple qui
s’exerce sur la boite.

InpicaTiONs. — Du fait de la présence de
I'aimant, on ne peut pas assurer que les lignes
de courant sont radiales (sur la face supérieure
du cylindre), ni verticales (sur la face latérale).
On peut cependant tirer certaines conclusions de
la symétrie du systéme physique étudié. Comme
d’autre part le flux de la densité surfacique de

courant 7 (¢f problémes 7-3 et 7-8) sortant
d’une courbe fermée (tracée sur le cylindre)
entourant O est I en régime permanent, on
montrera que :

. . + >
— d’une part, sur la face supérieure, la composante radiale ;. de 7 a pour

module 1 a la distance r de O;

2nr
— d’autre part, sur la face latérale, la composante verticale 7 de 7 a pour module:

Fi1G. 7-9.

7R’ ot R est le rayon du cylindre.

— SOLUTION —

Quand un courant électrique d’intensité I arriveaucentre O du disque supé-
rieur et repart par les bords inférieurs, les lignes de courant ont sur la surface
du cylindre une certaine répartition caractérisée par la valeur de la densité

surfacique de courant _7 en chaque point de la surface de la boite cylindrique.
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Le systéme matériel étudié est invariant par une rotation quelconque autour
de z'z, ce qui permet de conclure que :

— Le moment en O du torseur des forces exercées sur la boite

cylindre est porté par z'z: c’est le couple T cherché, nous
en calculerons la mesure algébrique I

— La résultante F de ce méme torseur est portée par z'z égale-
ment (& moins qw’elle ne soit nulle).

— La répartition de 7 sur le cylindre est également invariante
par une rotation quelconque autour de z'z.

Soit € une courbe fermée tracée sur la surface du cylindre et entourant O
(aucune autre limitation n’est imposée & € : cette courbe peut étre tout entiére
comprise sur le disque supérieur ou sur la paroi latérale, elle peut tout aussi
bien chevaucher un nombre quelconque de fois le cercle qui les sépare). En
régime permanent, la densité surfacique de charges a une certaine répartition
indépendante du temps, et I'intensité du courant sortant de € est 1, or

I'intensité sortant de € est par définition le flux de j sortant de C:

N I——fjnds, | N ¢y

ol ds est élément d’arc sur la courbe €, et 7 le vecteur unitaire normal
sortant de € (vecteur normal & € mais tangent 2 la surface sur laquelle est
tracée €). Convenons de représenter points et vecteurs par leurs coordonnées

cylindriques r, & et z; nous avons signalé ci-dessus que 7 n’est fonction
que de r et z.

— Choisissons par exemple comme courbe € un cercle de centre O et de
rayon r tracé sur le disque supérieur; la relation (1) s’écrit :

1= 4 2nr.j,

— Choisissons maintenant comme courbe € un cercle horizontal (d’axe
z'z et de rayon R) tracé sur la paroi latérale; la relation (1) s’écrit:

[ =—2xR.j,

Le couple I' cherché est défini par une intégrale de surface :

I — A - e v::' A
k f.ﬁurface de la boite: QOM A (] as A B)’

on k désigne le vecteur unitaire choisi sur z'z, M le point courant sur la
surface de la boite, et dS I’élément de surface entourant M. Il est commode
pour le calcul de distinguer dans la relation ci-dessus les contributions respec-
tives T, et I', du disque supérieur et de la paroi latérale.
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10 Calcul de I'; (disque supérieur). — Introduisant le vecteur élément de

surface orienté c7§, nous pouvons écrire, sur le disque supérieur :
oA oA
k .dS = ds,

ce qui permet d’écrire I', sous la forme :

=
i disque supérieur:

Utilisant les propriétés du produit mixte, nous écrivons :

oM A (G A B)

oG

r = [f, OFLIG AB) A
ou:

]

~.¥

= [, OVLIG 28,5 — (8.8,

G

Les vecteurs 7 et dS sont perpendiculaires, le terme B .dS est I’élément
d®, du flux @, de B a travers le disque supérieur, et OM.7 =r.j;

. (- , 1
nous avons vu que, sur le disque supérieur, r.j, = z—, donc:

2
1%
= 2
20 Calcul de TI', (parei latérale). — Soit H la projection sur z'z du

point courant M de la paroi latérale; nous pouvons remplacer OM par la

somme vectorielle OH -+ HM, donc écrire I', sous la forme :

. o . 3
F2 =k f./p;aroi latérale : ¥, OH A (] .ds /\“B)
+ k f/paroi latérale : ga HM A (] .dsS /\ B)

s . ” A —_ « oy
La premiére intégrale est nulle car les vecteurs k& et OH sont colinéaires.
On peut d’autre part écrire sur la paroi latérale, faisant intervenir le vecteur

élément de surface orienté dS :

ey A

HM.dS = R.dS,
ce qui permet d’écrire I', sous la forme :

L=% [[[RBAGAB
X ,
ou:
r2=fﬁ, R.E.[B.38.7—G.d%.8]
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Les vecteurs 7 et dS sont perpendiculaires, le terme B.dS est Iélément
do, duflux @, de B a travers la surface latérale du cylindre, et 7?7 est

la composante j, de 7, dont nous avons vu qu’elle était égale, sur la paroi

. . I . L
latérale, a —5R 1l vient ainsi :
B L

2 2r

Le couple cherché est la somme de I'; et I',, nous le trouvons donc égal & :

10

T 2n

F:

ol @ est le flux magnétique total qui traverse la boite conductrice.

7-10%. POMPE ELECTROMAGNETIQUE. — Une conduite cylindrique, dont la section
droite est rectangulaive de dimensions a et b, plonge verticalement dans la
surface libre d’un métal liguide de-masse volumique . ~Les parois-de la condnite -
sont faites d’une matiére isolante, mais du
niveau du liguide jusqu’a une hautenr h les
parois opposées de largenr a sont rem-
placées par deux électrodes métalliques
planes de largeur a et de hautenr h. Dans
toute la région de lespace on se déroule
DVexpérience, Uinduction magnétique B est
uniforme, hovizontale et paralléle anx élec-
trodes planes.

A quelle hanteur hy.. s’éléve le liguide
quand on fait passer entre les électrodes un
courant électrique d’intensité 12

Application numérique : a =1 cm, 1 =200 A, B = 1 tesla, p. = 13,6 g/cm?,
g = 9,81 m/s*

INDICATIONS. — Le probléme est trivial si I’on admet que le vecteur densité de courant
est uniforme dans ’espace compris entre les électrodes, et nul en dehors (analogie
avec un condensateur plan). Il n’est cependant pas acceptable de négliger ici les
effets de bord, du fait de la présence de la grande masse conductrice que forme le
liquide autour et en dessous de la conduite (calculer la résistance comme résistance
d’un parallélipipéde de longueur b et de surface de base S = a.h n’aurait
pas grand sens). 11 convient donc de prouver que le module de la force de Laplace
s’exercant sur la colonne de liquide est IbB, méme si la répartition des lignes de
courants est quelconque.
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—— SOLUTION —

En I'absence de courant électrique, le liquide se trouve dans un état d’équilibre,
sous I'action de forces telles que la pesanteur, les forces de pression atmosphé-
rique, les forces de tension superficielle, etc. Ces forces ne se modifieront pas
si Pon fait passer le courant électrique, le liquide sera soumis & deux forces
nouvelles : la force de Laplace et le poids de la colonne liquide si celle-ci
s’éléve d’une hauteur A’ au-dessus de son niveau initial, nous ne nous préoc-

cuperons plus que de ces deux forces F et P.

La résultante ¥ des forces de Laplace exercées sur les différents éléments de
volume constituant le liquide est égale a :

F=[[[ya5 A8,

ou lintégrale triple est étendue a tout le volume U du liquide ol I n’est
pas nul. Nous ne connaissons rien de la répartition des lignes de courant,
sinon qu’elle doit respecter les symétries du systéme, donc en particulier
qu’une ligne de courant issue d’un point d’une électrode aboutit nécessaire-
ment au point en regard sur 'autre électrode. Certaines lignes de champ
péneétrent dans le liquide situé en dehors de la conduite, mais il est naturel de
penser que les forces de Laplace exercées & ce niveau (ou tout au moins leurs
composantes verticales) sont transmises (par Pintermédiaire des forces de
pression) 4 la colonne liquide comprise dans la conduite. Si Ie liquide est monté
d’une hauteur A’ dans la conduite, nous pourrons considérer cette colonne
liquide comme un systéme mécanique soumis a la force F etason poids P.

. . ro. A r . =2 ra .
L’induction magnétique B étant uniforme, la force F peut s’écrire :

o ([ff ) 13

La position d’un point du liquide est déterminée quand on sait sur quelle ligne

de courant (ou ligne de champ : E= p .?) et sur quelle surface équipotentielle
il est situé. Les surfaces équipotentielles et les lignes de courant sont ortho-

gonales, et 7 est paralléle aux lignes de courant; appelant dl et d§ rélé-
ment d’arc vectoriel sur les lignes de courant et le vecteur élément de surface
“équipotentielle orientée, nous pouvons écrire (compte tenu de ce que les

vecteurs ?, c_l7, 2§, sont parallgles):
7.d6 =73(dS.dl) = (G.dS).dl,

et calculer lintégrale triple comme l'intégrale curviligne d’une intégrale de

surface :
> - R ]
F= <‘ﬁ‘igne de courant 4/ * l/:/;quipotcntielle i.ds < AB
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En régime permanent, le flux de i traversant une surface équipotentielle
est I, et la force F s’écrit:

F=1:([@) A%

ce qui montre bien que F est verticale de module 16B, c’est-a-dire qu’elle a

B . iy T . .
la méme expression que si la densité de courant i était uniforme :

- = L r
Suivant le sens du courant, la force F est dirigée vers le haut ou vers le bas,

nous noterons positivement ’intensité I si le sens du courant est tel que F
soit dirigée vers le haut : '

|F| = |1|6.B et  |P| = wu.(ab.K).g,
ol k' désigne la hauteur de la colonne considérée. On observe que |F| est
supérieur ou inférieur & |P| selon que %' est inférieur ou supérieur & [p%%

Si I est positif, le liquide monte donc jusqu’a cette hauteur et s’y stabi]jse;
alors qu’il reste au niveau initial si 1 est négatif : x

I < 0’%’ hmnt = 0,,,,,wf.’ - ‘ e .A., 4,“,_‘..

I3 0= fpp = -3
" uea
Application numérique :
1 =2100A R
B=1T : : ' L, ' L
— 3 -3 —_—— o~

B | e =g
a=10"m

7-11. COURANTS AMPERIENS. — La structure d’une matiérve aimantée est telle
qu’nn élément de volume dG entourant un point quelcongue M du milien soit
assimilable & un dipéle magnétique élémentaive de moment : : '

ddt = T'(M).ds,

A ’ ) ” 3 ' ) ) oyw . [ ., v .
le vecteur T (M) étant défini en tout point du milieu (vecteur intensité d’aiman-
tation).
1° Montrer qu’nne portion de matiére aimantée crée la méme induction magné-
tigue que des courants vépartis dans tout le volume % occupé par Pairnant
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[densité volumique de courant : i), ainsi que sur la surface 9 [lmitant cette

> > =
portion [densité surfacique de courant: j,)|, les densités i, et j, étant
égales a :

i,=Tol(T) et J.=TF Am

Ed
ou n désigne le vectenr unitaive sortant
de la surface 9 au point considéré,
20 On définit le vectenr excitation magné-

tique H par la relation :

ﬁ == ‘11— \]?-—- \Sz : . . Fic. 7-11.
0

Montrer que la composante tangentielle de H se conserve & la traversée de
la surface d’un aimant qui n’est parconrn par aucun conrant réel. Cas général ?.

30 Milienx magnétiques linéaires, homogenes et isotropes. — L’intensité d’aiman-

tation J (M) définie ci-dessus est, dans le cas de certains mzlteux, proportion-
nelle & Pexcitation magnétique :

TM) = x,. HM),

on y, estune constante caractéristique du milieu (susceptibilité magnétique).
Montrer .que toutes les formules électromagnétiques valables dans le vide sont
transposables a un tel milieu magne’tique (sans tenir compte des dipdles magné-
tiques constituant le milien), a condition d’y remplacer le coefficient ., par
une autre constante ‘., caractertsttque du milien, que I’'on calculera en fonction
de ¥,

INDICATIONS. — On pourra remarquer et mettre & profit le parallélisme existant entre
ce probleme et celui ot est étudiée la polarisation des diélectriques (I-11, page 21).

On pourra démontrer préalablement la formule d’analyse vectorielle suivante :
‘ » 2 > A >
/AdS‘/\ a —‘/fﬁvrota.;a’b.

— SOLUTION —

1o 11 est équivalent de connaitre en tout point I'induction magnétique B
ou le potentiel vecteur A (I'induction est calculable par : B = rot _A>, et

réciproquement, compte tenu de : divA = 0); nous calculerons plutdt le
potentiel vecteur, exprimé par des formules plus simples.

Le potentiel vecteur que crée en un point quelcbnque P un dip6le magnétique
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&émentaire (de moment magnétique : dJR) placé au point M, est :
g — b dO A MP
-n: Mmp2
(¢f. exercice 7-4), Posant :

Le potentiel vecteur K(P) créé au point P par 'ensemble de la matiére
aimantée est donc:

K(P)=——§-T%-ffﬁﬁzr/;;.d‘6

Le potentiel vecteur _A>’(P) que créerait au méme point une distribution

volumique (densité : i, et surfacique (densité : ;a) de courants, est :

K= [l ff o

L’énoncé proposant pour les densité i, et }: les densités :

T.=10t(F) et J.=TAn

la formule ci-dessus s’écrit, compte tenu de ce que : n.dS=ds:
—_—
T

- [ (LD [ 05]

Cherchons & exprimer sous forme d’une intégrale triple ’intégrale de surface

Z:f‘/g;?;/\cfé;

multipliant 5 par un vecteur unmitaire quelconque u, il vient:

Z.Z:fﬁﬁ.(é/\&ﬁ):fﬁ(ﬁ/@).aﬁ

par application du théoréme d’Ostrogradsky, il vient :

B= ff/;v div (2 A 3).d% =-—f[_/;) .70t (). ds,

ce qui montre que :

|Y

Z:—ffﬁ)?a’t@).dﬁ
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Le potentiel vecteur K’(P) peut ainsi s’exprimer sous la forme :

K= ([0 a5 (3) ]

A o R

rot (a._Z) =qa.rot b -+ grada A b,

Or:

c’est-a-dire ici :

r

K@ -t [[fo AT a5

Les potentiels vecteurs K(P) et K’(P) coincident ainsi en tout point P, ce
qui démontre la proposition indiquée par I’énoncé.

;gf<—9->=~}7-ro (7)) +

11 vient donc:

20 1’induction magnétique B créée par P’aimant, égale au rotationnel du
potentiel vecteur, est égale a celle que crééraient les courants de densités i,

volumique) et 7 surfacique); elle vérifie donc les relations locales suivantes.
q a

—= A > . . . .
rot (B) = po.1, au sein de la matiére aimantée
A\}ft = ;1.0.7,1 A n alatraversée dela surface de I’'aimant.

Il est naturel de poser : %"(M) =0 & Pextérieur de 'aimant (absence de

dipbles). La composante tangentielle de %' sur la surface de I’aimant est nulle
3 Dextérieur et vaut, juste au-dessous de cette surface:

T M) = T M) — (FM).7).n,

ot M est un point quelconque de la surface 9, et n le vecteur unitaire
normal en ce point. De la définition du vecteur excitation magnétique :

oA

g-¥_y
o

» . - » ] . - .
nous déduisons la variation AH, de la composante tangentielle de ’excitation
3 la traversée de la surface de I'aimant (de lintérieur vers ’extérieur) :

AH, = A—PM [0 — (M) + (TM).7).7]
or : ’

AB, = o JulM) An=o.(3 An) An=po.[(F.m).n—T],

ce qui montre que :

AH, = 0
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Cas général. — S’il se trouve dans I’espace des courants vrais (par opposition
aux courants fictifs introduits au § 19, que nous appellerons ampériens),

. . riv A . - . . v
Pinduction magnétique B. est la somme de 'induction créée par ces courants
et de I'induction créée par les dipdles magnétiques, elle est donc égale & I'induc-
tion créée par la réunion des courants vrais et ampériens, et ’on pourra écrire :

Tot (f) = po.(i +1,) entout point de l'espace ol la densité volumique

de courants vrais est i.
3 2 i > . s
AB; = p.(j + /) A n & la traversée d’une surface parcourue par des

. . - >

courants vrais de densité surfacique j.

. A ket A > N « r»
avec: i =rot (J) et: j,==03 An; le vecteur J est nul & Pextérieur
de l'aimant, et généralement non nul A Pintérieur. De la définition du vecteur

. . o =2
excitation magnétique H :

B
. §
H-B
, Ko
il résulte que :
rot (ﬁ) == f en tout point (densité volumique de courants vrais : ).
"Zﬁ-ft = 7 A n 4 la traversée de toute surface (densité surfacique de cou-~
' rants : ;).

Les phénoménes magnétostatiques sont donc représentables par les équations
suivantes :

divB=0| Tot (H) =i

)

les vecteurs B et H étant liés par une loi dépendant du milieu ol se déroulent

les phénoménes étudiés (le vecteur 5 dépend généralement de B etdela
nature et ’état du milieu, mais aussi de I’histoire de ce milieu : phénomene
d’hystérésis).

30 Si dans un milieu les vecteurs 3 et H sont liés par :

TM) =y, HOM),

Pexcitation magnétique H vérifie (d’aprés sa définition méme) :
H-B_y_B_ y
g
to o ™
ce qui peut s’écrire :
B=upH
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en posant :

po= . (1 4+ %)

Les propriétés locales de I'induction magnétique B sont alors caractérisées
par : '

divB=0| rot(B)=p.7

A > >

AB, =0 | AB,= .7 AT

relations identiques a celles démontrées dans le vide, au remplacement prés de
la constante universelle w, par la constante p (caractéristique du milieu).
Il en est de méme pour les diverses conséquences de ces équations, par exemple
pour la loi de Biot et Savart, ou pour le théoréme d’Ampére.

REMARQUES. — 1° La similitude entre le probléme traite ici (matiére aimantée)

et celui traité pages 21 a 23 (matiére polarisée) est évidente; il est 4 noter cependant
. . R A =

que si nous faisons correspondre 101 B é E et H a D, d’autres présentations

associent par contre HaEe B a D d’autre part les constantes x, et x.

ne se correspondent pas formellement, ni les vecteurs ;} et P cela tient en partie
4 des questions d’usage, en partie au fait que les phenomenes magnétostatiques et

electrostathues ne sont pas entiérement comparables (E est un champ newtonien,

B ne Iest pas).
2° 1 excitation magnethue H créee par les courants ampériens fictifs est un champ

de vecteurs newtonien (rot H= O), on peut donc lui appliquer I’étude faite dans
le probléme 1-11, ce qui conduit 4. introduire des « masses magnétiques.», corres-
pondant aux charges électriques; ces masses magnétiques constituent un fort élégant
et-pratique moyen de calcul; mais ne semblent correspondre A aucune réalité physique
intrinséque, au contraire des charges électriques.
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8. PHENOMENES
ELECTROMAGNETIQUES
DEPENDANT DU TEMPS.
INDUCTION
ELECTROMAGNETIQUE.
AUTO-INDUCTION.

ACTIONS ELECTROMAGNETIQUES
ENTRE CIRCUITS |

8-1. — Sur deux rails rectilignes paralléles hovizontaux XX' et YY', de
résistances -négligeables, sont.placées._deux barres.mobiles_horizontales AA, et
A’A! perpendiculaives aux rails. La dis-
tance des rails est = 10 cm, la résis-

Ay Y
Y i L Y,
o) TE" tance de la partie de chaque barre comprise
= > entre les denx rails est R =1 ohm, chaque
X ° X’ barre a une masse m =10 g.
/ 7/
A Al

L’ensemble étant soumis & Daction d’un

Fic. 8-1. champ magnétique vertical uniforme d’in-

duction B == 1 tesla, on déplace la barre

AA,, en Papprochant de A’A}, avec une vitesse constante v, normale @ AA,.
FEtudier le mouvement de A'A;.

Application numérique : vy, = 20 cm.s™%
— SOLUTION —

Une orientation sur le contour AA’AjA, ayant été choisie (par exemple de
A vers A'), nous écrivons le flux d’induction @ traversant le circuit
AA'AA; :

® = B.l.AA’
1l apparait au cours du mouvement une force électromotrice E dans le cir-
cuit, et cette f.é.m. est égale a :

__ 4% _ gy dAA_ -
E_____.dt_ BI. 7 Bl.(v — vy),
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ol v estla vitesse de la barre A’A] (comptée positivement si elle est de méme
sens que la vitesse imposée & AA;). Négligeant (faute d’information supplé-
mentaire) les phénoménes d’auto-induction, nous écrivons qu’il apparait
un courant d’intensité :

E B/

I T e ST i S g ——

R AR TV
La barre se trouve soumise a I’action de la force de Laplace -15, dont la mesure
algébrique est égale 4 :

1B =B
F==1IB == .2R-(V Vo)

Cette mesure algébrique est d’autre part (relation fondamentale de la méca-~
nique) égale a :
dv

F::m--d—i

La vitesse cherchée v est ainsi solution de ’équation différentielle :.

dv , B Cy— B22 )
dt ' 2Rm 2Rm

Vg ==

Si la barre A'A{ est initialement immobile, il vient :

B2 4
=vo.(1—e #Rm

Application numérique :

B=1T

R=1Q

I =10"1m =3 y==0,2.(1l — e %) m.s1
m = 10"%kg

Vo =2.10"1m.s?

8-2%, POMPE ELECTROMAGNETIQUE. — On considére la pompe électromagnétique
décrite dans Pexercice 7-10 (page 158). Le liquide se-déplace dans la conduite
avec une vitesse v. Le circuit électrique extérienr, qui se ferme dans le liguide
gréce aux électrodes, a une résistance totale R et comporte un générateur de
f.é.m. constante E. Exprimer, en fonction des données, la pression p d’origine
électromagnétique exercée par la pompe sur le liquide.

On montrera que p s’annule pour une certaine vitesse v,; interpréter les cas :
v>v, et v<O0,.
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InpicATIONS. — Le milieu conducteur etant mobile dans une région de 1’espace ot

régne un champ magnétique d’induction B il apparait entre les électrodes en champ
electrornoteur

.
E, —v/\B

et la force électromotrice totale du circuit est, non pas B, mais E +¢, ol e
est la circulation du champ électromoteur le long d’une ligne de courant joignant les
deux électrodes. On peut également interpréter ce fait en faisant intervenir le flux
coupé par le liguide conducteur en mouvement (ces deux méthodes sont équivalentes).

~ — SOLUTION —

Nous avons vu lors de la résolution de I’exercice 7-10 que le liquide était
soumis & une force de Laplace paralléle 4 ’axe de la conduite, et de module :
F = IbB
Nous noterons positivement la v1tesse v du liquide si elle a le méme sens que

F, négativement dans le cas contraire. Au sein du liquide compris entre les
électrodes reégne le champ électromoteur

La portion de circuit comprise entre les électrodes est donc le siége d’une force
€lectromotrice e égale a la circulation du champ électromoteur le long d’une
ligne de courant joignant les deux électrodes :

= — by.B
L’intensité I du courant dans le circuit est donc :

E+e
I=7%

1 .
=R (E—0bv.B),

ce qui permet d’exprimer la force de Laplace F. Sil’on considére la colonne
liquide comme formée de plusieurs colonnes juxtaposées, on peut dire que la
force F estla somme des forces de Laplace appliquées aux différentes colonnes
et ces forces composantes sont proportionnelles aux surfaces des sections
droites des colonnes composantes correspondantes. Pour cette raison, mais
surtout pour des raisons de commodité et d’habitude, on mtrodult Ia notion
de pression d’origine électromagnétique :

11 vient ainsi :
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Cette pression p est une fonction décroissante de -v, qui s’annule pour
y=7v,; Ol:

E
b.B

Vo =

Le cas v > v, se produit quand une autre pompe (de nature quelconque)
en série force le liquide & dépasser la vitesse vy. La pompe étudice freine alors
le liquide (p < 0).

Le cas v < 0 se produit quand une autre pompe en opposition confére au
liquide une vitesse négative, la pompe étudiée freine le liquide, encore plus
efficacement que dans le cas précédent (pour une méme valeur de |v)).

8-3. — Un fil rectiligne vertical XX' est placé dans le plan d’un cadre carvé
vertical ABCD de cété a = 10 ecm. Le cété vertical AB le plus proche du
fil XX' est situé a la distance d=35 cm
de celni-ci. Calculer Pinductance mutuelle de
Densemble fil-cadre. B c

X)

~— SOLUTION —

Supposons qu’un courant électrique d’inten-
sité I parcourt le fil XX', et calculons
le flux & travers le cadre de Pinduction ma- X1
gnétique créée par ce courant. L'induction

o

el

FiG. 8-3.

magnétique B enun point du cadre situé & :
la distance r du fil est normale au plan du cadre et a pour module :

- bl
B 2rr

Le. flux de f 3 travers le cadre est :

0] =ff§'21’§ =fr=d+a—-“91—' . a.dr,
r=d 2r.r :

= Bl d+a
<I)——27r a.Log 7

c’est-a-dire :

L’inductance mutuelle de Pensemble fil-cadre est donc :

d+a
T

=

oa

'M=—(i-)-= . Log

N
|
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Application numérique :

to == 4w.10-7S.1.
a = 10"1m =3 M = 2.Log 3.10-8 ~ 2,2.10-® henry.
d =5.102m

8-4*. — Une bobine torique comporte N spires. Chaque spire, ABCD par
exemple, est de forme rectangulaire et a pour dimensions : AB = CD = a,
AD = BC = b. Chaque spire se
déduit de la précédente par une
rotation d’angle 2=/N autour
d’un axe A du plan de la spire,
paralléle & AD et situé a la dis-
tance R de ce c6té. Les spires
sont reliées entre clles et la bo-
bine est fermée sur elle-méme.

1° Calculer Pauto-inductance de
ceite bobine.

20 Un fil rectiligne illimité coin-
cide avec Paxe A; calculer Uin-
ductance mutuelle de ensemble
Fic. 8-4. fil-bobine. Que devient cette in-

ductance mutuelle lorsque le fil

rectiligne, tout en traversant toujours la bobine, ne coincide plus avec 'axe A?

INDICATIONS. — 1° Le systéme physique étudié est invariant par toute rotation d’angle
k% (keZ) autour de A, il en est de méme pour I'induction magnétique B créée

par la bobine. Sile nombre N est grand, nous pourrons admettre que I’induction B
est invariante par foute rotation (d’angle quelconque) autour de A, c’est-a-dire que
les lignes d’induction sont des cercles d’axe A. Le calcul de B par P’application du
théoréme d’Ampére est alors trés facile, et le calcul du flux propre ®, = L.I égale-
ment,

2° Le calcul de I'inductance mutuelle M de 1’ensemble fil-bobine se fait simplement
en calculant le flux A travers la bobine de I'induction magnétique créée par un courant
électrique circulant le long du fil (¢f. exercice précédent). Le fil peut étre considéré
comme faisant partie d’un circuit se fermant 2 I’infini, et 'inductance mutuelle M
pourrait aussi étre calculée par I'intermédiaire du flux, & travers ce circuit, de ’induc-
tion créée par un courant circulant dans la bobine.

— SOLUTION —

10 L’induction magnétique B créée par un courant circulant dans la bobine
n’a pas vraiment la symétrie cylindrique autour de A (symétrie que possede-
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rait une répartition torique de courants superficiels de densité surfacique
constante en module); nous l’admettrons cependant si le nombre N est
grand (approximation analogue 2 celle que I'on fait pour un solénoide droit
formé de N spires). Dans ces conditions, les lignes d’induction sont des
cercles d’axe A, et Papplication du théoréme d’Ampere & une ligne d’induc-
tion de rayon r donne:

wo.NI si la ligne d’induction passe & travers chaque spire,

2nr.B = . . . . .
0 si la ligne d’induction ne traverse aucune Spire,

d’oun :
B o5 en un point intérieur au tore, situé a la distance r de A,
= ¢
0 en tout point extérieur au tore.

Le flux magnétique traversant une spire est donc :

r—-—R+ay.0NI R+a
cpp_/rzh Wt b.dr =0 NIb. Log= 3

Le flux propre @, traversant toute la bobine est : @, =N.q, et I’auto-
inductance cherchée L est par définition le rapport @,/1 :

poNZb
2

R+4a
R

L-—-'N?ii’= - Log

20 Si le fil est parcouru par un courant d’intensité I, il crée en un point distant

de r une induction magnétique B orthoradiale de module :

[l

o Hod
B_Zvrr

Le flux de B traversant une spire est :

-—fr_‘nﬂp“’l b.dr = 2 . Ib. LogR+a

2rr

Le flux de B traversant toute la bobine est : @ = N.g, et I'inductance
mutuelle de Pensemble fil-bobine est par définition le rapport @/I:

@ _ tolND
1 2

R+a

M=N R

. Log

On peut considérer le fil comme faisant partie d’'un circuit plan se fermant a
Pinfini, et la bobine découpe sur ce plan une surface rectangulaire identique
a la surface d’une spire. Si un courant d’intensité I circule dans la bobine,
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- . \ﬂ rr h . . -
nous savons que.l'induction B créée est nulle A ’extérieur du tore, le flux de
A o . . . . . -

B' & travers le circuit plan est :

, — koNBL ;R +ta
= 2 Log R

Ce flux est le méme tant que la bobine traverse l€ circuit plan, il ne dépend
donc pas de la forme du circuit, et en particulier de la position du fil tant que
celui-ci traverse la bobine : I'inductance mutuelle M ne dépend donc pas en
fait de la position du fil.

‘

11 est facile de voir que I'inductance mutuelle de ’ensemble constitué par la bobine
torique et un circuit filiforme s’enroulant autour du tore est #M, ou 7 est le nombre
de tours qui fait le circuit filiforme autour du tore, et ce, quelle que soit par ailleurs
la forme du circuit filiforme.

8-5%. — On considére le solénoide constitué par un ressort vertical de raidenr

'k, de longuenr 1, et comprenant N spires de surface S,

et dont Dextrémité supérieure est fixe. Un poids étant
suspendu a Uextrémité inférieure, le ressort s’allonge de
ly a L ‘ ' o

On fait passer un courant continu d’intensité I dans le
solénoide, quelle est la nouvelle longueur 1 du vessort?

Application numérique : k = 0,628 Njm, S = 10 cm?,
N=100, ly=10cm, I =20 em, 1= 10 A.

INpICcATIONS. — Le ressort a atteint initialement une lon-
gueur [ telle que le poids et la.force de tension s’équili-
braient. Quand on fait passer un courant d’intensité I, il
apparait des forces intérieures électromagnétiques dont 1’effet
est d’augmenter I"auto-inductance du circuit: le ressort atteint
une nouvelle longueur [’ telle que le poids (qui n’a pas
changg), la tension (proportionnelle 4 I’allongement) et ces forces électromagnétiques
s’équilibrent. ' o . A
Rappelons que I’énergie électromagnétique emmagasinée par le circuit est :

Fic. 8-5.

V = é- LI2 |
La force électromagnétique exercée sur ’extrémité infériétiré est :
.:,f‘z—l—(g_r:aﬁW)I, . . P
la dérivée.étant prise a intensité I constante (Ceci se démontre, rappelons-le,.en écrivant
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que la variation de l’énergle W au cours d’un déplacement & intensité constante
est la somme du travail mécanique fournie par I’opérateur et du travail électrique
supplémentaire dépensé pour maintenir 1’intensité I constante).

— SOLUTION ~—

Orientons la verticale, par exemple vers le bas. Si la longueur du ressort est x,
la force de tension exercée sur un corps a l’extren:ute 1nfemeure a pour mesure
algébrique :

T=—k.(x— lo) :

En Pabsence de courant, la longueur du ressort était égale & J, c’est que le
poids imposé et la force de tension s’ethbralent la mesure algébrique du
poids est donc :

P= 4 k.(I—1y)

La nouvelle longueur du ressort 2 Péquilibre étant /', la force de tension a
alors pour mesure aloebnque . '

T——k.('—1)

En présence de courant, ’extrémité inférieure du ressort se trouve soumise 2
une force supplémentaire dont la mesure algébrique est :

o L [3W\ I /aL\ .
F_+(ax>1 T2 <8x>.-,"
o=

ou W représente I'énergie. éleciromagnétique: emmagasinée dans le circuit,
et la dérivée partielle est prise & intensité comstante.
N2S |

Comme Co L_}.—v.—y,o..' 7

il vient :

. "”Iz NS
F= — Mo 7~ 3 ll2 TR

et l’equlhbre du ressort (de longueur l’) 8 ecnt

F+P+4+T=0
c’est-a-dire : C
I NS
_“02 Z/z +k(l—ll)—0
ou bien encore :
B NS

I8 — 12 4 =0/ -

2k
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Application numérigue :

o = 4. 107

I =10A

N = 102 P-OIZN2S o

S = 10-3m? — g =000
k = 0,628 Nm

I =02m

Une solution évidente de :
1" —02.'"+ 0,001 =0
est: I, = 0,1 m, les autres solutions sont alors racines de:
'*—0,1.'—0,01 =0,
donc sont :
b=016m e [j=—006m
Nous pouvons éliminer a priori la solution [j, les deux solutions I et Ij

sont physiquement acceptables. La stabilité des équilibres correspondant a ces
deux solutions est caractérisée par la premiére dérivée non nulle de la fonction :

fO=FO+TO+P

résultante des forces appliquées & I'extrémité du ressort (cette expression
n’est valable que pour [ > I, le signe de la tension change pour [ < [;).
Or cette fonction est de la forme :

fy=—8—nI+C

ol1 les coefficients A, B, C sont des constantes positives. La fonction f(J)
est une fonction croissante puis décroissante de I, donc:

b g
< dl)z:t; >0 et <dl >l:"2 <0

ce qui montre que la valeur /; correspond 2 un équilibre instable, alors que la
valeur I} correspond & un équilibre stable. Nous retiendrons donc seulement
la solution :

'~ 0,16 m

8-6*, CABLE COAXIAL. — Un céible coaxial est formé de deux tubes métalliqgues
d’épaisseurs négligeables, dont les rayons sont R; et R, respectivement.
Le conducteur intérieur est parcouru par un couvant d’intensité 1, le tube
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extérieur servant de fil de retour est parcouru par la méme intensité (mais en
sens contraire).

I° Calculer auto-inductance L, du cible LE;‘
par unité de longueur.

B
[S)

o
20 Calculer la capacité C, par unité de N

longueur. 7 & o
InDICATIONS. — 1° L’auto-inductance cher- 7 \\ ? A
chée est par définition le rapport L, = @,/I, N .

oli @, est le flux propre par unité de lon- \\1: A 11

gueur. Le circuit n’étant pas filiforme, nous § 1
ne pouvons appliquer la définition habituelle I

du flux. Le plus simple pour pallier cet incon- Q\

vénient est de considérer le circuit comme la / N

limite, quand N tend vers linfini, d'une 1% AN N 7 PR, -
bobine torique formée de N spires, et oil cir- N 7

cule un courant d’intensité i =I/N; on ,

peut également utiliser la définition plus so- 4

phistiquée introduite dans certains cours %

Une méthode complétement différente consiste FiG. 8-6.

4 remarquer que ’énergie électromagnétique

emmagasinée par unité de longueur est T'IZ—IaLl’ mais que c’est aussi 'intégrale

de surface dela densité volumique d’énergie magnétique, égale & v_vm = B?/2u, (inté-
grale étendue 2 la surface de section droite comprise entre les deux conducteurs).

2° Le calcul de la capacité par unité de longueur ne pose aucun probléme; il est
d’ailleurs fait dans tous les cours (condensateur cylindrique). Cette capacité par umt.é
de longueur peut 3ussi &tre calculée par intégration de la densité volumique d’énergie

électrostatique w, = g,E2/2,

— SOLUTION -

10 Le systéme physique étudié présente la symétrie de révolution autour de I'axe
commun A des deux cylindres, on peut en conclure que les lignes d’induction
sont des cercles d’axe A. L’application du théoréme d’Ampére & ces lignes
d’induction montre que le module B de 'induction est, en un point situé 4 la
distance r de A:

0 si r<Ry
B— -2%- si R,<r<R,
0 si r> R,

Le calcul de 'auto-inductance L, par unité de longueur peut se faire essen-
tiellement de deux fagons différentes :

a) Calcul direct. — Pour calculer le flux propre d’induction ®, par unité de
longueur, on peut considérer le circuit comme la forme limite, quand N

1. Cf. JOYAL-PROVOST, Cours d’Electricité, pages 398-399, Masson et C'°, éd.
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tend vers Iinfini, d’une bobine torique comprenant N spires filiformes :
chacune de ces spires se compose de deux fils rectilignes paralltles & ’axe A,
'un situé & la distance R, de cet axe, et I'autre (fil de retour) a la distance R,;
chaque spire se déduit de la précédente par une rotation d’angle 2=/N autour

de A, et il passe un courant d’intensité i __I%I dans la bobine, donc dans
chaque spire.

Le flux d’induction par unité de Iongueur traversant chaque spire composant la
bobine a pour limite quand N tend vers I'infini (et i vers 0, le produit’ Ni
restant égala I):

_ A A - rﬁﬂg-MONi ) !.LQNZ
e ffspire B.d5 A/r‘:Pu 2rr dr = : LogR

le flux propre par unité de longueur est donc au total :

®, = N.o, = “ENlLoggi

et "auto-inductance par unité de longueur dela bobine formée de N spires est:

- wp.oN R,
z' o Lol R,

I

Il est ici extrémement important de noter que le flux magnétique traversant
un circuit ou I'auto-inductance de. ce circuit nest pas une fonction zntrmseque
de la répartition des densités de courant; ces paramétres dépendent de la fagon
dont on considére qivest formé le circuit. L’énergie W, par unité de longueur,
fonction d’état s’il en fut, est bien, elle, une fonction intrinséque de la répar-
tition des densités de courant; selon que I’on considére le circuit comme un
circuit non filiforme ot circule une intensité 1, ou qu’on le considére comme
un circuit filiforme (ou mrcule une intensité i) s enroulant un certain nombre
de fois, on écrira : _
W, — —;—L112 ou W,= —2—11 2

ce qui montre que l'auto-inductance L, par unité de longueur cherchée est

égale 4 :
— iN* 4L to R,
Li=h- (I)l_N2 Zﬂ:LOgRl

Une fagon générale de définir le flux magnétique traversant un circuit non
filiforme est de considérer ce circuit comme la juxtaposition de circuits quasi-
filiformes de sections ds;,, dans lesquels passe l'intensité dI = i,.ds,, avec:

s (section totale) = f ds,, et I (intensité totale) = f dI
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La définition du flux magnétique @ est alors :

@:/f@k.%, )

la définition du flux @, étant celle introduite pour un circuit filiforme (et ne

posant donc plus de probléme). Dans I'exemple qui nous intéresse ici, le

découpage en circuits filiformes élémentaires se fait en découpant la surface

de chaque conducteur en bandes verticales limitées par I’angle au centre 40,
do

et parcourues par l'intensité dI = ——1; les flux @, sont ici tous égaux a :
P I k
1 R
(I)I: = %S‘C— . Log Ef,
et la formule (1) se réduit 2:
o Q= (ch:

donc :

Cette méthode, que nous qualifierons de « générale » n’est visiblement paé
fonciérement différente de celle utilisée plus haut.

b) Calcul indirect. — L’énergie magnétique par unité de longueur emmaga-
sinée par le circuit est égale 3 : '
1
W, = 5 L, .15
mais I’on sait que cette énergie est localisée dans tout I’espace avec une densité
volumique égale 2 : ' : '

- B2
Wy = 2(.1.07

= [

ol l'intégrale de surface est étendue i tout un plan normal a 'axe A, Comme

donc :

. . R ’ . . - r . ) » r
nous avons vu que I'induction B était nulle & Pintérieur du conducteur inté-
rieur et & Pextérieur du conducteur extérieur, et qu’entre les deux conducteurs
elle était orthoradiale de module :

—

B =E0‘“7
T

il vient simplement :

o (TR 1 [ul\?
wl-—frzm B (27:)‘) 2ur.dr
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C’est-a-dire :

W ol® R,
17 4y Log R,
donc :
2W R,
L]_ _‘—12—1_‘5-0‘ . LOg—2

2° La capacité par unité de longueur du céble est celle d’un condensateur cylin-
drique, qu’on sait égale & :

_ 2me,
Cl - L Rz
0g

R,
Signalons simplement le calcul indirect, par I'intermédiaire de I’énergie élec-
trostatique. L’énergie électrostatique par unité de longueur emmagasinée par
le cable est :

ot A; est la charge portée par I'unité de longueur du conducteur intérieur,

mais on sait aussi que ’énergie électrostatique est localisée dans tout ’espace
avec la densité volumique :

— €0E2
W, = =5

‘ 2
donc que :

— [ =E
wel_ff = .ds

Le champ électrostatique E est nul & Pintérieur du conducteur intérieur et &
Pextérieur du conducteur extérieur; entre les deux conducteurs, il est radial de
module :

N
T 2me,r
Il vient ainsi :
. . I‘,'-:-'Ri_s_g‘ —ﬁ_ 2 .
Wa _/r‘=n, 2 <27‘50"> Zrr. dr
C’est-a-dire :
N Ry
Vet = e, - LOBR,
donc :
C — N 2mg,
1w, R,
Log R,

Remarquons que le produit L,C, est égal & g4pq, donc que L,C;.c%== 1.
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8-7%, DIPOLES MAGNETIQUES.

10 Un circuit filiforme C assimilable a un dipdle magnétique (O, 51) de moment
magnétique 51 (cf. probléme 7-4), est placé en un point O o induction
magnétique est B. Définir et déterminer Pénergie mutuelle du diple et du

champ. Déterminer les éléments de réduction en O du torseur des forces
appliquées au civeuit C.

20 Deux circuits filiformes C, et C, sont assimilables a deux dipdles magné-

R A ) s 52 52 . r
tiques (Oy, IMy) et (O, JMy) de moment magnétiques OV, et Wy, et situes
a la distance 0,0, =r I'un de Pautre. Exprimer en fonction des vecteurs

| —— > ’ . . .
M,, I, et 0,0, = r Dénergiec mutuelle des deux circuits.

Déterminer les éléments de réduction en O, du torseur des forces appliquées au
circuit C,; on exprimera la résultante comme une combinaison linéaire des

A NA >
vecteurs OW, O, et T.

INDICATIONS. — 1° On appelle énergie du circuit dans le champ, ou énergie mutuelle
circuit-champ, le travail qu’il faut fournir pour amener, de facon réversible, le circuit
d’un endroit ot ’induction est nulle (par exemple Pinfini), & sa position actuelle
ot le flux a travers le circuit est ® (flux de I’induction extérieure : compte non tenu
du flux propre). On pourra dans tout ce probléme s’inspirer de ce qu’on fait en élec-
trostatique & propos des dipdles du méme nom.

2° On pourra utiliser les résultats du probléme 7-4, et en particulier I’expression
A

de B démontrée au § 4°:

A W 5']"‘1 A D 7

s [——- 1301 7). -]

4 r® d

Pour exprimer la résultante sous forme d’une combinaison linéaire des vecteurs
5‘?‘11, 5"17,2 et 7, on pourra utiliser les résultats suivants :

grad (a.b) = a.grad b + b.grad a

et: — . > >
grad (r .a) = a quand le vecteur a est constant.

— SOLUTION —

10 SiI’on améne de Pinfini (ou de toute autre région de ’espace ol I'induction
magnétique B est nulle), de fagon réversible, un circuit rigide € a sa position
actuelle (ol le flux & travers le circuit est @), le travail fourni par 'opérateur
est I'opposé du travail des forces électromagnétiques, lequel est égal a :

B, = 1D,
ot 1 est I'intensité du courant circulant dans le circuit. Le travail fourni par

I’opérateur sera, par définition de celle-ci, I'énergie mutuelle du systéme cir-

cuit-champ
W=—56,,=—I1@
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Sile circuit € est assimilable & un dipdle magnétique de moment J% placé au

point O ol Pinduction est B (compte tenu de tous les circuits présents, sauf
le circuit €), cette définition de I’énergie mutuelle devient :

W=—I0=—IB.F =———(IS).B

(On admet que Pinduction B est la méme en tous les points du circuit). Dot :

A

W=—5%.B|,

formule analogue & celle donnant 1’énergie mutuelle dipdle électrostatique-
champ électrostatique (W, = ———-?E) Pour calculer les éléments de réduc-
tion F et \I‘zo en O du torseur des forces appliguées au circuit €, on peut
écrire que le travail du torseur [F I‘O] est égal & la dzmmutzon de I’énergie
mutuelle W.

a) Calcul de la résultante F.— Lors d*une translation élémentaire (de vecteur

dl) du circuit €, le moment magnethue OTL du circuit ne change pas, mais

I'induction magnethue B 3w centre O du dip6le peut changer; l’energle
mutuelle W varie dans ces condmons de : : '

dw—i’v—v dx + dy+——.dz=~ﬁféw.?i7

Le travail du torseur con51dere se redmt au travall de la résultante :

S =F.dl

De la relation : 86 = —idW,. nous_déduisons : -

F = -+ grad O B)

= b r
Les coordonnées F,, F,, F, de F dans un repére orthonormé sont :

°F ToE | oF
F,=+Jit - Fy=+5“n..a—-y F,=+J. 2=
b) Calenl du moment \on en O. — Lors d’une rotation élémentaire (d’angle

d6) autour d’un axe de vecteur unitaire k le moment magnethue :m du
circuit tourne avec lui, donc varie de : : : '

A =T do A SR
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Le vecteur induction B reste invariant, I’énegie mutuelle varie donc de :
" dW=—B.dM =—(Fdo A).B =R A B).F a0
Le travail du torseur considéré se réduit au travail du moment I'y :

8 = T'y. % do

De la relation : 86 = —dW, nous déduisons:
\ﬁo = 5?(, /\ \:-Bz

20 L’énergie mutuelle du systéme formé par les deux circuits est par définition
¢gale au travail qu’il faut fournir pour amener, de fagon réversible, chacun

des deux circuits d’une région de I’espace ot induction B est nulle 2 sa
position actuelle; on peut par exemple dans un premier temps amener le
premier circuit de I'infini jusqu’a sa position actuelle ou, faute d’autre circuit,
I'induction est toujours nulle : cette premiére opération ne nécessite aucun
travail; on aménera ensuite le second circuit jusqu’a sa position actuelle, ce qui
nécessite un travail G (le premier circuit étant déja en place). Ainsi I’on cons-
tate que I’énergie mutuelle W d’un systéme de deux circuits est égale & 'éner-
gie mutuelle d’un circuit et'du champ créé par I’autre, telle qu’elle a été définie
au § 1°: ot ot
= —JI,. By = — Ji,. B,,

ou \ﬁ‘l est I'induction magnétique créée en O, par le circuit €, et §2
Pinduction magnétique créée en O, par le circuit C,.

Nous avons démontré dans le probléme 7-4 (§ 4°) une formule donnant I'induc-
tion magnétique B crége par un dipdle magnétique. Posant 0,0, = ;,
il vient ainsi : — >

g I s T
B, —to. [-—-’51 +3(Dn1.r)ﬁ]

Nous trouvons donc I'énergie mutuelle cherchée égale 2 :

W be | [y, OR.HGR,.T)
4r r3 rd

Les éléments de réduction en O, du torseur des forces appliquées au circuit
€; se calculent comme au § 10 :

F2 = —grad, W, \f“a 0: =~ 5“]12 A §1

(l'indice 2 du gradient indique simplement qu’on considére pour son calcul
les coordonnées de O, comme variables, et celles de O, comme constantes).
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. . A - . .
Nous n’expliciterons pas le moment I'y,, dont I'expression ne se simplifie

s r r * r =
guére, et nous nous imteresserons plus spécialement a la résultante F, :

= — (5T, I s T Oy 1))
F2=—E-Q~§——grad< 1’:3 2>+3gra’d[ 1.rr.5 2: ]

Rappelons que : . .
) grad (a.b) = a.grad b + b.grad a

3 . >
11 est évident que si le vecteur @ est constant, l'on a :
2 >
grad (@a.r) =a
w A, ) = y .
Les vecteurs Jit; et I, étant constants (pour le calcul de F,), nous écrivons

la résultante _132 sous la forme.
- - oA aAt —_— 1 A > A > 1
F, = %‘;c" . [—(onl.m‘cz).grad <—'—3> +3(n,. r).(OW,. r).grad (—r-s—> -+

Ful) == s =, 2 ORed) === s %
3(____)rr1,’ . grad (:mz.r)+3——:,;—r)-grad (9111-")]

Or:

1 > — 1 >
r r
grad <F‘> =—3r—5'1 grad <F> =——5—’7
et : P 1 > J— >
grad OR,. r) = My, grad Oft,. r) = S,

. = . pe N | ‘
Regroupant dans ’expression de F, les termes colinéaires & Ji, I, et r
respectivement, nous obtenons finalement :

T g [3(51’-‘¢1.o“w.2)_._-1;25- (5?11.7).(5”112.?)] ?+3(5ﬁz.7).5ﬁl+3(5’n,1.7).3“i‘12§

REMARQUE IMPORTANTE. — L’énergie mutuelle W introduite ici peut &tre écrite :
W= —1,.0, = — 1,.0,,

ot I, est P'intensité du courant circulant dans €,, et @, le flux & travers C, de
I*induction magnétique créée par le circuit €, (définitions analogues pour I, et
®@,). Or on considére généralement comme énergie mutuelle de deux circuits la
quantité :

W= +1;.9 = + I,.0, (= MI,I,)

Ce n’est ni une faute de signe, ni une question de convention de signe. C’est que dans
le premier cas (celui qui nous intéressait ici), on ne considére que le travail mécanique
fourni par I’opérateur, ne cherchant pas & savoir ce qui crée les moments magnétiques

5’&1 et ﬁz des deux dipdles, on considére ainsi les deux dipbles comme des données
intrinséques du probléme. Dans le second cas par contre, on s’inquiéte du surplus
énergétique dépensé par les sources afin de maintenir constantes les intensités dans les
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deux circuits, et 1’on appelle énergie mutuelle W’ la somme du travail mécanique
G = W dépensé par ’opérateur et du travail électrique G, fourni par les sources
(nécessité de forces électromotrices complémentaires pour compenser 1’apparition
des f.é.m. d’induction); pour le malheur de Iétudiant, &, = + 2I,®,, donc
W = — W, ce qui rend les confusions fort tentantes...

8-8. — Le bobinage d’un rhéostat est assimilable a un solénoide comportant
n spives de surface S par unité de longuenr. Le vhéostat est placé dans une
région de D’espace on Uinduction magnétique, uniforme, est paralléle a Vaxe du
bobinage, et I’'on forme un circuit filiforme en reliant
ce rhéostat @ une vésistance R (cf. figure). Sachant
que la résistance d’une spire est r, calculer Uinten-
sité 1 du courant qui apparait dans le circuit quand
on déplace le curseur du rhéostat a la vitesse cons-
tante v. '

Y

— SOLUTION ——

L’intensité cherchée est nulle. Calculons en effet la
force électromotrice d’induction e qui apparait
dans le circuit; celle-ci est égale a la circulation, le long du circuit, du champ
électromoteur :

FiG. 8-8.

-
B, =—2A L3 AF,

ot
ot A et B sontle potentiel vecteur et 'induction magnétique 1a ol se trouve

. 3 - r r > 0 r . - 3
P'élément de circuit considéré, et v la vitesse de cet élément de circuit. L’induc-

. - ‘. . 3
tion magnétique extérieure étant constante, le terme ——ai;‘ est partout nul;

d’autre part, la seule portion mobile du circuit est formée du curseur et de
Pensemble rigide qui lui est 1ié, or la vitesse 7 de cet ensemble rigide est paral-
Rle & \ﬁ‘, le terme ¥ A B est donc lui aussi partout nul : le champ électro-

2 . r 9 3
moteur E, est nul en tous les points du circuit, donc la f.é.m. d’induction e
cherchée est nulle; il w’apparait pas de courant d’induction.

RemArRQUE. — Cet exercice-piége n’est pas sans utilité; on peut calculer la f.é.m.
d’induction e en introduisant le flux d’induction @ traversant le circuit, et écrire :
do
e == — —
dt

On est alors tenté d’écrire que pendant le temps d¥, la surface (normale & T&z) du
circuit s’accroit de (nS).v.dt, donc que le flux magnétique ® traversant le
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circuit §’accroit de (#BS).v.dt (on trouverait alors une intensité ‘I non nulle).
Or le circuit considéré n’est pas un circuit qui se déplace ou qui se déforme, mais un
circuit auquel on rajoute des spires initialement hors circuit, par commutations suc-
cessives (le curseur est & cheval sur plusieurs spires, les mettant en circuit an fur et
a mesure qu’il perd le contact avec les spires précédentes). Le résultat serait le méme
si le curseur se déplagait continfiment le long du bobinage; il apparaitrait par contre
effectivement un courant d’induction si, le circuit une fois constitué, on tordait ou
détordait les fils, augmentant ou diminuant ainsi le nombre de spires du bobinage.

Dans cet ordre d’idées, rappelons I’exemple de la roue de Barlow, pour laquelle
le flux magnétique traversant le circuit ne semble pas varier (dans la mesure ol
la géométrie du systéme ne varie pas quand la roue tourne), alors qu’il apparait
une f.é.m. d’induction. On fait alors appel a la notion de flux coupe mais il vau-
drait peut-8tre mieux éviter de parler de flux magnétique quand on n’a pas affaue a
des circuits filiformes, ou quand il y a des commutations...

8—9. .FORMULE DE NEUMANN. — Montrer que Dinductance mutuelle de deux
circuits filiformes C, et C, peut étre écrite sous la forme : S

dly.dl
=, § § T

ou dl, et dly sont les éléments d’arc courants sur C; et C,, et r la distance
qui les sépare.

-— SOLUTION —

Calculons le flux a travers ¢, de l’mductlon BZ créée par un courant d’mten—
sit¢ I circulant dans le circuit Gy : :

12-[@, B,. gél——ff rotAg dSl,

ou 9’1 est une surface (ouverte) ] appuyant sur le contour de Gy, et onentee
selon les conventions habituelles. Lé
théoréme de Stokes permet d’écrire!

@1? = ﬁf’,{ Az.dll

" Le potentiel Kz ést le potentiel vec:
teur créé par le circuit €, au n1veau

de I’élément d’arc dll, nous savons
qu’il est égal a:

FiG. 8-9. R, = %0;1, fﬁ dly,

ol dl, est I’élément d’arc orienté sur C,, et r la distance séparant I’élément
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371 de I’élément d’arc orienté courant 2172 sur C,. Il vient ainsi :

@y =42 fﬁ-(ﬁil'lzilg

127 4

D’otlt nous déduisons :

ReMARQUE. — La formule ici démontrée présente I’avantage de traiter symétrique-

ment les circuits €, et C,; cet avantage est en fait essentiellement d’ordre esthé-

tique, I’élément d’intégration : o s

dl,.dl,
r

n’ayant par lui-méme aucune signification physique intrinséque.
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QUATRIEME PARTIE

COURANT ALTERNATIF






9. PROPRIETES GENERALES
DES COURANTS
ALTERNATIFS SINUSOIDAUX

REMARQUE PRELIMINAIRE. — L’approximation des états quasi-stationnaires
permet de remplacer les équations de Maxwell par des relations plus facile-
ment exploitables, celles de I’électromagnétisme classique; nous n’étudierons
les courants alternatifs sinusoidaux que dans les limites de cette approxima-
tion. Rappelons que celle-ci reste acceptable tant que les distances considérées
sont trés faibles devant la longueur d’onde A; comme dans lair la vitesse
de la lumiére est: ¢ = 3.108ms™%, la longueur d’onde * associée & un cou-
rant alternatif de type industriel (v == 50 Hz en Europe) est:

A= c¢/v=6.10°m = 6 000 km,

ce qui est amplement suffisant pour ce qui nous concerne. Par contre, les
méthodes employées ici et les résultats obtenus ne s’appliqueront plus & des
courants alternatifs de trop haute fréquence.

9-]. ErreET JOULE EN COURANT ALTERNATIF. — Un filament métalliqne de
résistance R et de capacité calovifiqgne p. est parcourn par un courant d’inten-
sité : i = I\/5 .sin wt. Pendant la durée infinitésimale dt, le filament regoit
du milien ambiant la quantité de chalenr 3Q = k(T,— T) dt, oft k est une
constante, T, la température ambiante et T la températurve du filament a
Uinstant considéré (3Q est compté algébriquement : pertes de chaleur par
conduction, convection et rayonnement). Exprimer, en fonction du temps, la
température T du filament, sachant que sa température initiale est T,.

-— SOLUTION —

Pendant la durée infinitésimale df, la quantité de chaleur 3Q et le travail
(électrique) 3W fournis au filament sont respectivement :
Q=k(Ty,—Tdt e SW=Ri2ds
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L’énergie interne du filament varie pendant ce temps de :
dU = p.dT
Le premier principe de la thermodynamique appliqué au filament s’écrit :
k(To—T)dt + Ri®dt = p..dT

Posons : 7= p/k (constante homogéne & un temps); la température T
du filament est solution de I’équation différentielle :

T, + RE
ar . T T, R*_"°" k RE
dt+ T_~T+k'r_ T kT-COSZCOt @
Une solution de I’équation sans second membre étant :
2 4
T=T,+ 4+ Ce ™, @

nous chercherons T sous une forme analogue ot C est une fonction du temps,

4 déterminer. Il vient ainsi :
£

-

Cette équation différenticlle (3) s’intégre facilement en remarquant que
cos 2wt est la partie réelle de e*/»f (j étant une racine carrée de — 1);.
mais il est plus rapide de chercher directement C(¢) sous la forme :

¢

C(t) = A + B.e" .cos Qut + ¢) @

oll A, B, et ¢ sont des constantes & déterminer. En identifiant la dérivée de
C(f) sous cette forme (4) a I’expression (3), il vient :

B RI®

__RI®.
- ——lmcoscp et —-.’looB-———kT sin ¢

donc :
RI2

tgo=—20r e B=—rr_—
e kY1 + 4wc?

Reportons ces expressions dans (4), puis dans (2); nous obtenons en défini-
tive : '

_t
T=T0+I—{kE+A.e * 4+ B.cos (20t + 9) &)
ol :
b - 2op — R
TR e B e
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La constante A, qui reste & déterminer, s’obtient en écrivant que T = T,
3 Pinstant ¢ = 0, et en reportant ce résultat dans Pexpression (5). Il vient
alors :

A — 4wt RI2
i

T k(k® + 4p2e?)
Le terme A.e © est dailleurs rapidement négligeable, et la température T
2 2
du filament oscille entre les valeurs <T0 4 %cl-— B> et (To -} —I%— e B>,

4 une fréquence double de celle du courant.

9-2. PONT DE WHEATSTONE EN COURANT ALTERNATIF,
10 Les branches AB, BC, CD et DA d’un pont de Wheatstone ont respective-

ment pour résistances Ry, Ry, Ry et Ry, et pour réactances X,, X,, X; et
X,. Entre les points A et C est disposé un détectear de zéro, c’est-a-dire un
appavreil permettant de déceler que la différence des potentiels en A et C est
constamment nulle, et la différence des potentiels en B et D est imposée
(tension alternative sinusoidale), ce sera par exemple la tension du résean
nrbain, ou celle fournie par un génératenr basse-fréquence. Montrer que le

pont n’est en équilibre (c’est-a-dive : les potentiels en A et C ne sont cons-
tamment égaux) que si les deux conditions suivantes sont vérifides :

R]_Rg —— X1X3 = R2R4 — X2X4

X1R3 + XaRl = X,Ry + X4R2

2° Pont de Sauty. — Le pont de Sauty est un pont de Wheatstone particulier,
dans lequel les branches AB et DA sont des bottes de résistances, la
branche BC est constituée par une capacité étalon et une boite de
résistances disposées en paralléle, et la branche CD par un condensa-
teur C; imparfait. Montrer que le pont de Sauty permet de mesurer la
capacité C; et la résistance de fuite R; de ce condensatenr Cs.

30 Pont de Robinson. — Dans le pont de Robinson, les branches CD et DA
sont des résistances pures, la branche AB est constituée par une résistance R
et une capacité C en série, et la branche BC par une résistance égale R et
une capacité égale C en paralléle. Montrer qu’un tel pont permet de mesurer
la fréquence de la tension alternative sinusoidale imposée entre les points A
et C.

e SOLUTION -

1° On sait que ’emploi des notations complexes permet d’étendre aux cou-
rants alternatifs la loi d’Ohm, sous sa forme usuelle (U= R.i), sans autre
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forme de proces : la tension complexe aux bornes d’une portion de circuit
est égal au produit de Iintensité complexe par 1'impédance complexe de la
portion de circuit considérée. Leslois de Kirchhoff (obtenues en courant continu)
restent valables A condition de remplacer les grandeurs électriques par les
grandeurs complexes associées; on en déduit que la condition d’équilibre du
pont de Wheatstone s’écrit, en courant alternatif :

z¥. 28 = 2§ .28, ¢))

ot zI, z§, z5 et zf sont les impédances complexes des branches AB, BC,
CD et DA du pont. Comme zf=R; 4 j.X; (ie[l,4]), 1égalité (1) des
nombres complexes zfzi et zizf se traduit par 'égalité de leurs parties
réelles et imaginaires respectivement, c’est-a-dire par :

R1R3 e X1X3 = R2R4 — X2X4
et 2
XiR; + X3R; = XoRyg + X4R,

20 Pont de Sauty. — La constitution du pont de Sauty, exposée dans
I’énoncé, est représentée sur la

imparfait est équivalent 4 une capa-
cité et une résistance (résistance de
fuite) en paralléle. Les impédances
complexes zi et z§ des branches
AB et DA sont égales & leurs
résistances respectives R; et R,
Les impédances complexes z} et zi
des branches BC et CD se cal-

Fi. 9-2 2°. culent comme, en courant continu,
la résistance équivalente d’une portion de circuit formée de deux résistances en
parallgle :

11 1 _14jRyCoo

Zy R, J R,
Cyo
de méme :
L=_1~+ 1 14jRC
z3 R, J o R,

C3(l)
La condition d’équilibre: zfz% = z§z} peut s’écrire également:
1 1

Tt
zizg  zizk

ce qui donne:
‘ 1 +jR3C3C0 — 1 +jR2C2m
RiR, R.R,
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La condition d’équilibre se dédouble donc en :

RR, —=R,R, et % — % 3)
Si C, est une capacité étalon, Ry, R, et R, des résistances variables (boites
de résistances), on peut choisir R;, R, et R, de telle sorte que Iéquilibre
soit réalisé, et la condition (3) permet alors le calcul de Ry et C;. On remarqué
que R, et R, n’importent vraiment que par leur rapport, et I’'on peut rem-
placer les branches AB et DA par un fil rectiligne homogéne BD, le
. point A étant mobile sur BD (le rapport R,/R, est alors égal au rapport
AB/AD).

30 Pont de Robinson. — Le calcul des impédances complexes zj, z3, z5 et
z5 des branches AB, BC, CD et DA du pont de Robinson ne -pose,
comme ci-dessus, aucun probléme,
nous trouvons :

.1
ZT == R-——] . EZ),
Z% = ___B_—
? =1 RPC?
. RCo
IT¥ RC?
Zg === R3, ZZ = R4

Fig. 9-2 3°.

L’équilibre du pont se caractérise par la condition : z{z§ = z3zy, C’est-a-dire
par les relations (2) :

RR. — — RRy Ry _ R*CwR,
7] 4 R2C2e? Ce 1 + R2C20?

ce qui s’écrit : R R
222 o il o RE2(2ep2 . 2
1 4+ R2C%w =R R%2C?*w R,

3

ou !
RCl?=1 e R,=2R,

Si I’on fixe les résistances R, et R, telle que Ry = 2R;, on pourra faire
varier R (ou C) par I'emploi de deux boites de résistances (ou de capacités)
couplées, jusqu'a ce que I’équilibre soit atteint. La fréquence de la tension
appliquée entre les points A et C se calcule alors par :

1
2r . RC

h

Yie
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9-3. — Deux portions de circuit comprenant : Pune une inductance 1. en série
avec une capacité C, Dautre une inductance L' en série avec une capacité C,
sont branchées en paralléle; le bipéle
ainsi obtenu est intercalé dans un cir-

L C
cuit électrique : montrer qu’il laisse
Dpasser sans atténuation des courants L e -
alternatifs sinusoidaux de fréquence

N, ou N,, qu’il interdit le passage Fic. 9-3.

de courants de fréquence N; ou N,,

qu’il laisse enfin passer les autres courants alternatifs sinusoidaux mais avec
atténuation,

— SOLUTION —

La conductance complexe (inverse de I'impédance complexe) du bipdle est
la somme des conductances complexes des deux portions de circuit en paralléle:

donc :

z¥ = —

Q=

L’impédance réelle du bipbdle est donc :

1 1
LC\)——-—*) (L’CO—-—-—T)

erme—(T+ L)L

CcC’
CH+C
1 1
nule quand |w| prend l'une des valeurs —=—— et ’
q lo| p Jic iR

i’inﬁm' si || tend vers 0 ou x/L}’—C”’ et que Z prend une valeur positive,

Posons: L"=L 4+ L' et: C'=

y nous constatons que Z s’an-

que Z tend vers

finie et non nulle pour toute autre valeur de |w|. Ces résultats sont équiva-
lents & ceux proposés par ’énoncé; les fréquences correspondantes sont :
1 1 1
Ny = ——=— Ng=0 et Nj== e
m/ICc  ° wm/LCe ° Y oy

N1 ==
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Si ’on avait tenu compte des résistances R et R’ des deux portions de circuit,
les calculs auraient été fort compliqués; il est 4 prévoir néanmoins que, au moins
pour des valeurs faibles de R et R’, nous aurions trouvé Z minimale pour des
fréquences proches de N; et N,, et maximale pour des fréquences proches de
N, et N, L’insertion d’une série de tels bipdles dans un circuit susceptible
d’étre traversé par des courants de fréquences diverses ou par un courant périodique
non sinusoidal permet ainsi de favoriser les composantes de fréquences N; et N,
aux dépens des autres, et tout particuliérement des composantes de fréquence Ny
(composante continue) et N,.

9-4. QUADRIPZSLES EN COURANT ALTERNATIF. FILTRES.

10 Déterminer, parmi les résultats de Uexercice 5-7, lesquels restent valables
en courant alternatif : définiv une matrice impédance [Z], une matrvice admit-
tance (conductance complexe) [Al, une matrice de transfert [T], une impé-
dance itérative,

20 Déterminer la matrice de transfert et 2L 2L

‘A ] A
Uimpédance itérative des quadripdles S ! l c z

(quadripdle série), D (quadripdle dériva- 6 o T -
tion) et T (quadripéle en T) représentés i 2
par la figure 9-4-20, c c
30 On appelle bande passante d’un qua- A I I Az
25 L/Z
Aq —/ MNMA—oA, Bye :
B °B2 L ¢ ¢Cc L
Aqo—roe Fwmr—eA,
A Ay
L . c
Zp
B,o @B
Bye ® B, 1 . . 2
Aq Ay
c c
L/4
4c
Bq® T ©B,
Fic. 9-4 2°. FiGg. 9-4 4°.

dripéle passif Uensemble des fréquences pour lesquelles Poscillation électrique
est transmise sans affaiblissement par le quadripole quand ce dernier est
Jermé sur son impédance itérative. Montrer qu’une condition nécessaire et
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suffisante pour qu’une fréquence soit passante est que la somme des éléments
diagonaux de la matrice de transfert correspondante soit réelle et de module
inférienr a 2. Exprimer cette condition au moyen des éléments de la matrice
impédance ou de la matrice admittance.

4° Déterminer la bande passante de chacun des quatre quadripéles représentés
par la figure 9-4-40,

~— SOLUTION =

1° On sait que le principe de conservation des charges et la loi d’Ohm
s’expriment sous la méme forme qu’en courant continu, i condition de remplacer
les intensités et les différences de potentiel par les quantités complexes corres-
pondantes, et les résistances par les impédances complexes. Les équations de
Kirchhoff, le théoréme de superposition, le théoréme de Thévenin et (pour
des réseaux passifs) le théoréme de réciprocité, qui en sont les conséquences,
resteront donc valables sous les mémes conditions.

Pour des quadrip6les, on fera correspondre aux grandeurs déja définies Uy, 7,

Us,, i, les grandeurs complexes correspondantes Uj, if, Ug, it liées dans le
cas général par des relations linéaires:

Ul = zyyif + zyo3 ou: [U5] =[Z] ]
Ug = zyif  + Znaly | Us_ | 5 ]
i — * £ ok o T Tk
it = a;Uf + a,Us ou I j_ [A] Ui
e * * . N *
is = ayU7 + a5, U; . Ig | | Ug
* 5 o5 T T T4
Us = ;U7 + t07 _ U; —[T] UE
iy =ty Uf + tyif ©oLig |

Les matrices [Z], [A] et [T] resteront lies par les relations démontrées dans
Pexercice 5-7. Les résultats éventuels concernant les signes des coefficients
ne s’appliqueront plus, néanmoins, qu'aux composantes réelles des éléments
des matrices complexes. Pour un quadripdle passif, nous aurons également :

Zys + Zy = 0, ays + ayn =0, IT| = tutse — tiotyy = 1

et de plus, pour un quadripdle symétrique :

Zyy + Zpp = 0, Gy + Aoy = 0, by ==ty

L’impédance itérative sera par définition une valeur complexe z; telle que
(Uf = z;.i¥) entraine (Uf = z;.i). Si une telle valeur z; existe, elle est
valeur propre de la matrice [Z] donc vérifie :

25— Z; 212
Zn Zop — Z;

i

2} — (2u + 229)Z; + (Z1aZ20 — Z1221) = 0
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. : Y Uf .
Les matrices colonnes [g?] et [i*l] sont alors colinéaires, et le coeffi-
2 1

cient de proportionnalité A est valeur propre de la matrice de transfert :
N — (g + te)h + (frafag — tiatey) = 0

Dans le cas d’un quadripdle passif, le déterminant |T| = #;,85; — t1afy; est
nul, et les deux racines de I’équation précédente sont, soit de modules égaux
4 1, soit de modules inverses; dans ce dernier cas, seule une des deux valeurs
propres A est physiquement acceptable, I’autre correspondrait & une produc-
tion et non une consommation d’énergie dans le quadripdle.

20 Dans le quadripéle série S, nous pouvons écrire directement les relations :
iy =1if et: Uf— Uf=z5.if, la matrice de transfert est donc :

m=[o 7

Les relations Uf = z;.if et Uf = z;.i§ ne sont compatibles que si if =0,
Pimpédance itérative n’est pas définie, ou, si I’on préfere, est infinie (ce qui veut
dire que si le circuit de sortie est ouvert, alors le circuit d’entrée 1’est aussi).
1l est a remarquer que dans ce cas la matrice [Z] n’est pas définie, ce qui tient
4 la dépendance de if et if.

Dans le quadripéle dérivation D, nous pouvons écrire directement les relations :
Ui = Uf = zp(i¥ — i}), d’olt nous déduisons la matrice de transfert :

1 0
m=|_1 |

Zp

Les relations U7y = z;.if et Uf{ = z.if ne sont compatibles que si
Uf = U = 0, I'impédance itérative est donc nulle : si la sortie est en court-
circuit, le quadripble se comporte comme un court-circuit vis-a-vis du circuit
d’entrée.

11 est facile de déterminer directement les éléments de la matrice de transfert
du quadripdle en T, mais il est plus simple encore de remarquer qu’il est équi-
valent & trois quadripdles S,, D, S, des types précédents associés en chaine,
c’est-a-dire tels que les bornes de sortie de I'un soient confondues avec les
bornes d’entrée du suivant; il est alors évident que la matrice de transfert du
quadripdle T est le produit des trois matrices de transfert [T,], [Ts] et [Ty] :

1 10

== _‘_.22 . . _—Zl
1] [0 i i P [o 1]
23
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C’est-a-dire :

1+2 .__21__.22___51@

[T] = Z3 Z3
1 z,
— 142

30 Nous avons vu que lorsqu’un quadripdle est fermé sur son impédance
itérative, on a : U} = AU et i} = A.i}, ol A est racine de I’équation :

Ag — (111 + t22)7\ + (tntzz - t12’21) =0

de plus #ylyy — tyoty; = 1 dansle cas d’un quadrip6le passif. Pour que I’oscil-
lation électrique soit transmise sans atténuation, il faut et il suffit que |A| = 1;
les deux racines A, et A, sont alors complexes conjuguées : 2, == e/® et
Ay = e~/?; leur somme, égale & : 2.cos ¢, est réelle de module inférieur 3
deux, et d’autre part égale & (#;, -+ f). Si réciproquement (#,; + f5,) est
réel de module inférieur & deux, le discriminant de P’équation ci-dessus est
négatif, donc les racines sont complexes, elles sont alors forcément conjuguées
de module un puisque leur somme est réelle et leur produit égal & un.

Nous constatons bien ainsi qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’il

1’y ait pas atténuation est que la somme des éléments diagonaux de la matrice
de transfert soit réelle et de module inférieur 4 deux. Cette condition peut bien
siir s’exprimer au moyen des éléments des matrices [A] et [Z] grice aux
formules de passage liant les trois matrices; nous obtenons ainsi trois iné-
quations équivalentes:

-2<Z222_———-le<+2 ou —2<tyttp<+2 ou —2<@E‘I-‘iu<+2
12 12

40 Chacun des quatre quadripdles proposés par énoncé est passif et symé-
trigue, et présente la forme en T vue au § 2°; si nous reprenons les notations
de ce paragraphe, la condition ci-dessus s’écrit :

—2<14241458< 42
Z3 Zy
ou, compte tenu de ce que z; =z, :

—2<& <0
z3
Pour le premier des quatre quadripdles de la figure 9-4 2°, z; et z; sont

égauxa : Lo et — L respectivement, donc la condition ci-dessus devient :

Co
—2 < —2LCw2 < 0 c’est-3-dire simplement o< =
® P VLC
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Pour le second quadripdle, z, et z; sont respectivement égaux & —— a]-(—o et

j1—‘291 et la méme condition devient :

<0 c’est-d-dire simplement © > 1
YLC

2
—2<—[Cat

Pour le troisiéme quadripdle, z; et z; sont respectivement égaux 4 :

L
et la condition devient : Co
—2< —(Lc‘i)z—-—é—zz——l)z <0

d’ott nous déduisons (inéquation du second degré en ©?) :
2—v3 2+y3
ic <~°°< \/ LC

Pour le quatriéme quadripble, z; et 2z, sont respectivement égaux 2 :

L
- C —J 1
Zy == Lm___l_ et 23-—4<Lco Cm)
J Co
et la condition devient :
4LCw?
—2 <~ @Car—1 "

d’olt nous déduisons :
2—3 243
0w < \/ L C_ ou w > \/ IC

Ny =L, _ 1, /2=v3 _1, /243
* 7 om/LC Y 2m LC 2T 2m LC

Posons :

Nous constatons, au vu des résultats ci-dessus, que le premier quadripdle
laisse passer tout courant alternatif sinusoidal de fréquence inférieure & Ny :
c’est un filtre passe-bas; le second laisse passer les courants de fréquence supé-
rieure & N, : c’est un filtre passe-haut; le troisiéme laisse pdsser les courants
de fréquence intermédiaire entre N; et N,: c’est un filtre passe-bande;
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le quatriéme enfin laisse passer les courants de fréquence extérieure a l'inter-
valle [N, N,]: c’est un filtre coupe-bande.

Tl doit &tre bien entendu que les quadripdles tels que ceux étudiés ci-dessus sont
fondamentalement utilisés en chaines, associés bout a bout, ce qui fait tout 1’intérét
de la matrice de transfert et de ’impédance itérative d’une part, de la notion de bande
passante d’autre part : les oscillations électriques dont la fréquence est extérieure a
la bande passante sont impitoyablement atténuées, voire coupées, par des chaines
suffisamment longues de tels quadripdles, d’ou le nom de filtres. Il n’est sans doute
pas nécessaire de rappeler ici toute I’importance pratique des filtres, employés aussi
bien dans les matériels radiophoniques que dans les installations téléphoniques, etc.

9-5. CONDENSATEUR IMPARFAIT. — Un condensateunr de capacité C présente une
résistance de fuite trés grande R. Calculer son impédance Z. et le déphasage

o qu’il introduit entre courant et tension, ainsi que Pangle de perte = —g—— — Q.

- SOLUTION —

Un condensateur imparfait est équivalent & un condensateur parfait de méme capa-

cité et monté en paralléle avec une résistance pure égale & sa résistance de fuite;
son admittance est donc la somme de celle d’une capacité pure C et de celle d’une
résistance pure R :

1 1 1 1 ,
R + R-R +JCo
Co
donc :
7=—>x (1 —jRCow).
1 + R2C%w?

L’impédance réelle Z et ’angle de déphasage ¢ sont donc égaux & :

R o 1 1 —
sz—a(l —m) et ¢ = —~arctg(RCo>).
L’angle de perte est égal a :

g == -72—':- — ¢ = RCo.

9-6. MESURE D'UNE PUISSANCE. -— Un appareil A fonctionne en courant
alternatif sinusoidal sous une tension efficace déterminée U, en utilisant une
intensité efficace déterminée 1, et on se propose de inesurer la puissance moyenne
P qu’il consomme.

On dispose en série avec A une résistance non inductive R et U'on mesure
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les tensions efficaces : U, aux bornes de A, U, aux bornes de R et Uz aux
bornes de ’ensemble. Calculer P en fonc-

» Uz~ S tion de Uy, Uy, Uy et R.
} " ; Si les trois tensions efficaces sont mesurées
A | avec la méme incertitude relative e, a
| ; UL I quelle condition la résistance R doit-elle
]I U ; U '{ satisfaire pour que la mesure de P soit
™~ ~ < ~ > JSaite avec la meilleure précision?
FiG. 9-6. Cette condition étant réalisée, comparer

la puissance P, consommée par effet
Joule dans la vésistance a la puissance mesurée P.

— SOLUTION, —

Soit Z Pimpédance réelle de I'appareil A, et ¢ Pangle de déphasage qu’il
introduit entre courant et tension. L’impédance complexe de A est:

z¥ = Z.ei?,

celle de la résistance R est : z§ = R, et I'impédance complexe de ’'ensemble,
somme des deux précédentes, est :

A=zt =R+ Z.e/? = (R + Z.cos ¢) + j(Z.sin ¢) .
Les impédances réelles de A, R et de ’ensemble sont donc respectivement :
Z,=12, Z,=R et Z;=yR%+ 2RZ.cos ¢ -+ Z*
La loi d’Ohm appliquée aux grandeurs efficaces s’écrit :

U,=12  Uy,=ILR e U;=1I1¢yR2+2RZ.cos o+ Z?

ce qui permet d’exprimer cos ¢ sous la forme :

U3 — (Ui + Uj)
20,0,

La puissance P cherchée est égale & U,l.cos ¢, et I =U,/R, donc :

cos ¢ ==

1
P =z [Ui— Ui+ U3

Soient AU,, AU,, AU, les incertitudes (absolues) avec lesquelles sont mesurées
les trois tensions efficaces U;, U,, Us,; sila résistance R est connue avec une
précision suffisante pour qu’on puisse négliger I'erreur qu’elle introduit dans
la mesure de P, nous pourrons estimer incertitude AP portant sur la mesure
de P a:

AP — Q—IK [2U,.AU, + 2U,.AU, + 2U,.AU,]

-~
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U, U, U, sont jugées égales & ¢, il vient :

Si les incertitudes relatives
AP =%(U§ +UZ+ U = 2%(1{2 + RZ.cos ¢ + Z?)

La précision de la mesure est d’autant meilleure que AP est plus faible, donc
2
que R -+ Zﬁ est plus faible : c’est donc pour la valeur R = Z de la résistance

que la précision est maximale, c’est-a-dire pour :

U,

R——:I

Cette condition étant réalisée, les tensions U; et U, sont égales, les puissances
apparentes consommeées par A et R sont égales, mais la puissance réelle P
consommeée par A est inférieure & la puissance P, consommée par effet
Joule dans la résistance : ’

P _
1)2--cos<9< 1.
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10. ACTIONS |
ELECTROMAGNETIQUES

ALTERNATIVES SINUSOIDALES

(3

10-1*. MOTEUR ASYNCHRONE POLYPHASE. — Une bobine circulaire plate, formée
de N spires de méme aive S, fermée sur elle-méme, de vésistance R et d’auto-
inductance L, est libre de tourner autour d’un diamétre vertical A. Elle est soumise
& Paction d’un chaimp magnétique uniforme horizontal, de module constant B
et tournant autour de Paxe A avec une vitesse angulaire constante .

Calculer, en fonction des données et de la vitesse angulaire de rotation o (sup-
posée constarite) de la bobine, le couple moyen U qui s’exerce sur la bobine.

Tracer la courbe veprésentant T' en fonction de . Comiment se modifie cette
courbe lorsque R varie? Que se passe-t-il lorsqu’on exerce sur la bobine un
couple résistant croissant ?

InpicaTIONS. — Le flux @ de I’induction magnétique B 2 travers la bobine varie
avec le temps si les deux vitesses angulaires o, et o sont différentes. Il s’ensuit
Papparition dans la bobine d*un courant d’induction, dont I’intensité est calculable,

connaissant @ (donc%) et I’impédance complexe z* = R + jLe de la bobine.
La bobine est alors douée d’un moment magnétique 5ﬁ, et se trouve donc soumise

A ’action d’un couple ¥ = 57 /\f, dont on cherchera la valeur moyenne \1‘2.

~— SOLUTION —

Dans le plan horizontal passant par le centre O de la bobine, choisissons un
axe de référence Ox, par exemple ’axe ayant pour direction et sens ceux de
Pinduction magnétique B 2 linstant ori-
gine t =10, et appelons par exemple 0
Pangle de cet axe Ox et de Iaxe orienté
On de 1a bobine (le sens de On est déter-
miné dés que I’on a choisi sur la bobine
un sens de rotation, d’ailleurs arbitraire) :

X‘
0 = (Ox, Or). Langle (Ox, B) étant
égal & o, le flux @ de B a travers
la bobine est, 4 I'instant ¢:
Fig. 10-1 I°. @ = NSB.cos (vt — 8).
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11 apparait dans la bobine une force électromotrice d’induction égale 3 :

—_ 4% _ _ 40\ _
B =—%%— NsB. <coo dt) . sin (wqf — 6),
donc aussi un courant d’intensité i telle que :
di . _do . -
L2 4 Ri = NSB. <m0 dt) . sin (ol — 6). o)

Le moment magnétique St de la bobine est porté par I’'axe On, et sa mesure
algébrique sur cet axe est : I ==NSi. Le torseur des forces électromagné-

tiques appliquées 4 la bobine se réduit au seul couple : F =i /\f. Ce vecteur-
couple est porté par 'axe A, et sa mesure algébrique sur cet axe (orienté par

exemple vers le haut) dépend de on, donc de 7, et de I'angle (5;‘11, \ﬁ), donc

de 6. Comme d’autre part I’angle 6 dépend précisément de ¥, et des autres
contraintes mécaniques éventuellement imposées 2 la bobine, nous nous trou-
verons 2 la téte de trois équations différentielles & trois fonctions inconnues i,
6 et vy, ce qui nous permettra, au moins théoriquement, de les déterminer :

Y= AB donc y=NSB.isin(et—0 (2

Soit J le moment d’inertie de la bobine par rapport & A, et soit ¥, (porté
par A) le couple extérieur éventuellement appliqué a la bobine (ce couple
représente les contraintes mécaniques qui s’ajoutent a celles d’origine électro-
magnétique, et qui ne sont pas précisées par I’énoncé). Les lois de la méca-
nique s’expriment sous la forme :

—y.49%

Les équations fonctionnelles (1), (2) et (3) permettent théoriquement, compte
tenu de la donnée des conditions initiales, de J et de v, (a priori fonction
du temps, mais connu), de déterminer v, { et 9, donc de définir et calculer
un couple moyen T

Ce probléme est bien trop compliqué dans le cas général (outre que Pénoncé
ne précise, ni J, ni vy,), nous nous contenterons d’étudier les régimes per-

manents: nous supposerons que -Z—S = est constant 0 =w.fr 4+ ), la

fé.m. E est alors sinusoidale de pulsation (w,— «), nous supposerons
de plus que I'intensité ’est aussi (avec la méme pulsation). Dans ces conditions,
I’équation (1) sera remplacée par la loi d’Obm (exprimée entre grandeurs
complexes): '

B == 2% g*
ol : '
(mo—w)t-—a-—-q—t- .
E* = NSB.(0y—©).e 2, z* = R + jl(w— ©)
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1 vient ainsi :

_ NSB.(0,— »)
\/R2 + LA(wo — w)?

. sin[(@o— @)t —a—¢] et  tgo= L(woR—w)

L’équation (2) devient alors :

y = (NSB) (0o — )
VR2 4 L0, — w)?

. sin [(wg — @)t — o] .sin [(wy — 0)f — a — @]

ou :

263, —
y = —QISBY00 —©) 05 cos [2(wy — @)t — 20— ol}.
WR2 + LAy — 0)?
Si o = w, noustrouvons y constant égal & zéro; si © # w,, le couple y
ainsi obtenu est la somme d’une composante continue et d’une composante
alternative sinusoidale, sa valeur moyenne se réduit 2 la composante continue :

o TL T (NSBReg—w) o (NSBM(wp— o)R
F’“hm["rfo Y'd’] WRE T Log—op T 2R L, — o)

Too0

L’énoncé n’imposait aucunement de mener le calcul conduisant aux équations
(1), (2) et (3), puis la discussion conduisant & 1’approximation; il suffisait de tenir

dés I’abord g? = o pour constant, et I'intensité i pour sinusoidale, mais le calcul

ainsi abordé a l'intérét de montrer pourquoi I’on fait des approximations, et ou :
d’une part en supposant « constant (ce qui exigerait théoriquement que 1’on ajuste
a chaque instant le couple extérieur v, a la valeur vy, = Jo — v), d’autre part
en négligeant la composante non sinusoidale de I’intensité (solution de I"équation (1)
sans second membre, dont I’amplitude maximale décroit d’ailleurs exponentielie-
ment avec le temps). L’approximation ainsi faite est en pratique excellente, notamment
si le moment d’inertie J est suffisamment grand.

Le tracé de la courbe représentant I' en fonction de o ne pose aucun
probléme, il est représenté sur la
figure 10-1-20, Le couple I' ale signe
de (0o~ w), s’annule pour o == ,,
est extrémal pour

m=w0~a—%(a=+1 ou —1)

(NSB)?

4L
et tend 4 s’annuler quand o tend
vers -+ oo ou — co. Le couple T’
est moteur s’il a le signe de o : il est
donc moteur pour 0 < o < w, et
résistant pour o < 0 ou pour ® > w,.

et prend alors la valeur ¢

Fig. 10-1 2°.
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(NSB)?

Lorsque R varie, le couple maximal I, = reste constant, mais la

41
valeur o, = 0, — % pour laquelle il est obtenu décroit quand R augmente,
(NSB)*Rawy,

et d’autre part le couple au démarrage T, =M
Si I’'on exerce sur la bobine un couple résistant de module constant v,, un
régime permanent est atteint si (y + v,) est nul, ou plutét (compte tenu des
approximations effectuées, et notamment si J est grand) si (I' + v,) est
nul; ceci est possible pour différentes valeurs de « selon la valeur de «, :
si v, < Ty une seule valeur de  convient, elle est comprise entre w,

augmente.

et w4 et correspond & un fonctionnement stable car pour cette valeur, %g est
négatif;

si v, = TI'y, 2 la valeur précédente s’ajoute la valeur o = 0, qui correspond
2 un fonctionnement (3 un non-fonctionnement, devrait-on dire) instable car

dr fic,
o est alors positif;

si I'y < v, < T, troisvaleurs de o correspondent & un régime permanent,
la valeur © = 0 (car, si le couple moteur est insuffisant, le couple résistant

~s’ajuste-de-telle-sorte-que-le couple résultant soit nul), une valeur comprise

entre 0 et o,, qui correspond & un fonctionnement instable (% > 0> et

une valeur comprise entre w, et w, quicorrespond 3 un fonctionnement

stable (Q < O);

de
si y,= 1), le régime permanent est atteint pour © =0 et pour o = w,,
mais le fonctionnement est instable pour cette derniére valeur (on dit que le
moteur décroche);

enfin, si v,>1I',, leseul régime permanent possible est I’arrét du moteur (w="0).

Quoique nous n’ayons pas étudié les phénoménes transitoires (c’est-a-dire ce
2

. a0 _, A
qui se passe quand i est pas nul }, nous pouvons prévoir, au vu de la pente

de la courbe T'(w), vers quel régime permanent le moteur va évoluer. Sup-
posons qu’a I'instant origine ?= 0, le moteur se trouve arrété (o = 0),
qu’on applique un couple résistant de module constant v, inférieur 2 T,
puis qu’on mette le moteur en marche (c’est-a-dire que I’on branche le moteur,

. . A LA
donc qu’on fasse apparaitre I'induction tournante B): le couple I' est
moteur de module supérieur & |y,|, donc le moteur commence A tourner,
o augmente jusqu'a la valeur de fonctionnement stable, comprise entre ©,,
et w,.

Si le couple vy, est supérieur & T';, le moteur ne se met pas en marche,
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mais si I'y < vy, < T, et si on lance artificiellement, mécaniquement par
exemple, le moteur jusqu’a une vitesse  supérieure 4 la seconde valeur de
régime permanent, le couple résultant devient moteur, « augmente, dépasse
. €t se stabilise autour de la troisiéme valeur de régime permanent, entre
o, et o,

(O)

Si, lorsque le moteur fonctionne, 'on augmente le couple résistant v, la
vitesse o décroit, le couple moteur I' augmente et s’ajuste 4 la valeur v,;
si vy, atteint ou dépasse T',, le moteur « décroche » puis s’arréte. Le couple
de démarrage I', n’est pas nul, donc le moteur peut démarrer seul, mais si
I'y < v < T, on peut faciliter le démarrage en intercalant une résistance en
série : R augmente et I', aussi.

De tels moteurs sont dits asynchrones car ils fonctionnent & une vitesse différente
de o, et variable; en fait, dans le cas d’un moteur réel, le rapport LL est de
]
P'ordre de 3459, etlavitesse o dépend donc trés peu de la charge. IIs sont dits
polyphasés car I'induction tournante n’est pas obtenue par un moyen mécanique,
mais par le fonctionnement de bobines fixes dans lesquelles on fait passer des courants
de méme fréquence, mais déphasés; les petits moteurs asynchrones réels ont un rotor
constitué, non par une bobine comme ci-dessus, mais par une « cage d’écureuil »,

qui fonctionne comme un jeu ce plusieurs cadres. Ces moteurs sont assez robustes,
car ils sont de conception simple, et ne nécessitent pas 1’emploi de contacts mobiles.

10-2. MOTEUR ASYNCHRONE MONOPHASE. — Une bobine circulaire plate, formée
de N spires de méme aire S, fermée sur elle-
méme, de vésistance R et d’auto-inductance L,
est libre de tourner autour d’un diamétre verti-
cal A. Elle est soumise a laction d’un champ
magnétique alternatif sinusoidal de direction
horizontale fixe : B = By.cos wgt. Sachant
que la vitesse angulaire de rotation o de la
bobine est constante, calculer le couple moyen
T' qui s’exerce sur la bobine. Un tel dispo-
Fic. 10-2 1° sitif peut-il servir de moteur?

— SOLUTION —

Orientons la parallele Ox a B menée parle centre O de la bobine, et choisis-
sons un sens de rotation sur la bobine, ce qui revient & orienter son axe On.
L’angle de ces deux axes est : (Ox, On) = of + «, oll ¢ est une constante;
leflux @ delinduction magnétique B 4 travers la bobine est, & Iinstant 7 :

® = NSB,.cos wt.cos (of + ).
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Ce flux @ peut s’écrire comme la somme de deux flux alternatifs sinusoidaux
@, et ®_ de pulsations différentes (si » 0 tout au moins) :

o, = NiBo . cos [(wo+@)i4o] et D= -1‘-@2&

- €08 [(0g — w)t — «]

Il apparait dans la bobine une force électromotrice d’induction E somme de
deux f.€.m. alternatives sinusoidales E, = — ‘—i-:?ti et E.= —-é%- L’inten-
sité i du courant d’induction est somme des intensités correspondantes i,
et i_ (nous en négligerons les composantes transitoires non sinusoidales).
Le couple vy, dépendant linéairement de 7, est également somme des couples

correspondants v, et v..

By =——r=—""00— - sin|(0o + o) + o

L’'impédance complexe de la bobine correspondant 3 la pulsation (@ -+ ®)

est [R -+ jI(wy + ®)] donc Pintensité correspondante est :

_ __ NSBy.(wp + ©)
2VR2 + L + w)?

+

- sin [(0g + @)t + a— 4],

avec

tg Py = L((‘)OR+ (’))

Le couple correspondant ¥, = Jit, /\TSa est porté par ‘A et a pour mesure
algébrique :

Yo =— (NSBo)*(g + ) sin [(wg + o)t + o« — ¢.].sin (of -+ «).cos vyt

2VR? + L0 + w)?
ce qui peut s’écrire, aprés transformations :

Y= (NSBp)*(wo + ©)
8 VR2 4 L¥w, + ©)?
4+ cos (2ot + 20 — ¢@,) — 08 (2wt — ¢4)—COS P4}

{cos [2{wy + o)t -+ 20 — @]

Nous obtiendrions de méme :

— _(NSBp)(wg—0) PR — Dot —
v = Rt = ) cos Doy — o)t — 20— ]

— ¢0s (20t + 2a + ¢.) + cos 2wyt — ¢-) + cos ¢}

Le couple moyen I' cherché est défini comme :

P=Jim[ 3 [" y.).dr]
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Le calcul de I' est 1égérement différent selon que « est nul ou non nul :
1°si o=0,
I — (NSBy)2n,

8 {/R? + L}

et dans ce cas :

[cos (2& — @) — cos ¢ — cos (2 + ¢.) + cos ¢_]

(NSBy)*La?
AR® + Le))

]

g, =1tgo_ = —I% donc I'= - sin 20

20 5i 0, le couple moyen I' est la somme des moyennes I'. et T
de v et y-: ‘

_ L(wg + ®) — Ly — ©)
tg P4 = R et tg Q- = R
donc :
I‘Z(NSBO)z.R. [ Wy — & . We + © ]
8 R? + LXwy—®)?  R?+ L, + @)?

ou bien encore :
I = (NSBy*. R ) — o .[R? 4 L¥(0? — 2] ]
4 [R2 + L2(wq - »)*].[R? - L¥(wo+v)]

Le graphe de la fonction I'(w) a la forme représentée par la figure 10-2-20: T
tend vers zéro quand o tend vers zéro, le point correspondant étant centre

I

Fic. 10-2 2°.

de symétrie du graphe; il est intéressant de noter que T(w) n’est pas continue
au point « = 0, comme I’a montré le calcul précédent; en fait, la moyenne
calculée n’a pas grand sens quand la pulsation « est trop faible, les fonctions
sinusoidales de pulsation © ou 2w variant alors trop lentement, et les phéno-
ménes transitoires ne sont plus négligeables. Le couple T' est moteur s’il a
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le méme signe que o, donc si :

ce qui n’est évidemment possible que si —% n’est pas trop grand. Dans ce

cas favorable, le dispositif peut servir de moteur dans les deux sens de rotation,

le couple maximal étant atteint pour une valeur |w| proche de Wg —% si
R est faible devant L.

Il est intéressant de comparer ces moteurs & ceux étudiés dans I’exercice précédent,
L’induction alternative sinusoidale peut en effet &tre considérée comme la somme de

deux inductions tournantes Eﬂ et B de module constant B,/2, tournant dans
un plan horizontal avec des vitesses angulaires opposées ©, et — w, Le moment

magnétique 5N est la somme des moments magnétiques correspondants 51”‘(,,. et

Jf-, etlecouple Y est égal 4 :

Y= A By + 5 AB_ + O A B+ 57 A B

En pratique, le couple moyen T estla somme des couples T‘ﬂ. et T_ correspondants,
le premier ou le second des quatre termes ci-dessus ayant seul, selon le signe de «,

--une-valeur-moyenne-non-négligeable—:-le-moteur-ne peut-pas-démarrer-tout seul,”

mais si on le lance, le moteur peut accélérer progressivement, jusqu’a « s’accrocher »
sur I'un des deux champs tournants. Les moteurs de ce type ont comme autre incon-
vénient d’avoir un rendement et un facteur de puissance plus faibles que les moteurs
asynchrones polyphasés.

10-3. MOTEURS SYNCHRONES. — Un aimant permanent de moment magnétique
N est libre de tourner autour d’un axe vertical A normal & .

+1° II est soumis & Uaction d’une induction magnétique B normale & A, de
module constant B, et tournant autour de A avec la vitesse angulaive constante
wo. Sachant que Uaimant tourne autour de A avec une vitesse angulaire cons-
tante o, calculer le couple moyen T' & action duquel Paimant se trouve
soumis. Un tel dispositif peut-il servir de moteur, et que se passe-t-il
lorsqu’on exerce sur Daimant un couple résistant

. A
croissant ? B
2° Le méme aimant est soumis maintenant, non i
Daction d’une induction tournante, mais & celle ; :r‘g
d’une induction alternative sinusoidale de divection 0°
horizontale fixe : B = B,.cos wyt. Calculer de G\ \eltro

méme, quand Daiinant tourne autour de A avec une
vitesse angulaire constante «, le couple moyen T' g
qui s’exerce sur 'aimant. Fic. 10-3.
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-~— SOLUTION -
Le probléme dont il est question ici ressemble fort aux précédents; il est
méme plus facile, et nous nous contenterons d’une solution rapide.
1° Dans le cas d’une induction tournante, désignons par exemple par «

la valeur de I'angle (f, 51"1) 3 Pinstant origine ¢ = 0; cet angle a pour
valeur & l'instant ¢:

A

(B, M) = (0 — )t +a
Le couple B auquel est soumis l’aimant est égal a :

¥=MAB

Sa mesure algébrique sur 'axe A (le sens sur A étant choisi conformément
au choix du sens de rotation dans le plan horizontal) est :

= — JNB.sin [(o — eg)t + «

La valeur moyenne de vy au cours du temps est nulle si © 7 . Si par
contre = w,, le couple moyen I' cherché a pour valeur :

I'=—>on.B.sin«

Ce couple est moteur §’il a le méme signe que «, donc si o ==w, et que

A
le moment magnétique M est en retard sur 'induction tournante B d’un
angle compris entre 0 et .

Si 'on exerce sur I’aimant un couple résistant constant, le couple I' peut
équilibrer exactement le couple résistant si ce dernier est inférieur au produit
on.B; le régime permanent peut alors étre atteint pour deux valeurs distinctes

de I’angle de retard ¢ = — a : Iune comprise entre 0 et -7—23, P’autre com-

prise entre % et .

11 est facile de voir que la premiére de ces deux valeurs correspond & un fonc-

tionnement stable <1a dérivée % est alors négative> alors que la seconde

correspond & un fonctionnement instable <1a dérivée % est alors positive>;

dans le cas du fonctionnement stable, si par hasard le retard de 5 augmente
(p augmente, o diminue), ' augmente et dépasse donc le couple résistant,

A ~ . .

et J1 rattrape son retard, de méme, si le retard diminue, ' augmente, le
couple résistant devient prépondérant et le retard va augmenter et revenir a
sa valeur normale.

Si, lors du fonctionnement stable, 'on augmente la valeur du couple résistant,

. » » I4 r 14 =
celui-ci devient momentanément prépondérant : le retard de SR sur B aug-
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W

mente jusqu’a ce que I', augmentant, arrive & équilibrer le couple résistant;
si le couple résistant atteint ou dépasse la valeur o1.B, le moteur décroche et
s’arréte. '

20 Dans le cas d’une induction alternative sinusoidale, orientons arbitraire-
ment la direction (horizontale et fixe) de \ﬁ‘, par exemple dans le méme sens
que Ja valeur de B 4 Iinstant initial 7 — 0, et désignons par « I’angle que

fait cet axe Ox avec JR & Pinstant initial. A P’instant t, cet angle a pour

valeur : -
(Ox, o) = ot + «

A - r .
Le couple ¥ = 31 A B exercé sur aimant a pour mesure algébrique :
ple ¥ p gebriq
= — JNtB;.cos wyt.sin (ot -+ o)

ce quon peut écrire :
v = — 20 sin [( + w)t + o] + sin [(0 — og)t -+ a}

Le couple moyen I' est donc nul si © n’est pas égal & ©, ou & — w,;
si_par contre |w| = w,, le couple moyen I' a pour valeur :

__OmB,

I'= 5

sin

Tout se passe comme si I'aimant était soumis & I’action de deux inductions

A B . . . .
tournantes de méme module =% mais de vitesses angulaires opposées o,

2 ?
et — wy; le couple moyen, somme des couples moyens dus 2 ces deux induc-
tions tournantes, se réduit en fait au couple moyen dit & I'une d’elles si |o|=aw,.

De tels moteurs sont dits synchrones car ils fonctionnent & vitesse constante (quelle
que soit la charge); pour les faire démarrer, on a généralement recours 2 des artifices
(démarrage en moteur asynchrone par exemple). L’aimant permanent est générale-
ment remplacé par un électroaimant alimenté en courant continu (au moyen d’une
petite dynamo). Les moteurs synchrones ont un excellent rendement et ont de plus
P’avantage de relever le facteur de puissance du réseau de distribution dans lequel
ils sont insérés. Il est intéressant de noter que leur fonctionnement est réversible :
en faisant tourner un aimant permanent a vitesse constante devant une ou plusieurs
bobines, on fait naitre dans cette ou ces bobines une force électromotrice alternative
sinusoidale ou des f.é.m. sinusoidales déphasées; le méme dispositif peut ainsi servir
de moteur ou d’alternateur. '

10-4%*. MESURE DU PRODUIT cyiy. — Un solénoide déformable comprenant
N = 100 spires de surface S = 10 cm?® réguliérement espacées, est disposé
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verticalement. Son extrémité supérienve A est fixe et Pauntre extrémité D,
libre de se mouvoir, porte Pune des armatures hori-

. ,
zontales d’un condensatenr plan, Pautre armature B
de ce condensatenr étant fixe en regard de la premicére.,

l Dans ces conditions, la longuenr du solénoide a I’équi-
libre est [ = 20 cm, et la distance entre les armatures

| l

7
~\s

horizontales est e = 1 mm. La surface commune des
armatures est S’ = 200 ¢cm® Onvrelie A et B aux
bornes d’ume source alternative sinusoidale dont la
fréquence est réglable de 10° a 10° Hz. On sup-
pose Dinertie mécanique du systéme suffisante pour
que tout déplacement éventuel au cours d’une période
Fic. 10-4. soit négligeable. On constate que pour une fiéquence
v=2,13.10" Hz, le point D occupe la méme posi-

tion d’équilibre qu’en I’absence de courant. En déduire la valenr du produit cqp.,,.

INDICATIONS. — 1° En I’absence de courant, le dispositif déformable étudié (solénoide
plus armature associée) est en équilibre sous ’action de son poids et des forces inté-
rieures élastiques de rappel.

En présence de courant, et comme l’auto-inductance L est susceptible de varier
quand le solénoide se déforme, le méme dispositif est de plus soumis a I’action des
forces intérieures électromagnétiques, ainsi qu’a celle de la force électrostatique
exercée par I’armature fixe, Il y a équilibre si ces quatre types de forces s’équilibrent:
forces gravitationnelles, forces élastiques, forces électromagnétigues et forces élec-
trostatiques.

2° Si I’équilibre est le méme qu’en I’absence de courant (c’est-3-dire pour les mémes
valeurs de / et &), les actions des forces gravitationnelles et élastiques d’une part,
électromagnétiques et électrostatiques d’autre part, se compensent séparément. La
maniére la plus simple d’exprimer 1’équilibre est alors sans doute d’appliquer le
théoréme des travaux virtuels.

3° On se rappellera que le travail des forces intérieures électromagnétiques lors de la
déformation d’un circuit parcouru par un courant d’intensité 1 constante a pour expres-
sion :

1
G, = -—1%2.A
; 21 L

oi AL est la variation de I’auto-inductance du circuit. On se rappellera également
I’expression de 1’auto-inductance d’un solénoide :

2
L=uoNl—.S

— SOLUTION —

En I’absence de courant, 'armature supérieure du condensateur est en équi-

libre sous I’action de son poids P et d’une force élastique de rappel Eo :

-

—ﬁ“l" R0= 6.
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En présence de courant; soumise 4 'action de son poids f, a celle d’une force
élastique de rappel ﬁ, 4 celle d’une force de rappel —im d’origine électro-

. - 7 L4 -> r
magnétique, & celle enfin de la force électrostatique f,, exercée par I'arma-
ture inférieure, 'armature supérieure est en équilibre si :

> - -5 - >
P+R+fem+fus=0"

Ceci n’est pas en fait réalisé & chaque instant, mais si Iinertie mécanique
du systéme est grande, on peut négliger tout déplacement éventuel au cours
d’une période, et P’équilibre est réalisé si la valeur moyenne F de la somme
- > - .
f=fem+fes vérifie :

> —> -

F - RO -_— R.
Pour calculer —ﬁ, appliquons par exemple le théoréme des travaux virtuels;

si le dispositif étudié se déforme de telle sorte que 1'auto-inductance L du
solénoide varie de dL, et la capacité C du condensateur de dC, le travail

= * rer .
développé par la force F au cours de cette déformation élémentaire
sera :

3G.==. 1

' 1
- ] — V2
= T12.dL - — WV;: .dC,

ot 1 est I'intensité efficace du courant, et V la tension efficace aux bornes du
condensateur.

Comme :
N2S§ S’
L=—-“(.Lo-'—l— et C=EO-—e—7
il vient :
~ 12 NS V2 s’
819-"-'—'——'—‘2"‘- Mo—'zz—dl_—i"eozzde

1.,
C_O),
comme d’autre part la somme e -4 / est constante, nous pouvons réécrire le -
travail élémentaire ci-dessus sous la forme :

— 1 — oN2S 2
%= <2t~:oS’o>2 212 > 1

Si la pulsation du courant est ©, P'impédance réelle du condensateur est

Si, lorsque la pulsation du courant est o = 2rv, P’équilibre atteint est le
méme qu’en I'absence de courant (id est : il est obtenu pour la méme valeur de

I), les forces élastiques de rappel R et f{)(, sont égales, la force F est alors
nulle, donc le travail élémentaire 3% est nul quel que soit dl :

1 _ poN®S
2e4S' w? 202
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d’oli nous déduisons :

12
Cotho = 42 aN2SS

Application numérique ;

| =20cm = 0,2m

v =2,13.10"Hz .
N = 102 =3 golbg = §-—'i-(‘.ﬁ&n'_l‘282
S = 10cm? = 10-3 m? )

S’ = 200cm? = 2.10~2m?

Si I’on admet que la vitesse de la lumiére est : ¢ =~ 3.108 ms—2, nous vérifions
ainsi que @ gopec? = 1,

10-5. TRANSFORMATEURS., — Soit uf la tension complexe instantanée, de
1 p 2
pulsation o, appliguée aux bornes d’une premiére portion de cirvcuit de résis-
tance R,, d’anto-inductance 1., et parcourue par une intensité complexe
1s 1 4 Ip
instantanée if.

Soit uy la tension complexe de méme pulsation appliquée aux bornes d’une
seconde portion de circuit de vésistance R,, d’auto-inductance L., parcourue
par une intensité is.

Soit M le coefficient d’inductance mutuelle des deux circuits.

10 Ecrire sous forme matricielle la relation existant entve la matrice-colonne
d’éléments 1y et uj et la matrice-colonne d’éléments i et iy

%
20 Les résistances étant négligeables, exprimer le rapport —-ui pour if=20
1

(circuit secondaire ouvert). Quelle est la condition pour que ce quadripéle soit
réversible, c’est-a-dire pour que le rapport soit le méme quand le civcuit primaire
est onvert (if = 0, uf = 0)?

3° Montrer que cette condition est approximativement réalisée pour deux enrou-
lements comportant N, spires et N, spires sur un méme tore de fer doux,

el

u
et calculer alors le rapport &—i
1

4° Un premier tore de fer doux comporte deux enroulements : ’un, formé de
Nio spires, a pour bornes T, et T,; Uautre, formé de N spires, a pour
bornes D, et D..

Un second tore de fer doux comporte deux enroulements : I'un, formé de N,
spires, a pour bornes T, et T;, Dautre, formé de N spires, a pour bornes
D, et Dj.
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Les points Ty, Ty, Ty sont alimentés en courant triphasé; le point Ty est relié
divectement au point milien M de Uenvoulement T\ T, (point tel qu’il y ait

le méme nombre de spires, & savoir 1&3, entre T, et M qu’entre M et T,).
p 2 1 q 2.

FiGg. 10-5 I°. Fic. 10-5 2°

Montrer que, pour un choix judicieux de N, N,, et Ny, les tensions Vi et
* qui apparaissent aux bornes des secondaires (entre D, et D; d’une part,
D, et D} de Pautre) sont les composantes d’une tension diphasée.

~ SOLUTION —

15 Les flux magnétiques traversant les deux‘ circuits sont respectivement :
O, = Lyi; + Mi, et ©, = Mi; + Loi,
La loi d’Ohm appliquée & chacun des circuits donne :
diy
dt
ou, entre grandeurs complexes associées :
uf = Ry +joL)if + joMi et uf = joMif + (Ret+joly)i;

diy

”1=R1i1+L1%+M A

et u2=R2i2+M'dditl+L2

ce qui s’écrit matriciellement :

[uf] - [R1 +jol,  joM ] . [ii‘]
U JoM R, + jols i3

20 Si I'on admet que R, = R, =0, et si de plus i§ = 0, I’équation précé-

dente devient :
[ i:l [j ) ] il]
us JoM  jolL, 0

d’olt nous déduisons :
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Le quadripdle est donc réversible si :

M2 = Lle

3o La perméabilité magnétique du fer étant trés élevée, les lignes de champ,
« piégées » par le fer, peuvent &tre considérées comme fermées sur elles-mémes,
on peut admettre qu’aucune ligne de champ magnétique ne sort du tore, et
chaque spire enroulée autour de ce tore est traversée par le méme flux magné-
tique ¢ (au signe prés, selon le sens de 'orientation choisie sur la bobine
correspondante). Les flux @, et @, traversant les deux circuits sont dans ces
conditions égaux 2 :
D, = Ni.¢ et @, =N,.0

donc :

3L1i1 + Mi; = Ny. ¢

Mi; + Lyiy = Ny. 0

ces deux équations ne sont compatibles que si :

L, M

== J— 2
W 1,|= Ll —ME=0

Un transformateur usuel satisfait ainsi 3 la condition démontrée au § 2°,
dans la mesure oll 'on peut négliger les résistances des enroulements et les
pertes magnétiques du fer doux.

Dans ces conditions :

et:

uy _ Mif + Leif N,

uf  Lyf +Miz N
Les deux tensions sont donc en phase (ou en opposition de phase selon le sens
des enroulements) et dans le rapport des nombres de spires des enroulements
correspondants.
40 Désignons par 1,k et k? les racines cubiques de 'unité (1 -+ k& + k2 = 0).
Les points T,, T,, T; sont alimentés en courant triphasé, leurs potentiels
complexes sont représentables par :

uf = v¥, uy = k.v*, uy = k*.v*
Le potentiel complexe du point milieu M est :

uf—i-u;:v*.l,—l—k:__ﬁ

. p¥
2 2 27

Uy =

D’aprés ce qui précéde, et notamment le paragraphe 3°, les tensions complexes
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Vi et Vi qui apparaissent entre D; et D; d'une part, D, et D) de
I'autre, sont :

ViR G — ) = (L — .

N N 3k?
Vi=q - —u =g 2

Le rapport de ces deux tensions est :

Vi _ Np 3k

Vi Ny 2.0—h)
On vérifie aisément que :
k2
1—k

}l ;\.

donc que si :

Na = N12' L/;

*
le rapport % est une racine carrée de — 1 : les tensions V; et V, ont
1

méme amplitude, méme pulsation et sont en quadrature; elles sont donc les
composantes d’une tension diphasée.

1l est facile de transformer, par des dispositifs aussi simples que celui-ci, un systéme
de tensions polyphasées en un autre présentant un nombre de phases différent. Seul
le courant alternatif monophasé ordinaire ne peut ainsi étre transformé en courant
polyphasé (il faut recourir 4 d’autres types d’artifices).
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