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Avant-propos

Contrairement aux idées recues, propagées par
des sentences comme « tour est relatif », le principe
de la relativité est plus lié a Uinvariance gu'au
relativisme de toute chose.

Dictionnaire culturel « Le Robert », 2005

Ce cours, intitulé « Relativité », correspond globalement au programme traité en licence troisiéme
année, & I'Université Paul Sabatier de Toulouse, pendant un semestre de douze semaines, & raison d’une
heure de cours et d’une heure de travaux dirigés par semaine.

C’est un cours introductif qui s’ adresse & de jeunes étudiants dont les connaissances en mathéma-
tiques, en mécanique et en optique, bien que modestes, suffisent pour comprendre les fondements et les
implications physiques de cette théorie.

Mous avons volontairement réduit le formalisme a sa plus simple expression, considérant que ce
voulu bitir notre exposé, de facon rationnelle et concréte, en nous appuyant sur 1'expérimentation et
les limites physiques des hypothéses newtoniennes. La signature 4+ — —— caractérisant le carré de
I'intervalle espace-temps a été délibéremment choisie, afin de privilégier la durée, laquelle, invariante
en relativité galiléenne, est remplacée, en relativité einsteinienne, par la durée propre ou par I'intervalle
qui est son équivalent spatial par multiplication par la constante d’Einstein c.

Il n"est probablement pas inutile de rappeler que, comme son nom ne l'indique pas, la théorie
de la relativité n’est pas 1'expression scientifique d'un quelconque relativisme philosophique : elle est
donc trés mal résumée par I'expression « Tout est relatif ». Au contraire, les relativités newtonienne,
restreinte et générale peuvent étre considérées comme les recherches fructueuses de concepts universels,
c’est-a-dire invariants par changement de référentiel.

Le cours est divisé en dix legons :

i) La premiére concerne 1'extension du principe newtonien de relativité aux phénomeénes électro-
magnétiques, avec les expériences décisives de Fizeau et Michelson.

ii) Dans les legcons 2, 3 et 4, on développe toute la cinématique einsteinienne, en introduisant
notamment le formalisme quadridimensionnel, mais sans omettre d’analyser ce qui est parfois présenté
sous forme de paradoxes : les « jumeaux de Langevin », pour la dilatation des durées, et la barre en
mouvement cependant contenue dans une ouverture plus courte, pour la contraction des longueurs.



Avant propos ix

iii} Les lecons 5, 6, 7, 8, qui concernent la dynamique et I'énergétique des particules, sont es-
sentielles, puisqu’elles permettent d'introduire et de valider, par de multiples applications physiques
(particules dans un champ électromagnétique et collisions), la loi fondamentale de la dynamique ein-
steinienne, ainsi que le concept d'énergie de masse.

iv) Les deux derniéres legons, 9 et 10, sont des extensions qui, en général, ne figurent pas dans les
programmes d’enseignement de licence. L' avant-demiére « Electromagnétisme et relativité » permet de
présenter 1"électromagnétisme classique sous une forme synthétique trés enrichissante. Dans la derniére,
« Relativité générale », on donne un apercu physique significatif de cette théore et de son réle majeur
en cosmologie.

L'ouvrage s'adresse d’abord aux étudiants des licences de physique. Aussi les lecons sont-elles
quasi autonomes, les exemples nombreux et les 150 exercices et problémes accompagnés de leurs so-
lutions, ce qui témoigne de notre volonté de communiquer & la fois un savoir-culturel et un savoir-faire
utile pour préparer les divers examens et concours. En outre, dans I’annexe 3, intitulée « Simulation en
relafivité », on propose d’ufiliser les possibilités qu’ofire le langage Matlab pour résoudre quelques pro-
blémes concrets, tels que 1'anisotropie de 1'émission de particules par des noyaux en mouvement ou la
tocalisation de particules chargées dans des spectrométres.

Comme il s’agit avant tout d’un ouvrage d’enselgnement, nous avons systématiquement utilisé le
systéme d’unités international et adopté les notations recommandées par I'’AFNOR, abandonnant ainsi
le «régionalisme » des notations de spécialistes. Dans ce contexte, nous avons adopté les unités standard,
en évitant notamment la valeur unité pour la constante d’Einstein ¢, ce qui est précieux dans 1'analyse
dimensionnelle.

En raison de son découpage en legons structurées, de son aspect peu technique, de ’accent mis
sur le développement des idées et de la présence de thémes physiques tels que « Electromagnétisme
et relativité », et « Relativité générale », ce livre devrait intéresser aussi les candidats aux concours de
recrutement de 1'enseignement (CAPES et agrégations).

Flus largement, 1" ouvrage est destiné i tous ceux qui s’intéressent & la théorie de la relativité, afin
d’en comprendre la signification profonde et ainsi en écarter tout aspect mystérienx : pour étre attractive,
la théorie de la relativité n’a nul besoin de véhiculer une pensée magique ; son esthétique, sa capacité
explicative et son pouvoir créatif suffisent.

Les étudiants de licence de 1'Université Paul Sabatier, ainsi que ceux qui préparent l’agrégation de
physique, m'ont beaucoup aidé par leurs questions et leurs exigences pédagogiques. Aussi figurent-ils
en bonne place parmi tous ceux, notamment collégues de recherche ou d’enseignement, que je remercie
pour leurs remarques et commentaires constructifs.

Mises & part quelques corrections typographiques ou pédagogiques, cette troisiéme édition différe
des précédentes principalement sur la legon 10 dans laquelle la section « cosmologie » a été actualisée et
développée en s’appuyant sur la nouvelle annexe 2 sur les tenseurs. L' ancienne annexe 1, « Rappels ma-
thématiques », a été jugée nutile car déja présente dans les autres ouvrages de la collection, et remplacée
par une nouvelle annexe sur les systémes d unités en raison des modifications profondes que subira cer-
tainement dés 2018 le systéme international actuel.

José-Philippe Pérez, Mars 2016



Les grands noms de la relativité

Frangois Arago

Astronome et opticien francais, né & Estagel, dans le Rousillon, en 1786, et mort & Paris en 1853.
Polytechnicien, il est nommé 4 23 ans professeur 4 I'Ecole Polytechnique, succédant ainsi 3 G. Monge,
afin d'y enseigner la géodésie. Il oriente ses travaux de recherche vers I’optique, notamment dans le
but d’améliorer la précision des observations en astronomie. Il s’intéresse alors a la nature ondulatoire
et polarisée de la lumiére ; dans ce contexte, 1l découvre la polarisation rotatoire du quartz, ainsi que
les conditions d'obtention des franges d’interférence en lumiére polarisée. Trés influent, il entreprend
une carriére politique qui le conduit & rédiger le décret d'abolition de I'esclavage dans les colonies
francaises.

Henri Becquerel

Physicien frangais, né a Paris en 1852 et mort a Le Croisic en 1908. Polytechnicien, puis profes-
seur 4 1'Ecole Polytechnique, il découvre en 1896, sur des sels d’uranium, trois mois aprés la mise en
évidence des rayons X par W. Rontgen, la radiaoactivité béta moins du thorium 234, ¢’est-d-dire I’ €mis-
sion d’électrons par des noyaux. Ses travaux sur la radioactivité sont récompensés en 1903 par le prix
Nobel qu'il partage avec P. et M. Curie.

Hans Bethe

Physicien américain, d'origine allemande, né & Strasbourg (ville allemande a cette époque) en 1906,
et mort i Ithaca (état de New-York) en mars 2005. Aprés des études & Munich, Bethe prépare une thése
sous la direction de Sommerfeld, puis devient professeur i I'Université de Munich d’abord puis a celle
de Tiibingen. En 1933, aprés I'arrivée d’Hitler, 1l est démis de ses fonctions, en raison de ses origines
juives. Il s’installe aux Etats-Unis en 1935, précisément 4 Ithaca, 4 1’Université Cornell ot il enseigne la
physique. Il devient céleébre en 1938 en décrivant le cycle du carbone dans les étoiles et en détaillant les
réactions nucléaires de fusion qui sont i I'origine du rayonnement intense qu'elles émettent. En 1943,
1l dirige le groupe de physique théorique dans le projet Manhattan chargé de développer les premiéres
bombes par fission nucléaire. Il reste cependant un adversaire du développement des armes nucléaires
en s’ opposant notamment au projet américain de guerre des étoiles. Il regoit en 1967 le prix Nobel de
physique pour I'ensemble de ses travaux. A partir de 1975, il s’intéresse A 1'astrophysique et publie
quelques contributions remarquables sur les supernovae.
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Arthur Compton

Physicien américain, né & Wooster (Ohio) en 1892 et mort 4 Berkeley en 1962. Il rend parfaitement
compte de la diffusion des rayons X par le graphite en interprétant ce phénoméne comme une collision
entre un photon incident et un électron libre du matériau. Cette contribution, publiée en 1923, lui valut
le prix Nobel en 1927,

Marie Curie

Physicienne et chimiste frangaise, née & Warsovie (Pologne) en 1867 et morte a Sallanches (Haute
Savoie en 1934). A 24 ans, Marya Sklodowska quitte sa ville natale pour se rendre & Paris afin d'y effec-
tuer des études scientifiques. Excellente étudiante & la Sorbonne, elle est regue premigre i 1'agrégation
de physique en 1896. Elle est ensuite accueillie & 1'Ecole de Physique et Chimie de Paris, oi elle étu-
die le nouvean rayonnement béta découvert par H. Becquerel. Avec 1’aide de son mari P. Curie, ensei-
gnant et chercheur dans cette Ecole, elle identifie le radium et le polonium. En 1903, elle passe sa thése,
puis regoit le prix Nobel de physique qu’elle partage avec son mari et Becquerel. Aprés la mort acci-
dentelle de P. Cune, elle Iul succéde comme professeur i la Sorbonne. En 1911, elle regoit un second
prix Nobel, celui de chimie, pour avoir déterminé la masse molaire du radium. Curieusement, 1" Aca-
démie des Sciences ne I'a jamais admise en son sein. Pendant la Premiére Guerre mondiale, elle crée
un service de radiologie aux armées. Elle meurt en 1934 des suites d'une leucémie contractée précisé-
ment par une trop grande exposition aux rayons X et au rayonnement béta.

Paul Dirac

Physicien anglais, né 4 Bristol en 1902 et mort 4 Tallahassee en 1984, Grice a des qualités ex-
ceptionnelles en mathématiques, il imagine un formalisme permettant de concilier 1'approche ondu-
latoire de Schridinger et la démarche matricielle d’Heisenberg, ce qui lu vaut d’obtenir en 1932 la
célebre chaire qu'occupa Newton & Cambridge. Sa contribution la plus importante, intitulée « L'équa-
tion d'onde relativiste de 1'électron », a été publiée en 1928. Cette théone prédit non seulement le spin
de I'électron, mais aussi I'existence du positron. Il recut le prix Nobel de physique en 1933, la méme an-
née que Schridinger.

Albert Einstein

Physicien allemand, naturalisé suisse puis américain, né & Ulm (Allemagne) en 1879 et mort &
Princeton (USA) en 1955. Il est considéré, avec Newton, comme le plus grand physicien de tous les
temps. Cependant ses qualités exceptionnelles ne furent remarquées ni au collége ni a 1'université. En
optique, ses contributions sont I'interprétation de 1'effet photo-électnque, pour laquelle il regoit le prix
Nobel en 1921, celle de I'expérience de Michelson et Morley par extension du prncipe de relativité et
celle de 1'émission stimulée en 1917. Il est surtout connu pour la théorie de la relativité restreinte qu'il
publie en 1905, et qu'il compléte en 1915, en prenant en compte le caractére singulier de la gravitation.
Son influence en cosmologie est considérable. Celle en physique statistique aussi, notamment avec la
condensation dite d’Einstein-Bose.
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Hippolyte Fizeau

Opticien frangais, né & Paris en 1819 4 et mort & La Ferté-sous-Jouarre en 1896. Il fut le premier
i mesurer la vitesse de la lumiére par une expérience de laboratoire. Il montra expérimentalement, dés
1850, que la composition des vitesses, appliquée i la lumiére se propageant dans un milieu liquide
en mouvement, n'était pas de nature newtonienne. En outre, il découvrit la possibilité de mesurer le
diamétre des étoiles a partir de méthodes interférométriques (synthése d’ouverture). Enfin, il étendit, &
I'optique, 1"etfet découvert en acoustique par Doppler, ¢’est-d-dire le décalage de fréquence mesuré par
un observateur en mouvement par rapport & une source lumineuse.

Augustin Fresnel

Opticien frangais, né & Broglie (Eure) en 1788 et mort & Ville d’ Avray (région parisienne) en
1827. Il reprend les expériences d Young (cf. Oprigue), les étend et propose, avec le physicien frangais
Frangois Arago, I'interprétation ondulatoire de la lumiére. Il étudie également la diffraction & distance
finie, ainsi que la propagation de la lumiére dans les milieux cristallins. Il présente un mémoire complet
sur ce dernier sujet & 1" Académie des Sciences en 1823,

Galileo Galilei dit Galilée

Astronome et physicien italien, né i Pise en 1564 et mort & Arcetri (prés de Florence) en 1642,
Il est considéré comme le précurseur de la science moderne, d'une part en utilisant les mathématiques
pour décrire les lois de la physique, d’autre part en testant la validité de ces lois par 1'expérimenta-
tion. Ses principales contributions en astronomie sont 1'observation de la surface de la Lune et la dé-
couverte des satellites de Jupiter i 1'alde d'instruments d’optique qu’il met lui-méme au point. L'en-
semble est publié en 1610 dans « Le messager des étoiles ». Cependant, c’est sa contribution en méca-
nique qui est la plus célebre. En étudiant le mouvement des corps, il découvre les lois de la chute libre,
notamment 1'indépendance de la masse lorsque la résistance de 1'air est négligée, I'isochronisme des
petites oscillations d'un pendule ; 1l pergoit aussi le principe de I'inertie et se rallie aux 1dées héliocen-
triques de Copernic. Il publie alors le « Dialogue sur les deux principaux systémes du monde » en 1632,
ce qui lui vaut la condamnation de 1'Inquisition en raison de sa vision copernicienne du Monde (mobi-
lité de la Terre). C’est & la fin de ce procés qu’il aurait prononcé la fameuse phrase « eppur si muove. »

George Gamow

Physicien et astrophysicien américain d’origine russe, né a Odessa en 1904 et mort & Boulder dans
le Colorado en 1968. Aprés des études & Leningrad, & Copenhague avec N. Bohr et 4 Cambridge avec
E. Rutherford, il obtient une charge d’enseignement en URSS. En 1928, il interpréte laradioactivité « i
1’aide de la physique quantique, précisément 1'effet tunnel. Il montre notamment qu’il est possible qu'un
proton-projectile peut pénétrer dans un noyau et ainsi en modifier la constitution, ce qui est 4 la base de
la transmutation nucléaire, réalisée pour la premiére fois par J. Cockroft et E. Walton. En récompensant
ces derniers en 1951, le jury Nobel oublia de I'inclure dans le prix. En 1939, il s’installe anx USA et
prend la nationalité américaine. Il fut le premier en 1948 a prévoir, avec deux collaborateurs, Alpher et
Hermann, le rayonnement radio fossile, lequel fut découvert par hasard en 1965 par Penzias et Wilson.
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Gamow fut aussi connu pour ses travaux de vulgarisateur scientifique dans lesquels se sont exprimés,
oufre ses grandes compétences, son style alerte et son humour.

William Rowan Hamilton

Mathé maticien et physicien irlandais, né en 1806 i Dublin et mort en 1865 prés de Dublin. En-
fant prodige puis étudiant génial, il impressionne, a 22 ans, I’Académie Royale d'Irlande en présentant
un exposé moderne sur la théorie des rayons lumineux. Ce travail est le point de départ d'une contri-
bution capitale en dynamique qui s’achévera en 1833 sur une remarquable analogie entre 1'optique et
la mécanique. Cette synthése débouchera sur la relation de L. de Broglie et sur I'équation de Schrodin-
ger en mécanique ondulatoire.

Edwin Hubble

Astrophysicien américain, né 4 Marshfield dans le Missouri en 1889 et mort 4 San Marino en Ca-
lifomie en 1953. A la suite d'une récompense universitaire, il interrompt en 1910 une carriére promet-
teuse de boxeur (!) pour suivre des études de droit ( !) & Oxford, en Angleterre. Il rentre ensuite aux
USA, s'installe comme avocat dans le Kentucky, puis abandonne cette activité en 1914 pour reprendre
des études spécialisées en astronomie sous la direction de G. Hale. Ses observations a 1'Observatoire
de Yerkes (& Chicago), au Mont Wilson (Calfornie) en 1919, aprés deux ans d’arrét pour participa-
tion & la Premigére Guerre mondiale, le conduisent & la mise en évidence de galaxies situées en dehorms
de la Voie Lactée. En découvrant les étoiles variables, les Céphéides, il peut déterminer de facon précise
la distance d’objets célestes et établir la loi expérimentale de proportionnalité entre le décalage spec-
tral cosmologique et leur distance & la Terre. Interprétant cette loi comme un effet Doppler-Fizeau, il
conforte I'hypothése de I'expansion de I"Univers. Aprés une participation i la Deuxiéme Guerre mon-
diale en Europe, il supervise en 1948 la réalisation et la mise au point du télescope deux métres du Mont
Palomar en Californie.

Georges Lemaitre

Astrophysicien belge, né & Charleroi en 1894 et mort & Louvain en 1966. Aprés des études d’ingé-
nieur des mines & Louvain, qu’il interrompt en 1914, en raison de la guerre mondiale, et qu’il reprend
en 1918, il s'oriente vers les mathématiques qu'il abandonne pour la physique. Une bourse lui per-
met de suivre des cours d’astrophysique a4 Cambridge (USA), puis au MIT (USA) ot 1l soutient sa
thése en 1926. De retour en Belgique, il enseigne a 1'université de Louvain, tout en poursuivant une car-
riére de prétre. [l est le premier physicien i avoir émis I'hypothése d'un Univers en expansion en 1927,
mais sa publication en francais passe inapergue. Pire, traduite en 1931 par 1’ astrophysicien britannique
A. Eddington, elle est entamée de 1'information essentielle sur I'expansion ! En 1951, il s’oppose au
pape Pie XII qui tente de récupérer ce phénomeéne pour justifier la genése. En 1962, il s’oppose aussi i
I’éviction des Wallons de I"Université catholique de Louvain.

Hendrik Antoon Lorentz

Physicien néerlandais, né 4 Arnhem en 1853 et mort & Haarlem en 1928. Il devint en 1878 titulaire
de la chaire de physique théorique & 1'Université de Leyde. Ses contributions importantes concernent
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I'électromagnétisme des milieux matériels, et notamment 1'influence d'un champ magnétique sur le
rayonnement lumineux émis par les atomes, ce qui lu vaut le prix Nobel en 1902, prix qu'il partage
avec son éléve P. Zeeman. Il est surtout connu pour les formules de transformation de la relativité
restreinte qui respectent 'invariance de toutes les équations de Maxwell par changement de référentiel

galiléen.
James Clerk Maxwell

Physicien britannique, né 4 Edimburg (Ecosse) en 1831 et mort 2 Cambridge en 1879. En 1857,
il publie un arficle sur la constitution probable des anneaux de Saturne, ce qui le fait connaitre de
la communauté scientifique et 1'incite & s’intéresser aux systémes constitués d'un grand nombre de
particules. Il établit alors les principaux résultats de la théorie cinétique des gaz. C'est ensuite comme
professeur d'université au King's College de Londres qu'il travaille sur 1’ électromagnétisme, chez lui(!),
assisté par son épouse. Sa contribution décisive sur les équations de 1'électromagnétisme date de 1876.
Enfin, il est nommé i Cambridge pour diriger la construction du célébre « Cavendish Laboratory ».

Albert Michelson

Physicien américain d’origine polonaise, né & Strelno en 1852 et mort & Pasadena (Californie) en
1931. Expérimentateur de génie, il construisit un intertérometre, devenu désormais célébre, pour mettre
en évidence de trés faibles chemins optiques, ce qui permit d'établir expérimentalement 1'invariance
de la vitesse de la lumiére dans le vide, malgré ses propres convictions antirelativistes. Il regut le prix
Nobel en 1907 pour cette contribution qu’il publia seul en 1881 ; avec Morley, il en fournit une version
plus précise en 1887. Il développa en outre la technique de synthése d’ouverture imaginée par Fizeau
pour déterminer le diamétre apparent des étoiles par des méthodes interférométriques.

Hermann Minkowski

Mathématicien allemand, né & Kovno (Lituanie) en 1864 et mort & Gottingen en 1909. Aprés ses
études & 1'Université de Konigsberg et une thése qu’il présente en 1883, il exerce les fonctions de
professeur, notamment i 1'Ecole Polytechnique de Zurich. C'est 1a qu’il rencontre son éléve Einstein.
Il est al'origine de I'utilisation du formalisme quadridimensionnel pour exprimer le concept d'espace-
temps en relativité.

Isaac Newton

Mathématicien, astronome et physicien anglais, né & Woolsthorpe en 1642 et mort & Kensington
en 1727. 1l est considéré, avec Einstein, comme 1'un des plus grands physiciens de tous les temps. Cu-
rieusement et comme ce dernier, il fut un éléve qui ne révéla au collége aucune capacité exceptionnelle.
C’est 2 Cambridge que 1I'on remarqua ses grandes possibilités. Plus influencé par Descartes que par Ans-
tote, il publie en 1687 une synthése magistrale de la mécanique, « Principia mathematica » ; il y énonce
les fondements de la dynamique et relie, en introduisant la loi de la gravitation universelle, le mouve-
ment des planétes et la chute des corps. En optique, 1l s’opposa & C. Huygens et R. Hooke, adeptes d'une
théorie ondulatoire de la lumiére. Cependant, sa contribution faite dans « Opticks » est, elle aussi, ex-
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ceptionnelle : il interpréte la décomposition spectrale de la lumiére & partir d’expériences concues avec
des prismes et montre que la couleur blanche est un mélange des différentes couleurs spectrales; il ex-
plique aussi la formation des images par des miroirs, et suggére méme la possibilité d’échanges entre
lumiére et matiére.

Henri Poincaré

Mathé maticien et physicien francais, né 4 Nancy en 1854 et mort & Paris en 1912, Aprés des études
4 1'Ecole Polytechnique et un diplome d'ingénieur au corps des Mines, il passe une thése en mathéma-
tiques en 1879, Deux ans aprés, il est nommé professeur i la Sorbonne. A 33 ans, il entre a I’ Académie
des Sciences. Sa contribution en mathématiques est considérable et fortement inspirée par la physique.
Aussi ses apports i 1’ électromagnétisme et i la mécanique sont-ils considérés comme majeurs. Il a ainsi
joué un réle essentiel dans la recherche d’un groupe de transformation compatible avec I'invariance des
équations de Maxwell et dans 1"introduction des concepts relativistes développés par Einstein ; il est ac-
tuellement &tabli qu'il fut le premier i étendre le principe de relativité newtonien aux phénoménes élec-
tromagnétiques. En outre, sa contribution sur les équations différentielles, issues de la physique, en a
fait le fondateur de la théorie des systemes dynamiques i comportement chaotique.

Ernest Rutherford

Physicien britannique, né i Brightwater, prés de Nelson, en Nouvelle Zélande en 1871 et mort &
Cambridge en 1937. Méme si trés jeune, en classe, il excellait sur tous les sujets, Rutherford fut inté-
ressé surtout par les sciences et les mathématiques, au point de construire chez lui, pendant sa scolarité,
un appareil lul permettant d’étudier la propagation des ondes électromagnétiques. Boursier, il poursuit
ses études en Angletemre, & Cambridge, ot il devint 1'éléve de J.J. Thomson, celul qui détermina pour la
premiére fois le rapport e/m, pour I'électron. Il fut successivement professeur 4 Montréal, & Manches-
ter, puis & Cambridge en 1909, et prit la direction du Laboratoire Cavendish en 1919. Il est surtout connu
pour ses travaux sur la radioactivité, notamment 1’ étude des rayons « , qu’il identifie & des noyaux d’hé-
lium, et de leur diffusion, ce qui lui permet d’établir le modele de la structure atomique, dans lequel une
charge positive est concentrée au centre, le noyau, et une charge négative est répartie autour. En 1920,
au cours d'une conférence, il prévoit |'existence d une particule, de masse égale i celle du proton, mais
de charge nulle ; cette particule sera découverte dans son laboratoire par James Chadwicken 1932 et ap-
pelée neutron par ce demier. Curieusement, il regut, en 1908, le prix Nobel de chimie mais pas celu de

physique.
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Constantes physiques

Constante de gravitation ou constante de Newton: G = 6,674 28(67) x 10~ m* kg—1.s—2

Constante d'Einstein (valeur exacte) : ¢ =2,997924 580 x 10* ms~!

Charge élémentaire : e=1,602176487(40) x 107" C

q¢ = &/(dmep) g% = 230,708 x 10720 SI

Masse de 1'électron : m. =9,10938215(45) = 10~ kg
mgc? = 0,511 MeV

Masse du proton : m, = 1,672621 637(83) x 10~ kg
myc® = 938,27 MeV

Constante de Planck : h=6,62606896(33) x 1015

Constante de Planck divisée par 2 : = 1,054571628(53) x 107*1.s

Nombre d’ Avogadro : N, = 6,022 14179(20) x 102 mol~!

Constante de Boltzmann : kg = 1,3806504(24) x 10-2 J.K-!

Constante des gaz parfaits : R = Nykg = 8,314472(15) J.K~'.mol~!

Constante de Faraday : F = Nye = 96485,3399(24) C.mol !

Constante de structure fine : = qf,fﬁc

=7,2973525376(50) x 10~* = 1/137,036
Longueur d’onde de Compton relative 4 ’électron :  Ac = 2,426310217 5(33) x 10~ 2
Unité de masse atomique : u=1,6604 x 1072 kg =931, 5 MeV.c~2

Les valeurs de ces constantes fondamentales sont celles actualisées en 2006
(http://physics.nist.gov/cuw/Constants/index.html). La valeur de la constante de Newton doit se lire :

G = 6,67428(67) £0,00067 x 107" m* kg—1.s-2

Notations et symboles
Ret R référentiels (repéres d’espace et de temps)
x,v,z:;x, ¥, 7 composantes cartésiennes du vecteur position dans R et R’
v, a vecteurs vitesse et accélération d'une particule par rapport & R
v, a vecteurs vitesse et accélération d'une particule par rapport & R’
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Ve
4x (ct,x, v, 2)

d? =c2dP —dP —dy —dZ2
||4-x*

dr=ds/c

m

M

Be=m1e/c

Ye=(1-p2)"12
B=v/fc
y= (- g

4 (ye,yv)

da

4k (w/c,k)

4p (yme,p = ymv)
L

E = (y— 1)mc?

& = mc?

SP

£

&

4f (YF-v/c,yF)
o

E,V

B, A

we = gB/(ym)
P=p+gA

L, H

4T (pe,d)

4A (Vic,A)
4V (8/8et,-V)
O=a%/2d?r-v?
H

z

A

Gan

vitesse d’entrainement de R’ en translation par rapport 4 R
quadrivecteur espace-temps

carré de 1'intervalle élémentaire entre deux événements
carré de la pseudo-norme de 4-x : 2P =% =y = 2
durée propre élémentaire

masse d'une particule

masse d'un systéme de particules

rapport de la vitesse de translation de R’ par rapport 4 R sur ¢
facteur relativiste associé a u,

rapport de la vitesse quelconque d'une particule sur ¢
facteur relativiste associé i la vitesse v quelconque d’une particule
quadrivecteur vitesse

quadrivecteur accélération

quadrivecteur d’onde

quadrivecteur énergie-quantité de mouvement

moment cinétique

énergie cinétique d’une particule

énergie de masse d’une particule

énergie potentielle

énergie d'une particule libre

énergie totale d'une particule dans un potentiel
quadrivecteur force

référentiel du centre de masse

champ et potentiel scalaires électriques

champ et potentiel vecteur magnétiques

pulsation cyclotron d'une particule en dynamique einsteinienne
impulsion d'une particule ou moment linéaire

lagrangien, hamiltonien

quadrivecteur source du champ électromagnétique
quadrivecteur potentiel

quadriopérateur nabla

dalembertien

coefficient de Hubble

décalage spectral relatif

constante cosmologique

giga-année (milliard d’années, 1 Gan = 3,15576 x 101 5)
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Alphabet grec
alpha A o éta H =n nu N v tau T r
béta B B |tham O @ || x E & |upsilon Y w
gamma I' ¥ || iota I omicron @ o || phi [
delta A & | kappa K k | p I = || khi X x
epsilon E € |[lambda A A || rhd P p | psi ol
zéta Zz mu M u | sigma 3 o | oméga 0 w
milli (m) = 103 micro{g) =10"%  mpano(n)=10"Y  pico (p) = 1012

kilo (k) = 10°

méga (M) = 10

giga (G) = 109

téra(T) = 102 péta (P) = 10'5



Description de I’ouvrage

Louvrage « Relativité » est découpé en dix lecons dont les trois dernigres sont des compléments
succints de physique nucléaire, d'électromagnétisme et de gravitation. Le déroulement de ce cours, qui
s'adresse i des éudiants de licence 2 ou 3, est le suivant :

Lecons 14 5 : Introduction, Transformation de Lorentz-Poincaré, Intervalle entre deux événements,
Dilatation des durées, Contraction des longueurs, Effet Doppler-Fizeau, Composition des vitesses, Lol
fondamentale de la dynamique einsteinienne, quadrivecteur énergie-quantité de mouvement, énergie
cinétique et énergie de masse.

Legns 6 4 7 : Mouvement de particules chargées dans des champs électriques et magnétiques,
Collisions €lastiques et inélastiques entre particules.

Legons 8 a 10 : Physique nucléaire, Electromagnétisme et Relativité Générale.

Les lecons 1, 2, 3, 4 et 5 tiennent un réle central, car elles contiennent les éléments indispensables
(définitions, lois et principes) & 'étude des legons qui suivent. Méme si ces derniéres sont présentées
dans un certain ordre, on peut les aborder dans un ordre quelconque, selon I'intérét du moment ; en
effet, toutes les lecons sont présentées de fagon quasi autonome et le renvol a des formules éloignées est
pratiquement inexistant.

Meéthode de travail

Lecture des legons

Dans une phase initiale, une lecon doit étre lue une premiére fois, en insistant sur 1'introduction,
laquelle situe la lecon dans le cours, et surlaconclusion qui répertorie 1" ensemble des résultats essentiels.
Dans une deuxi¢me phase, 1'étudiant doit refaire avec soin tous les calculs intermédiaires.

Enfin, une derniére lecture devrait permettre d’appréhender complétement la legon, notamment les
résultats essentiels, les exemples significatifs et les ordres de grandeur.

Exercices et problémes

La lecture de la legon achevée, I'étudiant doit passer a la phase d’application en faisant des exer-
clces simples et courts, directement liés an contenu de la legon ; il doit essayer de les résoudre avec le
seul support que constitue le cours. En cas de difficultés, un coup d’ceil rapide sur la solution, propo-
sée en fin d’ouvrage, devrait I'aider. Il faut cependant éviter la simple lecture de la solution proposée et
la mémorisation de la démonstration : mieux vaut revenir sur la legon pour résoudre I'exercice. En cas
de difficulté majeure, lire la solution et tenter de la refaire, sans aucune aide, un ou deux jours plus tard.
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Une fois ces exercices rédigés, tenter de résoudre des problémes d’examens et concours, générale-
ment plus longs.

Révision
Pour réviser, une ultime lecture devrait conforter 1"apprentissage. Ne pas hésiter i souligner au
crayon les parties essentielles et a porter en marge des remarques personnelles suggérées par la lecture

d’autres ouvrages ou de documents annexes, tels que des revues a grand public (La Recherche, Pour la
Science, Ciel et Espace, Science et Vie, etc.).

Comment résoudre un probleme de relativité ?

La pratique pédagogique de I'enseignement de relativité nous conduit & souligner préalablement
quelques points essentiels en cinématique et en dynamique einsteiniennes.

Cinématique

C’est la partie la plus délicate, car non intuitive. On la résout correctement si 1'on suit les reégles
suivantes, méme lorsque le texte du probléme n’invite pas i le faire.

1) On s’astreint & écrire systématiquement les coordonnées des différents événements considérés.
On change de référentiel en appliquant la transformation de Lorentz-Poincaré.

2) On écrit cette derniére transtormation sous sa forme canonique, dans laquelle toutes les variables
sont homogénes a une longueur ( ¢f au lieu de # ).

3) On identifie le référentiel propre pour les durées (référentiel par rapport auquel les deux événe-
ments sont localisés au méme point) et pour les longueurs (référentiel par rapport auquel la tige dont on
mesure la longueur est fixe).

4) On introduit le quadnvecteur vitesse et le quadrivecteur d’onde, lesquels se transforment comme
les coordonnées spatio-temporelles.

5) On distingue soigneusement les trois facteurs relativistes : . associ€ i lavitesse d'entrainement
v, de R' parrapportad R, ¥ fonction de la vitesse v de la particule par rapport & R et ¥ dépendant
de la vitesse de cette méme particule par rapporta R’ .

6) Enfin, on vérifie I'anal yse par le test d'invariance de 'intervalle entre denx événements, lequel
remplace le temps newtonien qui, en relativité, n’est plus universel.

Dynamique et énergétique

C’est la partie la moins délicate et la plus riche sur le plan des applications : particules chargées dans
des champs, électrique et magnétique, collisions élastiques ou inélastiques. Les précautions & prendre
sont les suivantes.

1) Les théorémes & appliquer sont analogues a ceux de la mécanique newtonienne, avec des ex-
pressions évidemment plus riches de la quantité de mouvement et de I'énergie £ d’une particule libre :
t_l

p=ymv et &= (y—lmc® avec y*z(l—,tiz}_IJJz et ﬁzE

au lieude p=mv et £ = mv?/2.



Description de 'ouvrage xxi

2) La quantité £ = mc®, concept nouveau appelé énergie de masse, est reliée i la quantité de

mouvement p et son énergie £ de particule libre par la relation générale :
£2 PP = mict = &2

3) Dans I'application de la loi fondamentale de la dynamique, il est préférable de privilégier le
concept de quantité de mouvement. Techniquement, cela revient & obtenir d’abord la quantité de mou-
vement par intégration puis a en déduire la vitesse par la relation :

p _pc’ pc’

VS T & T (Rt mEchin

4) Pour toute collision, élastique ou inélastique, la quantité de mouvement totale et 1’énergie totale
se conservent. Dans le premier cas, cette derniére conservation implique celle de 1'énergie cinétique.
Comme en mécanique newtonienne, le référentiel du centre de masse est commode pour établir des
propriétés caractéristiques ou pour déterminer des seuils énergétiques.

Simulation
Le recours a la simulation numérique est particuliérement utile dans 1'étude du mouvement de

particules chargées rapides dans des champs non uniformes, et surtout dans le tracé de faisceaux de
particules.

Quelle est I'interprétation des résultats obtenus ?

Cette derniére phase est capitale, car elle permet d’apprécier la nature physique des résultats obte-
nus et donc de revenir sur des erreurs de calcul ou de programmation malheureuses. Dans la plupart des
applications numériques, il est judicieux d’utiliser le MeV pour 1I'énergie, le MeV.c ~! pour la quan-
tité de mouvement et le MeV.c ~2 pour la masse.



La relativité en vingt questions

1. Pourguoi dit-on parfois que la relativité est une théorie mal nommée ?

2. On lit souvent la phrase suivante : « Les quatre équations de Maxwell ne sont pas invariantes par
transformation de Galilée ». Pourquoi une telle atfirmation n’est-elle que partiellement correcte 7

3. Pourquoi, malgré certaines analogies, les ondes électromagnétiques sont-elles fondamentalement dif-
férentes des ondes acoustiques ?

4. On lit souvent, dans des textes relativistes, pas nécessairement destinés au grand public, que les inter-
valles temporel et spatial sont séparément invariants en relativité galiléenne. Pourgquei cette affirmation
est-elle en partie incorrecte 7

5. 11 existe deux fagons d’écrire I'intervalle entre deux événements, I'une privilégiant le temps, I'autre
privilégiant 1'espace. Pourguoi, malgré une méme efficacité calculatoire, la premiére est-elle pédagogi-
quement et méme conceptuellement préférable a la seconde ?

6. En relativité restreinte, il est souvent commode de mesurer le temps en métre, en utilisant la coordon-
née cf au lieu de la variable temps f. Pourguoi cependant la phrase suivante souvent entendue : « Avec
la relativité, le temps et 'espace ont désormais des statuts identiques », est-elle abusive 7

7. Lors d'une émission télévisée grand public sur la relativité, un scientifique ( !) voulant illustrer la
contraction des longueurs a affirmé qu'un voyageur, situé dans un train se déplagant i grande vitesse
par rapport & la Terre, voyait la largeur de la fenétre de son compartiment se rétrécir. Pourguoi une telle
affirmation traduit-elle une incompréhension de la relativité ?

8. Pourquoi n'y a-t-il pas réciprocité de situation dans 1"expérience de pensée sur les jumeaux de Lan-
gevin ?

9. Pourguoi James Bradley a-t-il pu, en 1729, estimer la vitesse de la lumiére dans le vide, avec une
etficacité remarquable, en étudiant 1'aberration de 1'étoile ¥ du Dragon, alors qu'il s’ appuyait sur la
simple théorie newtonienne ?

10. Pourquoi 1'expérience interférométrique de Fizeau, ot la lumiére se propage dans de 1’ean en mou-
vement, suffisait & valider le point de vue d'Einstein sur I'espace et le temps, sans le recours de 'expé-
rience de Michelson et Morley 7
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11. Pourquoi le concept de masse variable ne présente aucun intérét, et qu’en outre il est pédagogique-
ment dangereux 7

12. Pourguoi la tentative d’interpréter 1'avance du périhélie de Mercure par une théorie relativiste
d’espace-temps plat a-t-elle conduit & un échec ?

13. Pourquoi un ensemble de deux photons, de méme énergie et de quantités de mouvement opposées,
se comporte-t-il comme un systéme de masse non nulle 7

14. Pourquoi le mouvement relativiste d'une particule chargée, dans un champ magnétique seul, est-il
simple & étudier et important & connaitre 7

15. Dans 1'étude des collisions entre particules rapides, on introduit souvent, méme en mécanique ein-
steinienne, le référentiel du centre de masse. Pourguoi ?

16. Lorsqu’on veut créer de nouvelles particules, on s"arrange pour que le projectile et la cible soient en
mouvement, de telle sorte que le référentiel du laboratoire soit aussi le référentiel du centre de masse.
Pourguoi ?

17. Pourquoi un ensemble de deux champs orthogonaux, 1'un électrique et 1’autre magnétique, peut-il
se réduire, dans d'autres référentiels, & un seul champ électrique ou & un seul champ magnétique ?

18. Pourguoi le rayonnement d’'une étoile ne peut-il &tre attribué 4 un effondrement gravitationnel 7

19. Malgré une masse nulle, un photon émis par une étoile est dévié de sa trajectoire par une masse telle
que le Soleil. Pourquoi?

20. Pourguoi la constante cosmologique A exprime-t-elle I'équivalent d’ une force répulsive ?
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Introduction. Principe de relativité

Au début du XX"siécle, la plupart des physiciens étalent persuadés que |'ensemble des phénomeénes
physiques pouvaient étre interprétés, soit par la mécanique de Newton (cf. Mécanigue), soit par I'élec-
tromagnétisme de Maxwell (cf. Electromagnétisme). Cependant, dans ce tableau d’une science physique
pratiquement maitrisée, seulement dewx questions restaient i résoudre, selon notamment I"éminent phy-
sicien écossais Lord Kelvin : i) le mode de propagation de la lumiére ainsi que le comportement singulier
de sa vitesse, ii) le myonnement émis par les corps condensés.

Cette seconde question constitue le point de départ de la physique quantique (cf. Quantigue),

Quant a la réponse & la premiére question, elle est a 1'origine de la théorie, dite de la Relativité,
qui se présente, aprés analyse, comme une double extrapolation du principe de relativité newtonien,
selon lequel aucune expérience de mécanigue ne permet de distinguer entre deux référentiels galiléens
(cf. Mécanigue). La premiére extrapolation, qui concerne 1'extension de ce principe i la lumiére, est la
Relativité Restreinte (RR), la seconde est la Relativité Générale (RG).

Il convient donc avant tout de rappeler la Relativité Newtonienne.

1. — RELATIVITE NEWTONIENNE

On appelle relarivité newronienne des lois de la mécanique leur invariance, par changement de ré-
térentiel galiléen (cf. Mécanigue). Rappelons que ces derniers sont des référentiels en translation, recti-
ligne, uniforme, les uns par rapport aux autres, dans lesquels les forces qui apparaissent sont uniquement
dues aI'interaction du corps considéré avec d’autres corps situés dans son voisinage.

Remarque : 1l convient de ne pas confondre la translation, qui exprime 1'absence de rotation d’un réfé-
rentiel par rapport & un autre référentiel, et le mouvement rectiligne qui, lui, ne concerne
qu’un point dont la trajectoire au cours du temps est une droite (cf. Mécanique). C est
une incorrection que 1'on peut malheureusement lire, encore aujourd 'hui, dans des textes
écrits par des scientifiques.

1.1. — Coordonnées d’un événement

On exprime la relativité newtonienne en exprimant le changement de coordonnées d'un événe-
ment, ¢’ est-i-dire d'un phénoméne physique localisé, dans un référentiel donné, i la fois dans le temps
(instant) et dans 1'espace (lieu).
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Ainsi, un événement, survenant i une parficule matérielle, est caracténsé par la donnée de la co-
ordonnée temporelle 1 et de ses coordonnées de position, par exemple x, v, z. Il est alors commode
d’utiliser un espace & guatre dimensions, dans lequel un événement est représenté par un point (0 ap-
pelé point d'Univers. Dans cet espace, la courbe décrite par @ est la ligne d'Univers. La figure 1.1
représente le mouvement rectiligne d'une particule ainsi que la ligne d'univers correspondante.

X
A S —
9 ) | of
N x 0]
A
a) b)
FiG. 1.1.
1. 2. — Transformation de Galilée

La transformation de Galilée permet de relier les coordonnées d'un événement dans un référentiel
galiléen R a celles du méme événement dans un autre référentiel galiléen R’ de vitesse d’entraine-
ment v, par rapporta R (Fig. 1.2a). Cette transformation est & la base de la cinématique newtonienne :

t=1 x=x +uvrl y=y e z=7

L'absence de constantes dans les formules de transformation revient simplement & supposer que les
origines O et ¥ de R et R’ coincident aux instants r = ¢ =0 .Sur lafigure x >0 et ¥’ < 0.

On voit qu'en cinématique relativiste la durée est un invariant : on dit aussi que le temps est une
grandeur universelle ; c’est le principe d'universalité du temps de la mécanique newtonienne.

En revanche, contrairement i une idée incorrecte trés répandue, 1'espace n'est pas absolu en mé-
canique newtonienne, mais relatif, puisque les coordonnées spatiales d’un méme événement différent
d'un référentiel a 1" autre.

Remargues : 1) Le qualificatif inertiel est souvent utilisé a la place de galiléen. Certains auteurs ne font
ancune différence entre les deux adjectifs. D’ autres, comme nous, définissent les référen-
tiels inertiels comme des référentiels dans lesquels le principe de I'inertie, ou premiére
loi de Newton, peut étre concréfement réalisé, et non en imaginant simplement 1'absence
de force (cf. Mécanigue). Cette distinction apparaitra clairement plus loin, lorsque nous
analyserons les idées de la relativité générale (cf. chapitre 10). Le choix, fait ici, per-
met d’adopter une démarche sans rupture avec la mécanique newtonienne et d’éviter de
déflorer le point central de la RG, c’est-i-dire 1'analyse du réle de la gravitation en re-
lativité. Pour I'instant, cette discussion s’avére quelque peu académique puisque, dans la
plupart des cas intéressants ot des forces électromagnétiques sont présentes, la gravita-
tion n'est pas i prendre en compte car négligeable.

2) Dans son livre « Principia mathematica », Newton introduisit non seulement le concept
de temps absolu, mais aussi celui d’espace absolu, ce dernier & I'analyse s’avérant sans
fondement, comme le firent remarquer au début des années 1900 H. Poincaré et E. Mach.
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On obtient les formules réciproques donnant les coordonnées dans R’ en fonction des coordonnées
dans R, en les permutant et en changeant v, en —u, .

f=t xX=x-wva Y=y e 7=z

¥ v ¥ v
M
— Ve — Ve
'
A i
R Pd R R i R
A .
o~ o . 0 R .
! X x ! x Sourcs x
a) b)
FiG. 1.2,

Exemple de transformation galiléenne des coordonnées d’événements

Une source lumineuse, placée a I'origine @ du référentiel galiléen R' = Ox'yv'z', de vitesse
d’entrainement v, par rapport au référentiel du laboratoire R, émet un rayonnement lumineux selon
I'axe O'y' (Fig. 1.2b).

Appelons E; I'événement « émission de lumiére en 0, » E; 1'événement « réflexion sur un petit
miroir plan M’ », situé sur 'axe Oy i la distance [, et E; «’événement détection de la lumiére en
(¥ ». Les coordonnées de E, , E, et Ey,dans R’ , sont, respectivement :

=0 i =lfc v =2¢e
xX=0 =0 =0
E, }'!ZU E; }RZE E3 }"-:':]
er,=u R 7 =0 Tor =0

Par conséquent, d’aprés la transformation de Galilée, ona:

=0 t=1lfc r=2l/c
x=0 x=uvl/e x=2ud/e
Ex y=0 E2 y=1I Es y=10
= z=0 z=10 = z=0

Une telle explicitation, qui peut paraitre superflue dans le cas newtonien, s’avérera utile en relativité
restreinte oll 1'intuition et le bon sens habituels peuvent facilement conduire & des erreurs. Dans ce
contexte, il est prudent de rappeler la phrase de G. Bachelard : « En relativité restreinte, 1'intuition
(newtonienne) est un obstacle a la pensée scientifique ».

Motons que la durée galiléenne entre deux événements est invariante par changement de référen-
tiel galiléen : elle vaut {/c pour E, et E;, 2I/c pour E; et E3,ilafoisdans R et R', conformé-
ment i I'hypothése du temps universel. En revanche, la distance qui sépare les deux événements, elle,
n'est pas invariante par changement de référentiel galiléen : pour les événements E; et Ej, elle vaut
respectivement, dans R’ et dans R :

d=1 e d=(P+28/*)"7 =11 +032)'
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I.3.

Transformation galiléenne des vitesses

En dérivant par rapport au temps, paramétre universel temps ( f = ') , les formules de transforma-
tion de Galilée, on retrouve la loi bien connue de composition des vitesses, dans le cas de la translation
(cf. Mécanique). En effet :

dx dx¥ ‘o dy dy dz d7
dr — dr ¢ dr — ar dr ~ dr
puisque dr =dt'. Par conséquent :
t_l.r:tl;.}.t_lt vy:v; tlz :1_,!;
ce qui s"écrit vectoriellement :
v=v'+v,

v, étant la vitesse d'entrainement de R’ par rapporta R.

Remarques : 1) En cinématique newtonienne, la composition des vitesses ne concerne pas uniquement

des référentiels R et R’ galiléens (cf. Mécanigue) ; elle est établie i partir de considé-
rations uniquement cinématiques, indépendantes de la nature galiléenne des référentiels.
Ces derniers peuvent étre, en effet, en translation rectiligne uniforme I'un par rapport a
I'autre, mais en mouvement de rotation par rapport au référentiel de Copernic. Ce résul-
tat est directement relié i 1"hypothése newtonienne de I'universalité du temps.
2) La composition des vitesses précédentes est souvent retenue sous la forme incorrecte
suivante : « vitesse absolue égale vitesse relative plus vitesse d’entrainement », car seules
les vitesses relatives n’ont de sens et qu’aucun rétérentiel galiléen ne présente de caractére
singulier.

I.4.

Transformation galiléenne des accélérations

Dérivons par rapport au temps 1'équation précédente exprimant la lol newtonienne de composition
des vitesses. On trouve, i 1"aide de la transformation de Galilée :
do, duvy dv, dif dv, dv do, du]
dr ~ dr  dr  dr dr — dr dr ~ dr
Ainsi, on trouve, vectoriellement a = a’ .

Sil'on admet 1'invariance des forces (lorsqu’on change de référentiel galiléen), la loi fondamentale
de la dynamique du point matériel, ou deuxiéme loi de Newton, s’écrit donc de la méme maniére dans
tous les référentiels galiléens R et R’ :

d d
F=dp 2

=_T = t F=_"" = '
ar M © ar =M™

F désignant la somme des forces qui s’exercent sur le point matériel, p et p’ les quantités de mouve-
ment, produit de la masse m par la vitesse ¥ ou v’ suivant le référentiel.

Aucune expérience de mécanique ne permet donc de distinguer deux référentiels galiléens. Cette
analyse, qu'imposa Galilée, fut magistralement confirmée par la célébre expérience du boulet tombant
verticalement du sommet du mét d'un voilier, qui se déplace a vitesse vectorielle constante v, par rap-
port & la Terre : dans le référentiel lié au voilier ', les lois de la chute libre sont les mémes que dans le
référentiel R ; le mouvement (de translation rectiligne uniforme) de R’ parrapport & R est « comme
rien » : on ne se rend compte du mouvement du voilier par rapport & R que sil’on regarde, depuis le voi-
lier, le mouvement de I'eau ou le rivage ; enfermé dans une cabine sans fenétre, un passager du voilier
est totalement insensible au mouvement en translation, rectiligne, uniforme, de R’ parrapporta R .
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y Ve v,
i
4 ”
R (Terre) : R (Voilier)
o * o (Me o
Fi1a. 1.3,

II. — COMPORTEMENT SINGULIER DE LA LUMIERE

II.1.— Aberration des étoiles de Bradley

On sait, depuis les travaux de I"astronome anglais J. Bradley, en 1729, que les étoiles lointaines pré-
sentent, pour un observateur terrestre, en mouvement annuel autour du Soleil, non seulement une ano-
malie de position, le défaut de parallaxe, mais aussi une anomalie de vitesse, aberration des étoiles. En
supposant que la vitesse de la lumiére est indépendante de la vitesse de 1'étoile émettrice et en appli-
quant une simple composition newtonienne de cette vitesse avec celle de 1"observateur (cf. Mécanigue),
Bradley put obtenir la premiére mesure correcte de la vitesse de la lumiére dans 1'espace, de 'ordre de
3x 108 m-s—1.

II. 2. — Expérience d’Arago

En 1809, I'astronome F. Arago tente en vain de tester, sur la lumiére, la composition newtonienne
des vitesses, en analysant la lumiére provenant des étoiles et réfractée par un prisme, le soir i 1'ouest,
juste aprés le coucher du Soleil, puis douze heures aprés, juste avant son lever (Fig. 1.4). Il reprend ainsi
un ancien programme expérimental, proposé plusieurs années auparavant, en 1786, par un astronome
écossais R. Blair. Malheureusement, comme dans le cas de Blair, dont il ne connait pas les travaux, la
précision des mesures est insuffisante.

@ Manométre
o Etwile éloignée
ﬂLf"'
s .
™~ Vigp (matin} Haut-parleu
4 b, =z
Support
GBF
Cloche 4 vide O
Viap (50ir) | T /=|=:|
Pompe i vide
FiG. 14. FiG. 1.5.

II. 3. — Théorie ondulatoire de la lumiére

Sollicité par Arago, le physicien francais A. Fresnel, adepte d'une théorie ondulatoire de la lu-
miére, seule théorie en mesure d'expliquer les phénomeénes de diffraction et d’interférence (cf. Optigue),
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interpréte, d'une part le résultat de Bradley par I'indépendance de la vitesse de la lumiére par rapport
au mouvement de la source, d'autre part celul d’ Arago comme une absence de lialson entre la réfrac-
tion et la valeur de la vitesse de la lumiére. Il considére, par analogie avec le son, que la lumiére est une
onde qui se propage dans un certain milieu, qu'il nomme « éther » en raison des propriétés exception-
nelles que ce milieu devait posséder, notamment une vitesse aussi grande que 3 x 10® m-s—!. Il est
alors conduit en 1818 a supposer un entrainement partiel de 1'éther par les corps en mouvement, notam-
ment la Terre, avec un facteur d’entrainement d’expression f = 1 — 1/n?, n étant I'indice optique du
milieu considéré.

Cependant une différence importante entre le son et la lumigre était déja connue : contrairement
au son, qui se propage moins bien dans les milieux dilués que dans les milieux condensés, et ne se pro-
page pas en |'absence de matiére, la lumiére se propage, elle, avec une vitesse qui est maximale dans le
vide. On met aisément en évidence cette difftérence entre le son et la lumiére, a I’aide de I'expérience re-
présentée sur la figure 1.5 : en faisant le vide dans une cloche de verre contenant une sonnette électrique,
le son émis s"affaiblit jusqu’a ne plus étre andible, alors que la sonnette est toujours visible.

II.4.

Expérience de Fizeau

C’est dans le but de tester expérimentalement 1'hypothése de I'entrainement de 1'éher que le phy-
sicien francais H. Fizean proposa, dés 1851, une expérience consistant & étudier, i 'aide d'un systéme
optique interférentiel, de type « fentes d" Young » (cf. Optigue), la vitesse de la lumiére dans un cou-
rant d’eau. Sur la figure 1.6a, on a représenté un tel dispositif ; en b, on rappelle le montage original
utilisé et décrit par Fizeau lui-méme ; grice i une lame semi-transparente et un miroir, on double 1'ef-
fet, ce qui améliore la précision, et on minimise les effets de turbulence de 1'eau dans les tubes.

F]u b Branche 1 “A L\\lezi
— | IE

Source §

L —
A —
F
[ Branche 2 ?
- m f]--------— u - f ——————

Eerin

A L A
> Branche 1
Ecran / Fﬂ Branche 2 $ Miroir

Lame semi-trans parente

b)
Fic. 1.6.
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a) Dispositif expérimental

Lapremiére lentille L; (distance focale f; ) permet d’obtenir un faiscean paralléle ; avec la seconde
L, de distance focale [, on forme sur’écran P 1'image géométrique de la fente source.

Enl'absence de courant d’eau, on observe enun point d' observation P, de coordonnée X du plan
P, la figure de diffraction donnée par les deux fentes diffractantes F, et F» . Si les fentes distantes de a
sont trés fines, on observe un réseau de franges d’interférence distantes de Af/a, A étant la longueur
d’onde du rayonnement monochromatique.

En présence d’un courant d’eau, de vitesse u, on constate un décalage des phénoménes d'interfé-
rence que 1'on doit comparer & la prévision galiléenne.

b) Prévision galiléenne ou newtonienne

La différence de chemin optique supplémentaire ALy , selon la transformation de Galilée ou la
théorie de Newton, s’ obtient en prenant en compte les vitesses de propagation de la lumigre par rapport
i I'observateur. Dans la branche 1 du tube d’amenée de 1'eau, cette vitesse serait v, = ¢/n — u et
dans la branche 2, v = ¢/n + u, puisque c¢/n est la vitesse de la lumiére par rapport au liquide en
mouvement. Par conséquent :

AL~=C( 1 1 ) 2uc 2inu

c/n—u cfntu =c2;‘n2—u2 T
u €tant trés faible devant ¢/n . En divisant par la longueur d’onde (dans le vide) Ay de la radiation
utilisée, on obtient le décalage sulvant des franges d'interférence :
_ ALy 2’y
Ag chy

Ordre de grandeur : dans I'expérience de Fizeau, u = Tm-s~!, [ = 1,5m, Ay = 530 nm et
n= 1,33, ce qui prédit Apy = 0,23, alors que 1"expérience fournit une valeur proche de 0, 1. Fizeau
remarqua que ce résultat expérimental pouvait étre retrouvé en tenant compte du facteur d’entrainement
de Fresnel 1 — 1/n® égal 40,44 dans I'eau.

Apy

Remarques : 1) Dans cette expérience, délicate i reproduire, les deux tubes doivent tre trés proches
1I'un de 1"autre et de faible diamétre, 5 mm environ.
2) Une version moderne de 1'expérience de Fizeau a été réalisée en 2012 par T. Lahaye
et al.

I1. 5. — Expérience de Michelson

Malgré I'efficacité du facteur d’entrainement de 1'éther, pour retrouver les résultats expérimen-
tawx fournis par son expérience, Fizeau, comme la plupart des physiciens, resta sceptique sur la validité
théorque de 1'entrainement de 1'éther. Des expériences plus précises, du deuxi®me ordre en v, /c ap-
paraissaient nécessaires. Dans ce contexte, le physicien américain, A. Michelson eut I'idée, en 1880, de
construire un interférométre optique trés sensible, afin d’analyser les variations de la vitesse de la lu-
miére v;, par rapport au référentiel R représentant 1’ éther, au cours du mouvement orbital de la Terre
(Fig. 1.7). Entre v; et la vitesse v; de la lumi&re, par rapport au référentiel R’ du laboratoire, la com-
position newtonienne des vitesses s’ écrit :

A
Vi=V,+ v,

v, étant la vitesse d'entrainement du laboratoire. Pendant la durée de 1'expérience, les deux référentiels
R et R' peuvent étre considérés comme des référentiels galiléens, avec une excellente approximation.
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Référentiel R
lié & I'éther

¥
o

Fic. 1.7.

a) Dispositif expérimental

L'interférometre, construit par Michelson a cette occasion, est désormais bien connu et porte depuis
le nom d'interférométre de Michelson. Il est constitué de deux miroirs My, M: et d'une lame semi
transparente L; qui divise ’onde incidente en deux parties d'égales intensités (Fig. 1.8a). On réalise
I'interférence des ondes issues de I'image 5, de la source §, donnée par L, et M, et de I'image 52,
donnée par M; légérement incliné et L; (cf. Oprigue).

Pour 1"expérimentateur, la variation de I'éclairement au point P, ol se trouve le détecteur, dépend
de la différence 7 des durées mises par les ondes issues de § etdétectées en P ; précisément, 1'aspect
interférentiel dépend de la différence de phase 27 v, v étant la fréquence du rayonnement.

s Miroir M)

n Ve

h

i h I
Source
Ls
Lame semi-transparente Mircir M;
Détecteur |'|'|P R’
a) b)
FiG. 1.8,

b) Expression de la différence de phase

Si 7 désigne la durée mise par la lumiére pour allerde I a Iy , puis revenir en [, et 72 la durée
qu’elle met pour aller de [ & I5, et revenir en [, il vient, les trajets SI et IP étant communs :

T=Ta—=T]

Exprimons 7, et 72, en fonction des longueurs [; et I des bras de I'interférometre (I, = I} et
II; = [;), de la vitesse d’entrainement v, = v.e, du laboratoire et de la vitesse de la lumiére dans le
vide ¢.On voit aisément que, selon la théorie newtonienne :

b I [& . 2l 1
Tq = =21 soIt T2 =
z C—t,',,+£'+t'e 262—1,';? T I —2/c?
en posan :
o,

_ — _
ﬁi‘_ - et ?e (1 .Isf)

1,2
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D’autre part, comme la vitesse de la lumiére dans R est ¢, la vitesse dans R’ est ¢ — v, selon la
théone newtonienne (Fig. 1.8b). On a alors, # étant ’angle que fait ce vecteur vitesse avec 'axe des x
défini par v, :

lle = v.]| = (& +¢2 —2u,ccos0)/? = (& - t'f}”z

puisque cos# = v, /c. Il en résulte que :

. 21 o rep g2k 1 21 1
YT el — vz fe)2 IR - Y7 ¢ (1-v2/c)i2

Comme v,/c = 10~* < 1, on en déduit I’ expression approchée suivante de 7 :

2 2 _ _ 12 A2
ey vy 2w _ 2= h)+ (2 = h)vife
c c? c 2t c

d’oi la différence de phase :
2 2 vl
=2mrr= —cr= — 2L, - L)+ -h)-=
¢ er® o (2~ ) + (2~ 1) 5

en introduisant la longueur d’onde dans le vide Ay = c¢/v. Pour des bras de longueurs égales
(Il =l =1),ontrouve :

—9 1ot
$=2m3

c) Echec expérimental

Techniquement, Michelson a réalisé 1'expérience avec une source S quasi-monochromatique, mais
drendue. En inclinant 1égérement le miroir M, il a observé des franges d'interférence, localisées sur
M) , caractéristiques d’un coin d’air (ctf. Oprigue).

En faisant tourner I’appareil de 90° , autour d'un axe vertical, les roles joués par les miroirs M,
et M5, relativement a la direction de v, , sont inversés (Fig. 1.9a). La nouvelle différence de durée +'
s’obtient & partir de la précédente, en affectant aux longueurs [ et & des coefficients de correction en
vitesse permutés :

,,gz_sz(w vf)_& (Hg) 20— 1)+ ( — 2)e2/c
C

c 272 e c

d’ou la différence de phase associée :
24 2 o2
' =2mr = —er'm — |2(l - h) + (b - 20) =
" er = 0 (20— k) + (b - 20)

Ainsi, on devrait observer au point P de I'écran, selon la théorie newtonienne, une variation d'éclaire-
ment associée a la différence de phase supplémentaire ¢; du fait de la rotation de 1’ interférométre :

2z
Yey
o

2
b =& — b~ —2w£1;f"’t—; soit @, = —213'%02
pour I = [ = . Afin d’améliorer la précision de I'expérience, les deux faisceanx n'interféraient
qu’aprés plusieurs réflexions sur les miroirs M; et Mz, ce qui augmentait 1a longueur effective des bras.
En outre, I'interférométre était rendu pratiquement insensible aux vibrations parasites, durant sarotation,
grice & un banc d'optique en pierre, flottant sur un bain de mercure. Sur la figure 1.9b, on a reproduit le
schéma donné par Michelson et Morley méme, dans leur publication originale de décembre 1887.
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A I(P)

a) b)
Banc d’ optique utilisé par Michelson
FiG. 19.

Précisément, la longueur des bras était de 11 m et la longueur d'onde de la lumiére utilisée de
550 nm . Par conséquent, puisque B, = 10~ :
by (2@ /Ao)2182 _ 2182 C2x1lx 10-#
2r 2w T A 0,55 x10-6

=0,4

Ce rapport représente le déplacement de la figure d’interférence en fraction de frange, puisqu'un dépla-
cement d'une frange correspond a un retard de phase égal & 27 (cf. Opfigue).

Dés 1881, Michelson avait obtenu un rapport ¢ /2% | entre le retard de phase calculé et celui
observé, qui était égal & 2. Il refit cette expérience de nombreuses fois, pendant plusieurs années, aidé
notamment par son collaborateur E. Morley, mais, contrairement a 1"attente de Michelson lui-méme, ce
rapport précédent ne fit qu angmenter, avec la précision des mesures, pour atteindre 90 ( !) en 1929,

En 1930, une mesure encore plus précise, effectuée par le physicien allemand G. Joos, a donné un
rapport de 375. On peut donc affirmer, compte tenu de la précision des mesures, qu’aucune différence
de phase n'a jamais pu &tre mise en évidence. En octobre 2003, une équipe de recherche allemande a
testé, avec une précision relative de 2,6 x 10~5 , I'invariance de la vitesse de la lumiére dans le vide,
malgré la vitesse de rotation propre de la Terre.

III. — EQUATIONS DE MAXWELL ET TRANSFORMATION DE GALILEE

Nous avons vu que la transformation de Galilée respectait I'invariance de la loi fondamentale de la
meécanique par changement de référentiel galiléen. La question que I'on peut alors se poser est la sul-
vante : en est-1l de méme pour les lois de 1'électromagnétisme et par conséquent pour les équations de
Maxwell qui les expriment ? Le premier & avoir tenté de répondre & cette question est le physicien alle-
mand, W. Voigt, i propos de 1'effet Doppler-Fizeau (cf. chapitre 3); il suggére de garder x' =x — v.r
et remplacer les autres transformations de coordonnées par, respectivement :

P TN . & r_z _ e - 2412

r=r- E = et z = avec f, = . et y.=(1-p;)
mais il considére ce changement de variable comme un simple artifice de calcul. Quelques années plus
tard, dans « La théorie des électrons », le physicien néerlandais H.-A. Lorentz, en tentant d’€élucider I ori-
gine physique du facteur d’entrainement de Fresnel, est conduit 4 utiliser un changement de variables
analogue, dans la propagation de la lumiére dans 1'éther ; il introduit le temps ' qu'il qualifie de lo-
cal, car il dépend de la coordonnée x, sans lui accorder de signification physique.
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Im.1.

Rappel des équations de Maxwell

Les équations de Maxwell sont au nombre de quatre (cf. Electromagnétisme). Deux d’entre elles,
de nature structurelle, relient les vecteurs du champ électromagnétique E, B :

rl]tE—}—% =0 e divB=0

Les deux autres sont conjoncturelles, ¢’est-a-dire qu’elles dépendent des charges et courants ; dans le
vide sans charge, elles s’écrivent respectivement :

divE=0 et rot(B)—B(EUE}zo
o ot

o et g étant deux coefficients affectés au vide. La combinaison de ces équations fournit I’ équation
de propagation  laquelle satisfont les champs E ou B (cf. Electromagnérisme) :

32E+32E+32E_ &E  FE ¢ oo )12
a2t op G = MeSo gy = 555 en posan ¢ = (oo

On en déduit que le champ électromagnétique se propage i la vitesse ¢.

Dans un autre référentiel galiléen R, le champ électromagnétique ( E', B" ) est différent, mais les
relations sont analogues, les variables spatio-temporelles x, y,z, 7 étant remplacées par les nouvelles
variables x',y,z' et t'. L'équation de propagation s’écrit donc dans R’ :

PE PE PE P PE
ax? T ayr T gpr T Mg T g

Il en résulte que la vitesse de propagation ¢ des ondes électromagnétiques dans le vide est la méme
par rapport aux référentiels galiléens R et R’ . En outre, d’aprés ces équations, cette propagation est
isotrope et indépendante du mouvement de la source & 1'origine de 1'émission, comme dans le cas des
vibrations sonores. Rappelons cependant que, contrairement au son, la lumiére peut se propager en
I’absence de milien matériel.

IIl.2 . — Transformation galiléenne du champ électromagnétique

Dans un référentiel galiléen, la force qui s’exerce sur une charge en mouvement peut étre sépa-
rée en deux parties. L'une, indépendante de la vitesse, est une généralisation de la force électrostatique
que I'on appelle la force électrique. L' autre dépend de la vitesse de la particule et lui est orthogonale ;
c’est la force magnétigue. Ces constatations conduisent a la définition suivante de la force de Lorentz,
qui s"exerce sur une charge g , de vitesse v, au point M du référentiel galiléen d’étude (cf. Electroma-
gnétisme) :

F=g(E +vxB)

oiil E et B sont respectivement les champs électrique et magnétique ; I'ensemble (E,B) forme le
champ électromagnétique en M .

Le champ €lectromagnétique (E,B) est une entité dont les composantes électrique et magnétique
dépendent du référentiel d’analyse. En effet, considérons un rétérentiel galiléen R dans lequel existent
un champ électrique E et un champ magnétique B uniformes. Soit R’ un second référentiel galiléen
de vitesse v, par rapport & R . D'aprés la relativité galiléenne, le champ électromagnétique est défini
dans R’ par1'équation :

F'=¢(E+v xB)
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dans laquelle E' et B’ sont les champs électrique et magnétique observés dans R’ . Les deux réfé-
rentiels étant en translation, rectiligne uniforme, 1'un par rapport a I'antre, on a : v = v +v,..En
outre, la charge est supposée invarianie (par changement de référentiels), ¢ = ¢, et, en relativité gali-
léenne, la force I'est aussi : F = F' . Par conséquent :

gE +vxB)=g[E' + (v-v.) xB]
ce qui doit &tre vérifié, quelle que soit la valeur de v . Aussi, obtient-on, en égalant les termes dépendants
de la vitesse v et de ceux indépendants de v :

E=E—-v,xB e B=F

Ainsi, deux observateurs qui se déplacent 1'un par rapport & 1'autre n’attribuent pas la méme valeur &
la partie électrique de 1'interaction : les champs électrique et magnétique sont li€s et ne se transforment
pas indépendamment 1'un de 1"autre, lorsqu’on change de référentiel.

III.3.— Non-invariance de toutes les éguations de Maxwell par transformation de Galilée

Les équations de Maxwell ne sont pas toutes invariantes par changement de référentiel galiléen,
dans la transformation de Galilée. Montrons-le, dans le cas simple de la premiére équation conjonctu-
relle dans le vide, sans charge, divE = 0. Cette équation s"explicite selon :

OE: 0B, O

=0
3x+5‘}' dz

Or, d’aprés ce qui précéde, on a E = E' — v, x B’ (Fig 1.7), ce qui s”explicite selon :
E=E, E=E+ub, E=E-uB

x

Etablissons les relations entre les dérivées partielles, a partir de la transformation de Galilée :

i’

=1 x=x-ut Y=y et 7=z
11 vient, pour la coordonnée spatiale longitudinale et pour le temps :
9 _000 009 5 8 0% 80 g0 9
dx  Ox' dx  Oea’ x ' det Ox' der - der’ dear dx' et
Pour les coordonnées spatiales transversales, on a simplement :

a a a a

— — tf — =
dy ® % o
Il en résulte que :
OE, OE, 0E, OE] fili OE, OE, OBy,
= — =41, e — =1,
dx ¥’ v ' ' dz a7’ az'

En ajoutant membre & membre ces trois équations, on voit que :
L
JB,,

divE =div E' + (BB; )
v E =div Yo | =— — =—
dy' ar
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La forme de I'équation divE = 0 n’est donc pas invariante de forme par changement de référentiel
galiléen. En revanche, 1'équation structurelle divB = 0, elle, I'est. En effet, elle s’explicite selon :

Or, d’aprés 1'égalité des champs magnétiques B = B’, on a, en tenant compte de la transformation de
Galilée :
aB, OB, B, aB, OB, OB

= = t = E
o ax oy oy ° & oz
d’oil, en ajoutant membre i membre : divB = div' B’ = 0.

Remarque : Le comportement des deux autres équations de Maxwell (loi d'induction et théoréme
d’Ampere) est analysé en exercice (cf. Exercices).

III. 4. — Transformation de Lorentz-Poincaré

C’est en 1905 que le savant frangais H. Poincaré énonga, a 1" Académie des Sciences de Paris, la
nouvelle transformation des coordonnées, par changement de référentiel galiléen, sous sa forme défini-
tive, en lul accordant une importance physique et en en attribuant élégamment la paternité a Lorentz :

t=". (r'+,6¢f) X = Ye(x' + Bect') y=y z=17

avec :
v, =
Bo= e yo=(1- g2

Il montre alors que cette transformation laisse invariante la forme quadratique 2 + 2 + 22 — 2 et
qu’elle a une structure mathématique de groupe, ¢'est-i-dire que le produit de deux transformations de
Lorentz est encore une transformation de Lorentz.

Sur la figure 1.10, on a représenté la variation du facteur relativiste v, en fonction de 8. ; on voit
que y, varie entre 1 et 'infini lorsque B, passede 0 a 1.

Ye

—_————————

Be
FIG. 1.10.

Comme pour la transformation de Galilée, les origines des durées et des espaces sont supposées les
mémes pour les deux référentiels.

Selon cette transformation, le temps n’apparait plus comme un paramétre universel. Nous revien-
drons plus loin sur les implications de ce résultat qui surprit les physiciens de 1'époque et déroute encore
les débutants.
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IV. — PRINCIPE DE RELATIVITE DE POINCARE-EINSTEIN

Avant d’énoncer le principe de relativité de Poincaré-Einstein, il n’est pas sans intérét de rappe-
ler une expérience historique qui souligne I'échec, non de la composition newtonienne des vitesses,
comme dans les expériences de Fizeau ou de Michelson, mais de la loi fondamentale de la dynamique
newtonienne.

IV.1.— Expérience de Kaufmann

En 1901, le physicien allemand W. Kaufmann tenta de vérifier expérimentalement la relation new-
tonienne entre la quantité de mouvement p d’un électron rapide et le rayon de courbure R de sa trajec-
toire dans un champ magnétique B . On sait, en effet, que la trajectoire d'une particule chargée (charge
g ), dans un champ magnétique constant B, est un cercle, si sa vitesse initiale est perpendiculaire au
champ (cf. Mécanigue). Entre R, p et B, on ala relation newtonienne suivante :

gB gB gB c

Il constata que R n'était pas proportionnel & B, mais a y8, ¥ = (1 — g2)~/? étant le facteur
relativiste associé & B, introduit dés 1895 par Lorentz. Sur la figure 1.11, on a représenté le graphe
établissant expérimentalement la relation de proportionnalité entre R et yf8 ; la pente de la droite
dépend évidemment du champ magnétique, lequel €tait d’environ 17 mT.

Comme nous le verrons ultérieurement (cf. chapitres 6 et 7), ce résultat expérimental s Interpréte
aisément i 1'aide de la loi fondamentale de la dynamique d’Einstein, appliquée au mouvement d'une
particule chargée dans un champ magnétique.

AR (m)
0.2

0,11

IV.2.— Enoncé du principe

L'extension du principe de relativité newtonien i fous les phénoménes physiques, notamment lumi-
neux, fut proposée, pour la premiére fois, par le mathématicien et physicien francais H. Poincaré, dans
sa conférence de Saint Louis, aux Etats-Unis, le 24 septembre 1904 :

Toutes les lois de la physique sont invariantes par changement de référentiel galiléen.

Il en résulte que les lois de la dynamique, ainsi que celles de 1'électromagnétisme contenues dans
les équations de Maxwell, doivent s exprimer de la méme facon dans deux référentiels galiléens.

Dans cette conférence, Poincaré y développe ce qu'll a déja écrit deux ans plus tot, dans un livre
célebre « La Science et I'hypothése », principalement 1'inexistence d'un temps absolu ; en outre, il y
voit la possibilité d’éviter les onze hypothéses qui ont permis i Lorentz de justifier son interprétation de
I'invariance des équations de Maxwell.
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Quelques mois plus tard, le 30 juin 1905, un jeune physicien allemand, inconnu, A. Einstein, publie,
dans la revue Annalen der Physik, en méme temps que trois autres articles décisifs en physique, un texte
sur le méme sujet, intitulé « Sur I'électrodynamique des corps en mouvement ». Il y énonce clairement
I'extension du principe de relativité et y interpréte physiquement, avec simplicité et élégance, toutes les
conséquences, notamment 1'invariance des équations de Maxwell et le résultat négatif de 1'expérience
de Michelson.

Remargue : Dans les énoncés originaux du principe de relativité donnés par Poincaré et d’Einstein, le
qualificatif rectiligne, qu’on lit habituellement dans les ouvrages de base (cf. Mécanique),
n'est pas mentionné. La raison en est simple : le mot uniforme est pris au sens vectoriel,
ce qui évite de préciser davantage.

IV.3.— Invariance de la vitesse de la lumiére

D’aprés I'énoncé précédent, appliqué aussi aux lois de 1’ électromagnétisme et donc i la propagation
de la lumigre dans le vide, sous forme d'onde, le champ électromagnétique doit se propager i la méme
vitesse ¢, invariante par changement de référentiel galiléen. Dans ce nouveau contexte, ¢ n’est pas
seulement la vitesse de la lumigre dans le vide, mais bien plus largement une constante universelle de la
physique, qu'on appellera dans la suite constante d'Einstein.

Dans sa publication originale, Einstein, contrairement & Poincaré, introduisit un second principe
sur la vitesse de la lumigre. Ce dernier est superflu, si 'on ne tient pas compte de la théorie électro-
magnétique de Maxwell, établie dés 1876, selon laquelle la lumiére se propage dans le vide sous forme
d'onde, I'invariance de la vitesse de la lumiére par changement de référentiel galiléen découlant du prin-
cipe de relativité de Poincaré-Einstein. Dans une note envoyée un peu plus tard au directeur de la publi-
cation, Einstein admet lui-mé&me que ce second principe est naturellement contenu dans les équations
de Maxwell.

La contribution de Poincaré fut remarquable & la fois dans la mise en forme définitive de 1’écriture
de la transformation de Lorentz-Poincaré, et dans I'extension du principe de Relativité. Cependant, elle
est moins précise et moins développée que celle d’Einstein, lequel envisage précisément la dilatation
des durées totalement ignorée par Poincaré.

Remargues : 1) Certains auteurs n’ont pas hésité & affaiblir la contribution d’Einstein a la relativité
restreinte, jusqu'a metire en doute son intégrité, en le soupconnant de plagiat. Nous
conseillons au lecteur intéressé par cette polémique de se référer aux publications ori-
ginales de ces deux grands scientifiques, ou plus simplement i la comparaison exhaustive
de leurs contributions respectives faite récemment par le physicien frangais T. Damour. 11
n’est pas inutile de rappeler que, dans leurs notes, Lorentz et Poincaré ont rendu un hom-
mage appuyé au talent d’Einstein.

2) De fagon anecdotique, Lorentz appela B le rapport v, /c, alors que Poincaré le dé-
signait par = ; tous deux notent & la quantité y,..Quant i Einstein, il n’attribue pas de
lettre an rapport v,,/c et appelle B ce qu'on appelle actuellement ¥, !

Iv.4.

Interprétation de I’expérience de Michelson-Morley

Le principe de relativité, ainsi généralisé aux phénoménes €électromagnétiques, permet d'interpréter
I'expérience de Michelson et Morley de fagon trés simple : comme la vitesse de la lumiére dans le vide
est aussiégale & ¢, par rapport au référentiel du laboratoire, 7, vaut 2{/c¢ ainsi que 7, . Par conséquent,
T = 73 — 71 est nul au point d'observation P . Le concept d’éther ne présente alors aucun intérét.
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1V.5.— Ecriture condensée de la transformation de Lorentz-Poincaré

Il est commode de réécrire la transformation de Lorentz Poincaré en substituant ¢t i la variable ¢
et ¢ &lavariable ', ¢ étant un invariant :

ct=v el +Bx') x=y.(¢ +Becf) y=y z=¢
avec B = u.fc et y. = (1= gH)~1/2,

IV.6.— Universalité de 1a théorie de la relativité

Contrairement & ce que pourrait laisser supposer son nom, la théorie de la relativité restreinte n’est
pas une traduction scientifique d'un éventuel relativisme philosophique, doctrine selon laquelle, par
opposition i 'universalisme, rien n’est immuable et tout change selon le point de vue, ce que le sens
commun résume efficacement par un « Tout est relatif ». A 1’analyse, cette théorie se présente finalement,
au contraire, comme la recherche de ce qui est invariant par changement de référentiel galiléen et donc
de ce qui est universel. Notons que 1'universalité porte essentiellement sur la forme des lois et non sur
les grandeurs qui apparaissent dans ces lois. On dit aussi que ces lois sont covariantes. Par exemple, on
écrira, par rapport & R et par rapport 3 R’ , respectivement :

dp dp’
F= t F =
dr °© dr
Remargue : La confusion et 1"ambiguité provoquées dans I'esprit du grand public par le nom de rela-
tivité sont telles, aujourd hui, que certains auteurs ont proposé d’abandonner cette termi-

nologie, en proposant & la place « Théorie de I'invariance ».

IV.7.— Invariance des équations de Maxwell par transformation de Lorentz-Poincaré

On montre que les guatre équations de Maxwell sont invanantes par transformation de Lorentz-
Poincaré, pourvu que les champs se transforment, par changement de référentiel galiléen, selon (cf.
chapitre 9) :

E,=E) B/c =B ¢
] ; et
E =y(EL -B, xB 1c) BJ_cZ?e(B!J_C‘FBgXEJJ_}
dans lesquelles on a séparé les champ longitudinaux (paralléles i la direction v, ) et les champs trans-
versaux (perpendiculaires a v, ).

Pour vérifier cette invariance, on doit, en outre, s’appuyer sur les relations entre les dérivations
1ssues de la transformation inverse de Lorentz-Poincaré :

of =y let—Bx) X =vlx-Bct) Y=y =z
Pour les coordonnées spatiales transversales, on a encore :
a a a g
oy oy ° & ar
En revanche, pour la coordonnée temporelle et la coordonnée spatiale longitudinale, on doit utiliser les
relations sulvantes de dénvation :

8_0br B8 8 _,8 8 _ 060 884,09
o ax ac ax  ax P9t B ox dct  der der . o e et
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Remarque : En faisant 8, < 1 dans les formules de transformation des champs, on restitue évidem-
ment |"approximation newtonienne :

E;=E

BII,.J,.(::B"HC
EJ_%EJJ_—B‘, XB!J_{'

et Bic= B!J_C
soit :E=E" —v, x B et B=B'.Notons que, dans ces dernieres formules, la symétne
entre le champ électrique et le champ magnétique a disparu.

CONCLUSION

Retenons les résultats essentiels de ce chapitre introductif & la relativité.

1) Le principe de relativité de Poincaré-Einstein est une extension, & tous les phénoménes phy-
siques, de 1'invariance des lois de la mécanique newtonienne par changement de référentiel galiléen, en
particulier a ceux concernant la lumieére. Comme les équations de Maxwell s’écrivent de la méme fa-
con dans de tels référentiels, la vitesse ¢ des ondes électromagnétiques qui se propagent dans le vide
est la méme dans différents référentiels galiléens.

2) Ce principe permet d’expliquer rationnellement 1"absence de déplacement de franges d'interfé-
rence dans I'expérience historique de Michelson et Morley.

3) Ses conséquences sont considérables, car les formules de transformation galil éenne des coordon-
nées d'un événement, repéré dans deux référentiels galiléens, sont impropres a exprimer I'invariance de
¢ par changement de référentiel galiléen. Il est donc indispensable de subsfituer i la transformation de
Galilée une nouvelle transformation, précisément la transformation de Lorentz-Poincaré que nous re-
tiendrons désormais sous la forme :

cf = yelct’ + Bex') x =7y (x" + Bect') y=y z=7

avec B. = v.fc et y.=(1- B2,

La relativité (restreinte ou générale) est encore aujourd hui soumise a des tests de validité tres
contraignants, sous forme d’expériences réalisées avec des précisions extrémes. Jusqu'a maintenant,
malgré tous ces efforts, aucun de ces tests n'a pu mettre en défaut cette théorie.

EXERCICES ET PROBLEMES

P1- 1. Principe de I'inertie en mécanique de Newton

Dans le Dialogue des dewx mondes, Galilée pose la question suivante : quel est le point de chute
d'un boulet abandonné au sommet du mit vertical d'un voilier, qui se déplace a vitesse (vectorielle)
constante par rapport au référentiel terrestre, lorsqu’on néglige I'influence du vent (Fig. 1.3)7 Le point
situé au bas du mét, en avant ou en arriére 7 Justifier votre réponse.

P1- 2. Mesure de la vitesse de la lumiére par Roemer et Huygens

En 1676, I'astronome danois . Roemer prouva, pour la premiére fois, que la vitesse de la lumigre
avait une valeur finie, en notant les instants d’éclipses de lo, satellite naturel de Jupiter, lesquelles se
produisent toutes les 42 h environ (Fig. 1.12); des cing satellites de Jupiter, lo est le plus proche, &
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une distance de 412600 km du centre de la planéte. Roemer constata un retard maximal de 22 min
entre deux observations d'éclipses & six mois d'intervalle, ce que C. Huygens attribua aux positions
diamétralement opposées de la Terre sur son orbite autour du Soleil, et ainsi & la distance supplémentaire
égale au diamétre D de 1'orbite terrestre que la lumiére devait parcourir avec une vitesse finie.

Sachant que les mesures précises actuelles de ce retard donnent 16, 5 min, quelle était I'estimation
de la vitesse de la lumiére faite par Huygens ?

__ Satellite Io
L]

‘o

" Jupiter

P1- 3. Propagation du son

La vitesse de propagation du son dans un milieu isotrope a pour expression : ¢; = (,rm.,?}—lJJ2 . P
étant la masse volumique du milieu et «, le coefficient de compressibilité isentropique (cf. Thermody-
namigue).

1. Calculer la vitesse de propagation du son, dans le dioxygéne et dans le diazote, & 300 K , sachant
que ces gaz sont des gaz parfaits diatomiques, de facteur thermodynamique y = 1,4 . On donne leurs
masses molaires respectives 32 g-mol~! et 28 g-mol~!.

2. Quelle est la valeur de ¢, dans lebenzéne: p=879kg-m— et k, = 0,73 x 10~ Pa~! ?
3. Méme question dans une roche : p=2500kg-m > et &, = 10712 Pa~! ?

P1- 4. Invariance de I'équation de Maxwell-Faraday dans la transformation de Galilée

Montrer que 1'équation structurelle de Maxwell-Faraday, traduisant la loi de 1’'induction, est inva-
riante par transtormation de Galilée.

P1- 5. Non-invariance de I’équation de Maxwell-Ampére dans la transformation de Galilée

Prouver que 1'égquation non structurelle de Maxwell-Ampére, traduisant le théoréme d’ Ampére
généralisé, n’est pas invariante par transformation de Galilée.

P1- 6. Non-invariance du dalembertien dans la transformation de Galilée

On appelle dalembertien I'opérateur qui apparait dans 1'équation de propagation d'une onde élec-
tromagnétique dans le vide le long de la direction Ox (cf. chapitre 9) :

13 2

O

T2ar T al

1. Etablir que I'opérateur [ n’est pas invariant, par changement de référentiel galiléen, pour le
groupe de transformation de Galilée.
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2. Vérifier qu'il est, en revanche, invariant par changement de référentiel galiléen, pour la transfor-
mation de Lorentz-Poincaré.

P1- 7. Invariance du caractére conservatif de la charge dans la transformation de Galilée

L équation locale dp,/8t = — divJ traduit le caractére conservatif de la charge électrique (cf. Elec-
tromagnétisme). Etablir son invariance par changement de référentiel galiléen, dans la transformation
de Galilée.

P1- 8. Vitesse de propagation d’ondes électromagnétiques dans différents milieux

Sachant que I'indice optique du verre et celui de 'eau valent respectivement 1,5 et 1,33, pourla
longueur d’onde optique A = 550 nm, calculer la vitesse de propagation de ces ondes dans ces milieux.

P1- 9. Coordonnées d’événements en cinématique galiléenne

On considére, dans le référentiel R, les événements E| « émission de lumiére en O », Ea « 1é-
flexion de la lumigre sur le miroir M’, » situé 4 la distance [ = 0,5 m surl'axe Oy',et E; « réception
de la lumiére en O » (Fig. 1.2).

1. Ecrire, dans le cadre de la cinématique galiléenne, les coordonnées de ces trois événements dans
les référentiels galiléens R’ et R, sachant que B, = v, /c =0,2.

2. En déduire, en fonction de [ et B, ,ladurée etla distance qui séparent E; et E; d'une part, et
E, et E; d'autre part. Quels sont les invariants 7

P1- 10. Variante de I’expérience de Fizeau

Une variante de 1'expérience de Fizeau a été réalisée 4 1'aide du montage représenté sur la figure
1.13. Le rayonnement €mis par un laser dans des directions opposées est astreint, grice i quatre miroirs,
4 se propager dans un tube contenant de 1'eau en mouvement. Lorsque 1'eau est au repos, la longueur
d'onde Ap dans le vide, émise par le laser, est telle que le chemin optique, le long du trajet en anneau
MyMoMsMaM, |, soit €gal & un nombre entier de longueurs d'onde.

1. L'eaun étant mise en mouvement, dans le tube AB de longueur [, a la vitesse u , calculer, selon
la cinématique galiléenne, la variation de chemin optique pour le rayonnement se propageant dans le
sens AF . Méme question pour le rayonnement se propageant dans le sens BA .

2. Trouver, en fonction de I, u etde l'indice n de I'eau, la variation de chemin optique AL, entre
les deux faisceaux émis par le laser, dans des directions opposées. Application numérique : calculer le
rapport AL sur la longueur d’onde dans le vide du rayonnement du laser, qui vaut Ay = 632,8 nm,
pour u =10m-s!, n=1,33 et I=2m.

P1- 11. Effet Doppler-Fizeau optique en cinématique galiléenne

Leffet Doppler-Fizeau optique est la variation de fréquence que 1’on observe lorsque la source et
le récepteur sont en mouvement relatif (cf. Mécanique et chapitre 3). Pour établir la formule caractéris-
tique, on considére deux référentiels galiléens R et R’ de vitesse v, = v, e, par rapport & R. Une
source située en O, origine de R’ = @'x’y'z’', émet une onde lumineuse monochromatique plane, de
pulsation w, et de vecteur d'onde k, dans R’ (Fig. 1.14). Le récepteur est lié & R .
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1. La phase @ = wt — k - r est invariante par changement de référentiel galiléen. Trouver, en
utilisant la transformation de Galilée, 1"expression de la fréquence recue », en fonction de la fréquence
émise v, du rapport B, = v,/c etde 'angle #, que fait la direction de I’onde émise avec I'axe Ox
du mouvement.

2. Que devient 1'expression précédente pour #, = /2 et pour A, = 0 7 Dans ce dernier cas,
représenter v, en fonction de la position de la coordonnée de la source dans R .

3. Calculer la variation relative de longueur d’onde, définie par A = ¢/¥, (A;— A;)/A; en fonction
de B, ,dans lecasou B, < 1 et ot la source s’éloigne. Application pour A, = 656,468 nm (raie H ,
de 1’atome d’hydrogéne) et v, =2900m-s!.

P1- 12. Variation du facteur relativiste
1. Calculer les valeurs de <y, correspondant aux valeurs suivantes de 3, :
o1 02 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Tracer le graphe correspondant. Pour quelles valeurs de ., y. est-ilégal a 5eta 10?

2. Pour quelles valeurs de S, , le facteur relativiste y, est-il égald 1 + §%/2 avec une précision
meilleure qu’un pour mille ?

P1- 13. Transformation du champ électromagnétique produit par un fil chargé

Un fil rectiligne, uniformément chargé, est fixe par rapport an référentiel R’ , lequel est en mou-
vement de translation rectiligne uniforme, i la vitesse v, = v, €., par rapport au référentiel galiléen du
laboratoire TR . On désigne par A, la charge linéique mesurée dans le référentiel galiléen TR’ .

1. Déterminer, en point M du plan Oxy, situé a la distance r de ’axe Ox du fil, les champs

électrique et magnétique E',B’' créés par le fil dans R'. Calculer ces champs dans le cas ol
Ag=02nC-m™!, r=10cm et v, =0,5¢.

2. A I'aide des formules de transformation des champs, en théorie newtonienne, trouver les champs
E,B créés par le fil dans 72 . Etablir "expression de B par une méthode directe. Calculer sa valeur et
la comparer au champ magnétique terrestre qui est de I'ordre de 30 T . Conclure.

3. Quels sont les champs E,B obtenus en utilisant les formules de transformation des champs de
la théorie einsteinienne.
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Transformation de Lorentz-Poincaré.
Intervalle entre deux événements

La transformation spéciale de Lorentz-Poincaré a été introduite par Lorentz et Poincaré pour sa-
tisfaire & I'invariance des équations de Maxwell par changement de rétérentiel galiléen. En étendant le
principe de relativité a tous les phénomeénes physiques, électromagnétisme compris, Poincaré puis Ein-
stein réussirent, du méme coup, i lever la crise provoquée par les résultats de I'expérience de Michelson
et Morley.

Mous nous proposons ici d’établir la transformation de Lorentz a partir de considérations physiques
et d'analyser ses propriétés. Ensuite, nous introduirons le concept d’intervalle entre deux événements,
lequel joue un réle essentiel en raison de son invariance par changement de référentiel galiléen, le temps
d'un référentiel n’étant plus le parameétre d'évolution universel.

I.— TRANSFORMATION DE LORENTZ-POINCARE

I.1.

Rappel de I"expression de la transformation de Lorentz-Poincaré

Soient deux référentiels galiléens, 'un R et 'autre R’ se déplagant par rapport & R & la vi-
tesse ¥, = 1, €, , dirigée suivant I'axe Ox . On sait que les coordonnées spatio-temporelles d’ un méme
événement dans ces deux référentiels sont reliées par les équations :

cf=yeler + Box')  x=7vy.(x" + Becr') y=y z=7

si les origines des durées dans R et R’ sont prises lorsque les origines de 1’espace coincident.
Exemple : Reprenons 'exemple d’une source lumineuse placée & 'origine @ du référentiel
R = ¥y'7, de vitesse d’entrainement §,c selon Ox, par rapport 4 R = Oxyz (Fig. 2.1).
Les coordonnées dans R’ des événements Ej , « émission de lumigre en O », Ea «réflexion sur
le petit miroir plan M’ », situé sur I'axe Oy’ & la distance [, et E; «détection de la lumiére en @ »,
sont respectivement, cf étant la premiére d'entre elles :

o =0 i 21
¥=0 0 0
Ey V=0 B ! E3 0
ml? =0 =0 =0
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On en déduit, par transformation de Lorentz-Poincaré, les coordonnées de ces mémes événements dans
R.

ct=10 Yel 2.l
x=0 YeBel 2y.B.1
E y=0 E |7 Ey 0
=0 0 =l 0
¥ ¥
A v — Ve
3 ! R
L
o o .
! * Source =
FiG. 2.1.

1.2. — Etablissement de la transformation de Lorentz-Poincaré

Considérons un signal lumineux €mis suivant Ox par le point O, i un instant pris comme origine
dans R et R'; A cet instant, @ et ' coincident. Notons que, I'entrainement se faisant suivant la
direction des x ou x', les coordonnées transversales sont inchangées : v=1v' et z=17".

a) Linéarité
D’aprés le principe de relativité, un point matériel isolé a un mouvement rectiligne uniforme par
rapport aux référentiels galiléens R et R’. On a donc, pour un tel mouvement suivant I'axe d’entrai-

nement Ox :
x=uvl+x et X =Y +&3
Comme les formules de transformation entre les coordonnées spatio-temporelles doivent transformer la
deuxiéme équation en la premiére, elles sont linéaires, c'est-i-dire que la transformation de x', 1 en
x,  se met sous la forme :
x=AX+B e 1=C+Dr

b) Réciprocité
Exprimons que I'origine @' de R’ , de coordonnée x' = 0 dans R’ a pour coordonnée spatiale

x = uvt dans R, et que réciproquement l'origine @ de R, de coordonnée x = 0 dans R, a pour
coordonnée spatiale ¥ = —wv,r* dans R’. Il vient, d"une part :

x=Ax0+B=vt et r=Cx0+4+Df don Brf=uD’ etdonc B=uvD

D’autre part x = 0 = A x (—u,t') + Br' ,d’oit B = v A. Onen déduit A =D, B = v A et par
conséquent :
x=A +uvf) et t=Ar+CY

c) Equation d’ende

Pour déterminer A et C, considérons, a I'instant initial, 1"émission d'une onde lumineuse sphé-
rique en O et donc aussi en 0. Cette onde atteint un détecteur situé au point P, d’abscisse x, sur
I'axe d'entrainement dans R, & I'instant 1, ; dans R’, elle atteint ce point P d’abscisse x}', , & I'ins-
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tant 7, . On adonc :
_ 22 2_ a2
xi—czfp et xj,—czfp

La premieére équation s’ écrit aussi :
A%+ v = AL + Cx P
soit, en développant :
(A* — CPPWS — A2 (c? — 0]) — 24X 0 (Ce® — v,A) =0
En identifiant i ff, = czi’f, , on obtient :
A-Cr=1 Cl=vA doa AN(1-p2)=1 e A=(1-p)" =y,
Finalement, on trouve hien :

=7 +ut') et =7, (f-}—v::,

v
) avec ﬁezs et ?‘,:(1_‘53}—1/2

Remargue : On montre que 1'on peut établir la structure de la transformation de Lorentz-Poincaré, &
partir des seules propriétés de réciprocité et de transitivité des transformations linéaires
entre trois référentiels R, B’ et R" . Evidemment, une constante s'introduit naturelle-
ment que I'on identifie i la constante d'Einstein ¢, aprés application de cette transfor-
mation aux ondes lumineuses. Dans ce contexte, un astrophysicien francais L. Nottale a
utilisé la structure de la transformation de Lorentz-Poincaré pour effectuer des transfor-
mations d’échelle et tenter ainsi d’établir des liens entre la physique microscopique et la
physique macroscopique.

1.3. — Autres écritures de la transformation de Lorentz-Poincaré

a) Ecriture vectorielle

Les formules de transformation de Lorentz-Poincaré, entre les référentiels R et R, peuvent se
mettre sous forme vectorielle, en introduisant les vecteurs positions :
1] ] ] ' Ve
r=xe;+ye, +z¢e; r=xe+ye+ze et Be:F

En effet, puisque v, =cP, - €, il vient :

B

r =rj + {Tl’ o l}(ﬂe .rj}ﬁ: + ?fﬁed!

cf = ?E(Cf + ﬂf : r'}

b) Ecriture hyperbolique

On exprime souvent les formules de la transformation de Lorentz-Poincaré entre les référentiels R
et R, al'aide du seul paramétre r, défini par :

expre — exp(—r.) .

= soit r. = argtanh g,
expr. +exp(—re) ¢ .

tanhr, =
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Le facteur relativiste y, = (1 — B2 s'écrit alors :
2y —142
Ye= {l _ [CX]J Te = ex]:l(—r‘,}] } _ xpr, + exp(—r‘,}

—_—— = h
expre + exp(—r.) 2 GO Te

On en déduit :
EXpr. — ﬂp(_re}

Yef3e = coshr. x tanhr, = 3

= sinhr,

Finalement :

ct = ct’ coshr, +x' sinhr,
x=x" coshr, + cf sinhr,

L’argument r, , sans dimension, est parfois appelé la rapidité . On voit que cette quantité tend vers I'in-
fini lorsque la vitesse d’entrainement tend vers ¢ . Ce nouveau concept présente 1"avantage de souligner
I’inaccessibilité de la vitesse de la lumiére pour des particules de masse non nulle. Sur la figure 2.2, on
areprésenté la rapidité r, de R’ parrapport 3 R, en fonction de 8, = v./c.

A T (rapidité)

— =
0 |1 .ﬁe

F1c. 2.2,

1.4 . —Propriétés de la transformation de Lorentz-Poincaré

Les propriétés de la transformation de Lorentz-Poincaré découlent de ce qui précéde.

(1) Les formules de transformation de x', v,z e’ en x, v,z, ¢f sont linéaires.

(2) Elles sont réciproques, ce qui exprime 1'équivalence physique des référentiels R et R', et
donc I'impossibilité de hiérarchiser R et R'. Onpassede R & R’ en permutant les coordonnées et
en changeant v, en —u, :

of =yelct—Bex) X =ylx—Bect) Y=y =z

(3) La constante d’Einstein ¢ apparait comme une vifesse limite, puisque vy, n'est réel que si
Ve < C.

Ce résultat a été vérifié expérimentalement i de multiples reprises, notamment par le physicien
américain W. Bertozzi en 1964, avec des électrons issus d'un accélérateur linéaire ; la tension d’ac-
célération V, était celle fournie par une machine éectrostatique de type van de Graff (cf. Electro-
magnétisme). Sur la figure 2.3a, on a représenté le dispositif utilisé ; pour chaque valeur de 1’énergie
cinétique & des électrons, laquelle vaut eV, , on mesure la durée 7 qui sépare le passage des élec-
trons, d"abord en un point A , puis au point B, ol se trouve le détecteur, lequel est situé 4 une distance
L de A . Surun graphe, on a porté v?/c? avec v = L/, en fonctionde &/(m,c?) ; on constate que
v?/c? atteint pratiquement la valeur asymptotique 1, lorsque la tension V,, est supérieure i une di-
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zaine de kilovolts (Fig. 2.3b); pour L. = 8,4 m et & = 1 MeV , la durée de parcours est d’environ
0,30 ns.

Générateur 122
Canon van de Graff 1.5
4 électrons Accélérateur inéaire

<— || 4 -
[ 1

L~84m 0.5

Courroie
chargée électnquement @
Oscillographe
e - 0 5 10 E/tmec?)

a) b)

Fic. 2.3,

(4) La transformation de Lorentz-Poincaré restitue la transformation de Galilée entre deux référen-
tiels galiléens pour B, < 1. En effet, . est alors sensiblement égal & 1,d’oi B.x < cf et donc
ct' = ct , encore faut-il dans ce cas que les valeurs de x ne soient pas trop grandes : x < ct/ B, .

(5) Elle réalise I'invariance de la quantité f=ar - }lz — 7 . Eneffet, en remplacant, dans
le premier membre, cf, x, ¥ et z par les expressions fournies par la transformation, on a :

PRy = e+ -V A Bt Py 2 = V21— B~y (1= )y

puisque les doubles produits s’ éliminent. Comme 1 — 52 = 1/9?, on en déduit :
PRy = -y _y?_ "

Nous analyserons ultérieurement la signification de cette invariance (cf. chapitre 3).

I.5. — Vitesses supraluminiques

On dit qu'une vitesse est supraluminique lorsqu’elle est supérieure  la constante d'Einstein ¢ .

a) Vitesse de phase en électromagnétisme

La vitesse de phase v, d'un groupe d’ondes électromagnétiques qui se propagent dans un milieu
conducteur, est supraluminique, car on a, @, €tant la pulsation plasma (cf. El lectromagnétisme) :

W2\ V2
t'q,:c(l—ﬁ) >c

alors que la vitesse de groupe, qui est la vitesse avec laquelle le groupe d’ondes se déplace, est, elle,
inférieure & ¢, puisqu’on a, dans ce cas :

.
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C’est ce que I'on constate dans un guide d'ondes centimétriques, vide, a I'intérieur duquel se propage
une onde transverse électrique de mode (1, 0). Cependant, cette vitesse de phase, qui est la vitesse avec
laquelle la phase du groupe d’ondes se propage, n’est pas celle d’un objet physique.

b) Vitesse supraluminique de la projection d’une source lumineuse

En astronomie, on introduit parfois la vitesse supraluminique avec laquelle la projection radiale
d'une source lumineuse se déplace lorsque cette derniére tourne sur elle-méme. Par exemple, lorsque la
source effectue une rotation compléte en une minute, i la maniére d un phare, la vitesse de sa projection
radiale, 3 une distance d = 1 parsec ( 1 parsec = 3 x 10'® m ), est, en désignant par £} la vitesse de
rotation :

2
vp=0d="" x3x10°~314x10%m s soit v, ~10¢
60

Cette valeur énorme ne contredit pas la théorie d’Einstein, car la vitesse de la projection radiale n’est
pas celle d'un objet matériel.

c) Vitesse de groupe supérieure i c

Depuis quelques années, précisément 1990, les physiciens étudient la propagation de la lumiére
dans des matériaux de dispersion lumineuse anormale, ¢’ est-a-dire tels que I'indice n ne diminue pas
avec la longueur d'onde A dans le vide, selon la loi bien connue de Cauchy n = ny + A/A?, mais
augmente. Rappelons la formule de J. Rayleigh reliant vitesse de phase et vitesse de groupe pour une
onde lumineuse (cf. Eiecframagnérfsm) :

g c

Vs T T (A/m)dn/dA  n—Adn/dA

puisque vy = ¢/n. On voit que :

w,>c S on ).dncl soit dn}n—l
4 da da A

=0

Cependant, de telles vitesses de groupe dans ces milieux matériels particuliers, & dispersion anormale,
ne contredisent pas la théorie d'Einstein, car elles n'impliquent ni transfert d'énergie ni rransfert d’in-
formation (ct. Thermodynamique).

d) Tachyons

Dans les années 1970, certains physiciens ont imaginé I'existence de particules se déplacant i des
vitesses supérieures i la vitesse de la lumiére, auxquelles ils ont donné le nom de rachyons (prononcer
taquion) ; ce mot vient du grec Tayv{ qui signifie rapide. Pour ces particules, on a :

_ 1 _ 1 . (P 1—1f2 .
?_(l—yzf‘@}lfz_i(tlzfcz_l}lfz—_[ﬂ avec o = ?_ -

Ces particules n'ont jamais pu étre mises en évidence. Récemment, on en a reparlé a propos de la
publication, en septembre 2011, de 1'expérience OPERA, relative i des neutrinos, qui auraient parcouru
une distance de 730 km & une vitesse supérieure & ¢ | Comme la relativité restreinte est fondée sur
de solides bases épistémologiques (symétrie des lois) et expérimentales (précision relative de 1'ordre
de 10~19), 1a confirmation de ces résultats par d’autres voies s'impose avant tout. En etfet, trois mois
suffiront & déceler plusieurs anomalies expérimentales qui conduiront au retrait de 1’ annonce.
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II. — INTERVALLE ENTRE DEUX EVENEMENTS

II. 1. — Définition et intérét

Mous avons vu que I'intervalle de temps qui sépare deux événements E; et E; n’était plus un
invariant, en cinématique einsteinienne :

L-fFh—h

La question qui se pose alors est la recherche d’un nouvel invariant.

En utilisant les formules de la transformation de Lorentz-Poincaré, on montre aisément que :
An-n)l-m-x)-m-nf-@-aP=30-47 -4 -0 -n'-(G-a)

1l suffit, pour le prouver, d’utiliser les formules de transformation de Lorentz :

(ot = en)? = (32 = x1) = [yelet] — eff) + ¥eBelds — )] = 1ol — %) + yeBelety — at})]”
1l vient, en effectuant, en ordonnant et en simplifiant les doubles produits :
(et —en)? = (2 —x)* = ¥i(ety — o) (1 = B7) — ¥l — )% (1 - B2)

On en déduit I'invariance recherchée. Aussi introduit-on le concept d'intervalle entre dewx événements,
de coordonnées spatio-temporelles respectives x;, v, , 23, f; e X3, ¥2, 23, 1, défini par la quantité
513 telle que :

=2 -nl-m-xP-02-nf - (2-2a)

Dans ce contexte, I'invariance de la quantité e22 — 2@ — 3 — 72 traduit celle du carré de I'intervalle
entre I'événement générique E ,de coordonnées x, v, z, f, et de I'événement origine, de coordonnées
nulles :

-2 2 =10~ (x— 0 — (y— 0 — (z— 0)?

On voit que 5?2 s'écrit aussi :
52 =Ar* — AF enposant Ar=n-n et Al= [(xz —a)l i -n) (- z1}2]1!2

51, dans I"intervalle, la contribution temporelle est supérieure & la contribution spatiale, :%2 =0 et
12 est un nombre réel ; I'intervalle est du genre temps car ¢*Af > AP .

Sila contribution spatiale est supérieure  la contribution temporelle spatiale, &, < 0 et 512 est
un nombre imaginaire ; 'intervalle est du genre espace car Al > ZAr? . Pour de tels événements, il
ne peut y avoir de relation de causalité, puisque :

A= —x P +(a —n) +(—u) >FHn—n)

5i les contributions temporelle et spatiale sont égales, 3%2 = 0 ainsi que 52 : 'intervalle est du
genre lumiére.

Notons que cette classification est invariante par changement de référentiel galiléen, et par consé-
quent présente un caractére universel.
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Entre deux événements infiniment voisins, I'intervalle élémentaire est tel que :
dsf =ctdf —dx —dy? —dZ?

Le carré ds* de I'intervalle définit une métrique de |'espace-temps i quatre dimensions, le temps et les
trois dimensions spatiales.
Dans 1’ approximation newtonienne, on obtient :
dx?+d d
de? = 2dp (1= T 9 HdZ Y +dz
ctdr?
On retrouve bien I'invariance du temps, ¢’est-d-dire son universalité, caractéristique de la mécanique
newtonienne.

)mzdﬂ

Remarque : Certains auteurs, et non des moindres puisque Poincaré et Minkowskl furent de ceux-la,
ont défini le carré de I'intervalle par la quantité opposée i celle que nous avons adop-
tée. Bien que les deux définitions soient d'une méme efficacité mathématique, nous avons
choisi celle adoptée par Einstein dans sa publication de 1916, laquelle privilégie les phé-
nomenes présentant entre eux une relation de causalité, puisque dans 1'expression de 1'in-
tervalle on affecte d'un signe positif le terme temporel et de signes négatifs les termes
spatiawx. Cependant 1’argument décisif en faveur de la convention d’Einstein, qui est celle
que nous avons choisie, est le suivant : 'intervalle est le concept qui se substitue au temps
newtonien universel, et non i la distance qui sépare deux événements, laquelle n’est pas in-
variante par changement de référentiel galiléen, méme en cinématique newtonienne (cha-
pitre 1). En bref, contrairement a ce que dit Newton lui-méme, I'espace en mécanique
newtonienne n’est pas universel mais relatif ; seul le temps newtonien est universel.

Exemple : Calculons I'intervalle entre les deux événements suivants E; et E;, de coordonnées
respectives :
h =3ns fz =6mns
1 E 2

E x =0,2m o x2 =0,8m

Comme cf; = 0,9m et ¢ =1, 8m, il vient :
55, =0,92-0,62 =0,45 doit 52=067Tm

Cet intervalle est du genre temps.

II.2.— Ligne d’Univers. Cone de lumiére

Il est naturel de représenter le mouvement rectiligne d'une particule sur un axe Ox, O étant 'en-
droit ot elle se trouvait & 1'instant pris comme origine dans le systéme de coordonnées (x, cf). La tra-
jectoire du point représentatit (@, ou ligne d’Univers dans 1'espace-femps, est forcément contenue dans
une certaine région du plan ( x,ct), définie par |x] < clt|, puisque ¢ est une vitesse limite indépas-
sable. On distingue ainsi trois zones (Fig. 2.4a).

(1) La zone pour laquelle |x| < |cf| correspond & des intervalles du genre temps. Suivant le signe
de 1, I'événement se produit dans le passé ou dans le futur.

(2) Celle pour laquelle |x| = |cf| est relative 4 des intervalles du genre espace.

(3) Enfin, celle pour laquelle |x| = |cf| définit des intervalles du genre lumiére.

Les dmites x = ot et x = —cr, appelées droites de lumiére, forment un cone plat, appelé cne de
{umiére. Elles définissent I"horizon des événements pergus par un observateur situé en 0.
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Act ct Futur

Futur 1

Ailleurs Ailleurs Ailleurs Ailleurs
0 x 0 X
Passé
Passé
a) b)
FiG. 2.4,

A trois dimensions x, v, ¢f , les intervalles du genre espace sont caractérisés par 1’équation :
2y s

Le cas limite définit une surface ayant la forme d'un céne; aussi 'appelle-t-on céne de lumiére
(Fig. 2.4b). A quatre dimensions x, ¥, z,cf, c'est un hypercone d’équation :

2y +2 <A

II.3.

Géométrie dans 1’espace-temps

On peut établir un paralleéle entre la géométrie habituelle des points du plan cartésien Oxy et la
géométrie des événements qui s"impose en relativité i deux dimensions ( x,cf ).

Dans le premier cas, bien connu (Fig. 2.5a), la représentation des points du plan s'appuie sur
I'invariance de la distance { entre deux points A et B, de coordonnées respectives ( x4,va et (xg,vg):

(xg —xa)* + (ya —ya)’ =1
Dans le plan ( x, y ), tout élément curviligne ds est plus long que les €léments correspondants dx et

dy:
df =da? +dy?

¥y F=M+A}‘Z cf F=CZA!2—M

a) Espace b) Espace-temps
FiG. 2.5,

En géométrie de 1'espace-temps (Fig. 2.5b), la représentation des événements s'appuie, elle, sur
I'invariance du carré de I'intervalle entre dewx événements Ey et Ex :

(cty —en)? = (i —x)* = 53,
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Dans le plan ( x,ct ), tout élément d’intervalle ds est plus court (!) que cdr :
de? = AdFP —da?

La géométrie des événements de 1'espace-temps n’est donc pas intuitive.

II. 4. — Ensemble des référentiels associés i un intervalle

Soient deux événements E; et E;, de coordonnées respectives x1, 0, 0, ¢fy et x3 > x1, 0,0,
cfy > cty , dans le référentiel galiléen R . Dans le systéme d’axes orthonormés ot 1’on porte x; — x; et
¢(tz — 1) ), I'origine représente 1'événement E; , alors qu'un point du plan désigne I'événement E; .
L'ensemble des points caractérisés par une valeur déterminée du carré de I'intervalle entre Ey et E:
appartient aux hyperboles d'équations :

Cz(fg _— 1'1}2 _— (Xg —x1}2 = .5'2

Notons que chaque point sur une hyperbole correspond & un référentiel déterminé.

Si les intervalles sont du genre temps, 5° > 0 ; les courbes sont les hyperboles H, de la figure 2.6.
En revanche, s'ils sont du genre espace, 5° < 0 ; les courbes sont les hyperboles H, .

(1) Lorsque I'intervalle est du genre fremps, il existe un référentiel galiléen particulier pour lequel les
deux événements se produisent en un méme point de 1’espace : point T} sur la figure puisque tz > 1 .

Exemple:Sicti =0,4m xy=1m, ¢z = 1,6 m x =2m,alors 53, = (1,2)2-12 =0, 44 m®

et:
X = x] =7ve[le —x) = Belctz —en)] =0 s *.'Je:cxz_xl =0,8c¢
cly —¢Ch

hcl(tz—h)

Passé
FiG. 2.6.

(2) Lorsque I'intervalle est du genre espace, 1l existe un référentiel galiléen particulier dans lequel
les deux événements sont simultanés : point A; sur la figure, puisque x > x; . On peut déterminer
aisément ce référentiel R’ , comme le montre 1'exemple qui suit.

Simy=1m, en =0,4m, »=2m, ¢ =0,8m, alors s}, = (0,4 — 1* = 0,84 m? et:

cty — chy

ety =) =velelts = n) — Belxz —x1)] =0 dout v =c¢ =0,4c¢
X2 =X
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1. — FORMALISME QUADRIDIMENSIONNEL

Ce formalisme, introduit par le mathématicien balte H. Minkowski, permet de développer techni-
quement un calcul vectoriel adapté a I'espace-temps de la relativité restreinte. Il s’appuie évidemment
sur I'invariance du carré .5'%2 de I'intervalle qui sépare deux événements.

II.1.— Quadrivecteur
On appelle guadrivecteur un vecteur, noté 4 — x, dont les quatre composantes xp, x1, X2, X3,

de méme dimension physique, se transforment dans un changement de référentiel galiléen de la méme
fagon que cr, x, y et z. Par conséquent :

xuz?'e(fu““ﬁefﬂ x1:1"1’(4{1 +.|B¢5Ju} X2=f2 XJ-:-KJ],

Ces relations linéaires peuvent étre écrites sous forme matricielle en introduisant la matrice suivante de
Lorentz-Poincaré :

Ye  YeBe 00

L— [YBe v. 00

0 0 1 0

0 0 01

Eneffet, ona :

iy Ye  YeBe 00 x4
—x= - i 1nd xi| _ | YeBe Ye 0 0 XJ]_
4 —x=L{4—x'} soitexplicitement ul =10 o 10 |4
X3 o o0 0 1] |4

Le déterminant de la matrice L vaut 1, car lorsqu'on le développe par la ligne 4, il s’explicite
selon :

Ye YeBe O

detL=1xdet |y8, 7y. 0 :lxlxdet[??é ?;‘Bf]zyf(l—ﬁf}:l
u 0 l eMe [

Il est souvent commode d"introduire la matrice carrée relative aux seules coordonnées intéressantes
xp et x . Larelation matricielle précédente se réduit alors a :

- Iy L — Ye Yel3e
x =LA } aee B [?eﬁe Ye
Cette relation s’ explicite alors selon :
[xl.'l:| — [ Ye ?e.lge:| |:xl'.'l:|
X ?ﬂge Ye X;
Exemple : les coordonnées d'un événement E, dans R sont,en métre : ot = 1 ; x = 0,6 ;
y=2;z= 15 Dans R, tel que v, = 0,6¢,s0it B, = 0,6, y, = 1,25 et y,B, = 0,75, les
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coordonnées de ce méme événement s’ obtiennent & partir de 1'équation matricielle 4 — ' = L'{4 — x}
olt L' est la matrice inverse de L, que 1'on obtient en changeant B, en —f3, :

X 1,25 -0,75 0 0] [1 0,8
4 |-075 1,25 0 o o6 |0
4 I 0o 1 ofl2|7 ]2
% 0 0o o0 1|15 1,5

On en déduit aisément le carré de I'intervalle quisépare E; de I'événement origine E; :

Sy = 0,8 =2~ 1,5 =-561m* ou &, =1-06 -2"-15=-561m’

Im.2.

Forme métrique de I’espace-temps

Linvariance du carré de I'intervalle suggére de définir le produit scalaire de deux quadrivecteurs
4 —a et 4 — b comme suit :

(4—a-4—b)=ayby—a)b, — ayby — azby
On en déduit la pseudo-norme du quadrivecteur 4 — a :
|4~ al*=a; —a — a3 - a

Le carré ds° de l'intervalle élémentaire, entre deux événements voisins, s'identifie 4 la pseudo-norme
du quadrivecteur élémentaire espace-temps :

def =2 dF —d? —dy? —dZ = d(4— )|}
Plus généralement, on 1"écrit :

ds’ = gy dx dx;
:

i et j étant des nombres pouvant prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 ,avec g; =0 pour i #j,et:
gw=1  gmm=-1 gun=-1 g=-1
De méme que d? = dx? + dy? + dz* est appelé la forme métrique associée i 1'espace euclidien

habituel, ds* est la forme métrique de 1'espace-temps pseudo-euclidien de la relativité restreinte. La
relation entre ces deux formes est immédiate :

ds* =cAde —dP
On caractérise souvent la forme métrique ds® par sa signanure, c’est-a-dire 'ensemble des quatre signes
+ — — — des facteurs gy . Cette forme métrique, directement li€e au carré de 1'intervalle élémentaire,

qui est posifive lorsque l'intervalle est du genre temps, est celle qui est le plus souvent adoptée.

Remarques : 1) Comme on 1'a déja dit, la forme métrique opposée, c’est-i-dire d 2 — c2 d#* , de signa-
ture + + -+ —, initialement introduite par Poincare et Minkowskl, est de nos jours délais-
sée au profit de celle que nous avons adoptée, conformément au choix d'Einstein. Actuel-
lement, 1'argument avancé par ses adeptes est généralement d'ordre pédagogique : « elle
est un prolongement de la forme métrique euclidienne a trois dimensions d 2 », disent-ils.
Dans ce contexte, la liaison est souvent poussée encore plus loin en introduisant la va-
riable complexe o = icf avec if = —1 ; on obtient alors ds° = d* + do” . Cest ce
que 1'on peut lire dans la publication originale de Poincaré, dans laquelle ¢ est pris égal
4 I'unité (ct. bibliographie). Nous n'avons pas été sensibles & ces arguments pour plu-
sieurs raisons :
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i) Ce choix laisse supposer que I'intervalle spatio-temporel serait la généralisation de I'in-
tervalle spatial d/, lequel, rappelons-le, pour deux événements, n'est pas un invariant,
car, méme en cinématique newtonienne, I’espace est relatif : seul le temps est universel !
ii) L'introduction du « temps complexe » ict nsque d'encombrer inutilement une disci-
pline déja largement éprouvée par 1'irrationnalisme.

ifi) Enfin, en relativité générale, 'argument précédent s’effondre, puisque les facteurs g,
n’ont plus les valeurs simples +1.

2) En langage tensoriel on écrit préférentiellement

dst = ngjdxfdf oumieux ds® =gydx'dy
-

en désignant par dx' (i étant un indice et non une puissance) les différentielles des coor-
données cf, x, v, z, et en adoptant la convention d’Einstein sur les sommations (cf. An-
nexe 2).

Im.3.

Le diagramme espace-temps bidimensionnel a été proposé par Minkowski en 1908. Il consiste
i représenter, dans un méme plan, les coordonnées spatio-temporelles (x, cf ) et (&', e ) d’un méme
événement dans les référentiels galiléens R et R’ en mouvement le long de 'axe Ox de R, ala
vitesse v, .

Diagramme espace-temps bidimensionnel de Minkowski

Dans le systéme d’axes orthonormés (x,cf) associé 3 R, un événement est représenté par un
point (. Cherchons le nouveau systéme d’axes (x',er' ), associé au référentiel R, dans lequel le
méme événement est représenté par le méme point @ (Fig. 2.7). Pour cela, utilisons les formules de
transformation de Lorentz :

o =y et — Bx) et ¥ =7y, (x— B.et)
Les points de 'axe x’ sont définis par ¢ =0 ; par conséquent, cet axe a pour équation :
cf— Bx=0 soit of = f.x
De méme, les points de ’axe o' sont définis par ¥’ = 0, d'ot I'équation de cet axe :

x=But=0 soit cf=

Be
Notons que les axes Ox et Ocr’ ne sont pas orthonormés, puisque le produit des pentes de ces axes
n'estpaségald —1, maisa 1 :
1
x— =1

B. B.
Si B. > 0, les deux axes sont dans le premier quadrant du plan (x, cf) , le premier Ox' dans la premiére
moitié, le second Oct’ dans la deuxiéme moitié.
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Il est judicieux de tracer les hyperboles d’équations :
-2 =M= et PP = =1

Elles donnent I'unité de longueur qui est relative & chaque systéme d’axes (Fig. 2.7). Cette unité est
représentée par les longueurs OA et OB dans le systéme (x,er), et par les longueurs OA' et OB’
dans le systéme ( x',cf’' ). On voit que le référentiel R’ a ses axes d’autant plus proches de la diagonale
du premier quadrant que la vitesse d’entrainement est plus grande.

Ce diagramme est parfois utilisé en cinématique relativiste, lorsqu’on souhaite « visualiser » les
transformations des durées et des longueurs, mais sa lecture n’est pas commode, en raison des unités de
longueur ditférentes sur les axes comespondants.

III.4 . — Groupe de transformation de Lorentz-Poincaré

C’est Poincaré qui souligna, le premier, la structure de groupe de la transformation de Lorentz-
Poincaré. La propriété essentielle de la structure de groupe est la loi dite de composition inferne, selon
laquelle, entre trois référentiels R, R’ et R”, la transformation de R” 4 R, qui résulte des deux
transformations de Lorentz-Poincaré successives, de R"” & R’ puis de R’ & R, est aussi une trans-
formation de Lorentz-Poincaré (Fig. 2.8). Pour établir ce résultat, effectuons le produit matriciel de
ces transformations, en désignant par v, = S,c la vitesse de translation de R’ par rapport & R et
par v, = Bic la vitesse d'entrainement de R" par rapport & R’ ; y. et ¥, sont les facteurs relati-
vistes correspondants. 11 vient, en adoptant 1" écriture réduite :

2-x=L{2-x} et 2-¥=L{2-x"} et 2-x=LIL{2-x"}

avec @ ?’
Ye o YeBe [ ¥.5.
L,= et L = ¢ ene
r [‘?’ﬂgf Ye :| ’ [?:JB: ?: :|
¥ ¥ o
s

R or i

>=
“y
>.g'\--

Fic. 2.8,
Calculons le produit des deux matrices L,L] :
LI = [ Ve ?ﬂge] [ :_, ?:.IE;::| _ |:'Ye ?:’(1 ‘!" fseﬁi:} ?er:(ﬁ: +.|B:)
T yeBe ve | [VBe e Yeve(Be+ Be)  ve¥e(l + BeBl)
ce qui peut se mettre sous la forme :
i L1
o %]
B v
si on pose ¥/’ = y.¥,(1 + B.BL) soit:

_ (=B -BY) _ (14 BB~ (B.+B) _ | ( B+ B. )2

s
LB =gy (1+ B.B.)? 1+ BB
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Il en résulte la relation suivante entre 8., B. et B, :

Be+ .IB: s " t": + v,

Pe =11 8.5 = T4/

Cette relation exprime la composition des vitesses, selon I'axe commun Ox , appliquée i 1’origine 0"
de R, entre les référentiels R et R’ (cf. chapitre 4).

Remarques : 1) Les permutations de . et B, ainsi que de 7y, et ¥, , montrent que la composition
de deux transtformations de Lorentz-Poincaré, le long d'un méme axe, est commutative. Il
n'en est pas de méme, lorsque cette composition s'effectue selon des axes différents.

2) Upe deuxiéme loi caractéristique de la structure de groupe, qui a dé€ja été vue, est
celle sur 1'existence de la transformation de Lorentz-Poincaré inverse, laquelle s’ obtient
en changeant B, en —g@. . On vérifie aisément que L,L;' = 1

[ Ye ?"eﬁ¢:| x [ Ye _T'ﬂﬂe:| _ [1 ':]:|
YeBe Ye —YePe Ye 0 1

CONCLUSION

Retenons les points essentiels.

(1) La transformation de Lorentz-Poincaré est la transformation de coordonnées qui laisse inva-
riantes les équations de Maxwell de I'électromagnétisme. Elle s’écrit :

of = y.(ct’ + Bex') x = y.(x" + Bect') y=y z=7

avec B. = v./c et y.=(1- BY)~1/2 | v, éant la vitesse d’entrainement de R’ par rapport i R .
(2) L'intervalle 52 entre deux événements est une quantité invariante par changement de référen-
tiel galiléen, défini par :
5'%2 = Cz(fz -n) - (%2 —x) - (y2 - n) - (z2 - a)?
Les intervalles du genre temps sont tels que s, > 0, alors que les intervalles du genre espace sont
caractérisés par 1, < 0, ce qui exclut toute relation de causalité entre les deux événements considérés.

(3) Le concept d’espace-temps & quatre dimensions s'introduit naturellement, d'oh 1'intérét d'un
formalisme quadridimensionnel adapté avec des gquadrivecteurs 4 — x dont les composantes se trans-
forment selon :

X = Ye (¥ + BeX)) X1 =7 (4 + Boxy) X=X X=x

MNous verrons ulténeurement comment I’analyse faite par Einstein des concepts de temps et d’espace,
essentiellement accessibles par leurs mesures, a pu étre décisive dans le succés de cette théorie, et cela
indépendamment de I'interprétation simple et élégante de 1'expérience de Michelson et Morley.
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EXERCICES ET PROBLEMES

P2- 1. Transformations des coordonnées d’un événement

Un événement se produit au point de coordonnées ¥ = 0,8 m ' =0,1m, z' =0 et a1'instant
1 =2 ns, dans un référentiel galiléen ', en mouvement de translation rectiligne uniforme, i la vitesse
de 0, 8¢, par rapport au référentiel R selon I'axe Ox.

1. Trouver les coordonnées de cet événement dans R, sachant que les origines d’espace et de
temps coincident.

2. Calculer 1'intervalle entre cet événement et I'événement origine. Quel est le genre de I'inter-
valle ?

P2- 2. Intervalle entre deux événements

On considére un événement de coordonnées, dans un référentiel galiléen R : r = 4 ns,
x=01m, y=05m et z = 0,2 m. Un autre événement se produit au point de coordonnées
' =3ns, X =08m, ¥ =0,1m, ¢ = 0,1 m, dans un référentiel galiléen R', en mouve-
ment de translation rectiligne uniforme, & la vitesse de 0, 5¢, par rapport 4 R .

1. Calculer les coordonnées de E; dans R’ et les coordonnées de F:; dans .

2. En déduire 1’intervalle entre ces deux événements.

P2- 3, Evénement-rencontre de deux particules

Deux particules A, et A, se déplacent, par rapport i un référentiel R, avec les vitesses respectives
w = /2 suivant €, et ¥z inconnue. Les particules A; et Az sont initialement situées respectivement
en  eten B (0,1), I'unité étant le meétre. Elles se rencontrent au point C de 'axe Ox tel que
OC = 2e,. Lavitesse vz est constante.

1. Trouver v ainsi que les coordonnées de 1'événement rencontre dans T .

2. Quelles sont les coordonnées de ce méme événement dans le référentiel galiléen R’ par rapport
auquel A, est fixe ?

P2- 4. Train ultra-rapide d’Einstein

Trois personnes se trouvent dans un train qui se déplace, par rapport au référentiel terrestre T,
alavitesse u=ue;, avec u=0,6c. L'une T est en téte de train, une autre M au miliew, la troisiéme
( esten queue du train. La longueur du train mesurée par ces personnes est L = 100 m. A I'instant oii
la personne M passe devant un observateur O de R, elle recoit simultanément les signaux émis par
TetQ.

1. Trouver les coordonnées spatio-temporelles des événements E; «émissionen T » et E; «émis-
sion en @ », dans R’ 1ié au train et dans R , sachant que les coordonnées de 1’événement « réception
en M »dans R et R’ sont nulles.

2. Quelle est la durée qui sépare les événements E; et E; dans R’ et dans R 7 Calculer le carré
de cet intervalle. Applications numériques.
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P2- 5. Rapidité d’entrainement d*un référentiel

Les coordonnées spatio-temporelles d'un événement sont respectivement dans les référentiels R
et R :
x=1,5m t=2ns et ¥=1,7m f =-33ns

Calculer la rapidité d’entrainement r, de R' parrapporta R.

P2~ 6. Tiges glissant 1'une sur I’autre

On considére denx tiges identiques, AB et A'R’, de longueur I, larégle A'B' glissant sur AR 2
la vitesse v, (Fig.2.9). On s’intéresse aux deux événements suivants : E; « A et B' coincident » et E
« B et A' coincident. » Pour cela, on introduit les deux référentiels R et R’ respectivement liés aux
régles AR et A'B'.

1. Ecrire les coordonnées de E, et E; alafoisdans R etdans R'.
2. En déduire I'intervalle de temps entre E;, et Ea.

3. Vérifier I’invariance du carré de I’intervalle. Quel est le genre de 1" intervalle ? Calculer sa valeur
enmetrepour [=1m et v, =08¢c.

i )
b ‘1:5—"' Ve
v e
- R
X a8 o
a) b)
F1G.29.

P2- 7. Evénements non causaux

Deux événements E; et E; ont pour coordonnées spatio-temporelles respectives :

x=3m y=0 =0 1, =10ns et xy=6m y;=0 z3=0 f,=>5ns

1. Calculer le carré de 1'intervalle entre ces deux événements. Quelle est la vitesse du référentiel
R' dans lequel ces deux événements sont simultanés ?

2. A quelinstant +' de R, ces événements se produisent-ils simultanément 7

P2~ 8. La transformation de Lorentz-Poincaré considérée comme une rotation complexe

On caractérise un événement par les coordonnées x,v,z et o = ict (# = —1) dans un référen-
tiel R .Dans R’ en translation, suivant I'axe des x, &la la vitesse v, par rapport & T, ses coordon-
nées sont & v, 7 et o' .
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1. Montrer que 'opposé de I'intervalle qui sépare cet événement de I'origine (0 peut Etre repré-
senté par la norme d'un méme vecteur dans les deux plans complexes ( x, o ) et (x,o"). En déduire que
la transformation de Lorentz est caractérisée géométriquement par une rotation d’angle complexe.

2. Dans cette représentation, on désigne par « 1’angle que font entre eux les axes Ox et Ox .
Etablir les relations entre les coordonnées (x,0) et (x',0').

3. A I'aide de la transformation de Lorentz-Poincaré, montrer que o sécrit o = i, 6 étant
le nombre réel, que I'on exprimera en fonction de B, = v,/c et dont on calculera la valeur pour
Be=0,4.

P2- 9. Groupe de transformation de Lorentz-Poincaré

1. Montrer, & I'aide de I'écriture hyperbolique de la transtormation de Lorentz-Poincaré, que le
produit de deux transformations est aussi une transformation de Lorentz-Poincaré. On désignera par ry;
la rapidité d’entrainement de 72, par rapport & TRy et par ri2 celle relative au mouvement de Rz par
rapport i R, .

2. A quelle condition sur ry et riz le produit de deux transformations de Lorentz-Poincaré se
réduit-il a la transformation unité ?
P2~ 10. Approximation & 1'ordre un de la transformation de Lorentz-Poincaré

1. Ecrire la transformation de Lorentz-Poincaré pour les faibles vitesses d’entrainement, jusqu’au
deuxigéme ordre en B, = v, /c . Montrer que 1’approximation, au deuxi@me ordre prés, ne restitue pas la
transformation de Galilée relative au temps.

2. Sachant que B, = 0,1, trouver I'erreur commise sur la position dans 1'approximation au
deuxiéme ordre prés. Quel doit-étre le rapport des coordonnées x'/ct’ pour que I'erreur relative sur
le temps soit égale au double de la précédente ?

P2~ 11. Valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de Lorentz

On considére la transformation de Lorentz entre les coordonnées (x, cr) dans % d'un événement
etcelles (x',cr') dans R’ du méme événement.

1. Expliciter, en fonction de ¥, et B, , les quatre éléments a, b, ¢, d de lamatrice de Lorentz
réduite L, associée aux deux coordonnées x et cf. Quel est le déterminant de cette matrice 7

2. On appelle vecteurs propres d'une matrice tout vecteur V tel que L{V} = AV, A étant un
nombre réel appelé la valeur propre correspondante. Montrer que les valeurs propres de L satisfont &
I'équation du deuxiéme degré suivante :

A= Ma+d)+ (ad—bd)=0

En déduire les valeurs propres de L.

3. Quelles sont les pentes des vecteurs propres de L correspondants 7 Commenter physiquement.
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P2- 12. Différents événements dans 1’expérience de Michelson- Morley

On se propose d'analyser les différents événements qui doivent &tre pris en compte dans I'expé-
rience de Michelson-Morley (Fig. 2.10). Le référentiel R’ = O'x'v'z’, dans lequel est fixé 1" interféro-
métre, est le référentiel terrestre qui se déplace a la vitesse v, = 0,624 ¢, par rapport au référentiel R
de Copernic. La source de lumigre § est située en (¢ et les miroirs M, et M, sont placés sur les axes

'y et O'v' ila méme distance | = 3 m de 5. On suppose que R’ est lui-aussi galiléen. On consi-
dére les cing événements suivants :

Ey est]'émission du signal lumineux vers M, et M2,
E; est'arrivée du signal sur M, ,

Ey est 'arrivée du signal sur M5,

E; estleretour en S du signal réfléchi par M, ,

E4 estleretour en S du signal réfléchi par M .

1. Sachant qu'a I'instant initial les origines @ et @' de R et R’ coincident, écrire, en fonction
de [, B. et y., les coordonnées spatio-temporelles de ces événements.

2. Quels sont les carrés des intervalles entre E, et E;, entre E; et E, ,entre E; et E;, entre E;
et Ey.

3. Les évépnements E, et E, sont-ils simultanés, dans R, dans R’ 7 Méme question pour les
événements E; et E, . Préciser par un calcul numérique. Commenter.

"
’ 22w
5
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Fondements de la cinématique einsteinienne

En dehors de I'interprétation simple et élégante de I'expérience de Michelson et Morley, par la
seule extension du principe de relativité i tous les phénoménes physiques, le mérite de Poincaré et
surtout celui d’Einstein fut d"analyser et d’objectiver les concepts de temps, d'espace et de simultanéité.
En soulignant la nécessité de préciser les conditions de la mesure des durées et des longueurs, Poincaré et
Einstein ont fait de la cinématique, qui est 1’ étude du mouvement des corps, indépendamment des causes
physiques qui en sont A I'origine, une discipline relevant désormais de la physique essentiellement. Les
conséquences immeédiates les plus surprenantes de la transformation de Lorentz sont connues sous les
noms de dilaration des durées et de contraction des longueurs. La signification de ces expressions est
délicate au point que ces conséquences sont souvent présentées sous forme de paradoxes.

1. — MESURE DES DUREES ET DES LONGUEURS

Rappelons que toute mesure d"une durée ou d'une longueur se raméne i la comparaison i un étalon.

i) Pour une durée, I’étalon peut étre, par exemple, la période d'un pendule dont on admet 1'isochro-
nisme des oscillations (Fig. 3.1a).

ii) Pour une longueur, ¢’est par exemple une régle dont on admet la rigidité (Fig. 3.1b).

Horloge-étalon
A A Barre B
 E—
Im I G]T ! 1 I L) ! Gz |
Longueur étalon
a) b)

F1c. 3.1

I.1. — Simultanéité

Une analyse attentive du processus de mesure montre que la comparaison précédente des grandeurs
spatio-temporelles aux étalons suppose implicitement acquise la notion de simultanéité.
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En effet, mesurer la durée qui sépare deux passages, dans le méme sens, d'un pendule simple,
devant un index [ situé i sa position d’équilibre, ¢’est constater deux simultanéités : la premiére entre
le premier passage et la position angulaire de 1'aiguille du chronométre, la seconde entre le second
passage et la nouvelle position angulaire de 1'aiguille (Fig. 3.1a).

De méme, mesurer la longueur d'une barre AR, c’est constater la simultanéité de la coincidence
de 'extrémité A avec une graduation G; d'une régle-étalon et de la coincidence de 1'autre extrémité
B avec une seconde graduation Gz de larégle-étalon (Fig. 3.1b).

Il convient alors de définir avec soin la simultanéité de deux événements, qui ne se produisent pas
en un méme lieu, car nous aurons & comparer des durées percues par des observateurs différents en
mouvement les uns par rapport aux autres. Pour cela, il est nécessaire de synchroniser préalablement
des horloges placées en des lieux distincts, ¢’est-i-dire de contriler ’identité de leur marche ainsi que
celle de ['origine des durées.

NMotons que, méme en cinématique newtonienne, ces précautions ne sont pas superflues, lorsqu’on
veut effectuer des mesures reproductibles précises et comparer les résultats obtenus par deux observa-
teurs éloignés d'un méme référentiel. Cependant, elles apparaissent moins cruciales, car 1"hypothése in-
tuitive de 1'universalité du temps, faite par Newton, exclut d’emblée la non-invariance de la durée qui
sépare deux événements lorsqu’on change de référentiel.

a) Synchronisation des horloges

Lasynchronisation est réalisée al'aide de signaux lnmineux ou plus largement électromagnétiques.
Donnons le procédé de synchronisation de deux horloges H; et H situées en deux points différents
A et Ay (Fig.3.2).

i) Controle de la méme marche

Alinstant ; de H,, A; envoie un signal vers A, qui le reoit a t, de H, (3.2). A I'instant
n+ T de H;, A, envoie un second signal vers A; qui doit le recevoira , + T de H, .

ii) Contrdle de la méme origine

A l'instant 1; de H;, A; envoie un signal vers Az qui le réfléchit vers A; (3.2). Ce dernier le
recoit 4 I'instant #; + 7. L'orngine des temps des deux horloges est la méme s1 A, arecu le signal a
I'instant #; + T/2.

Le temps unique ainsi associé a tous les points d'un méme repére d’espace est le femps du repére.

b) Définition de la simultanéité

Deux événements sont simultanés si des horloges synchronisées, placées aux points ot ils se pro-
duisent, donnent la méme indication.

Dans le diagramme de Minkowski (x,cf), deux évéments simultanés sont représentés par des
points d’"Univers sifués sur une droite paralléle a1’axe Ox (3.3a).
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x
X Xz

Evénements simultanés Evénements localisés au méme point
a) b)
FiG.33.

1.2. — Relativité de la simultanéité

Considérons deux événements E; et E;, décrits dans un référentiel R , par les coordonnées res-
pectives suivantes @ f1, X1, Y1, Z1.€t f2, X2, Y2, I2.

Supposer que E; et E; soient simultanés dans R (Fig. 3.3a), ¢’est imposer dans les différentes
expressions : f; = iz . Le sont-ils aussi dans R’ en translation rectiligne uniforme par rapport 4 &,
¢’est-a-dire avons-nous aussidans R’ 1] = 1} , comme en mécanique newtonienne ?

Pour répondre 4 cette question, évaluons la durée qui sépare E; et Ex dans R’ :

oty — cfy = yeleta — Bexa) — veleh — Bex1) = —yePe(m — x1)

Ainsi, deux événements, simultanés dans TR , ne sont simultanés dans R’ que s'ils sont localisés en des
points de méme abscisse. La simultanéité ne présente donc pas de caractére universel.

Remarque : Onretrouve le caractére universel de la simultanéité en faisant tendre 8, = v, /c vers 0 :
oty = 1) = =veBe(xa—x1) =0
Ainsi, I'universalité de la simultanéité, admise en cinématique newtonienne, revient i
considérer que ¢ est infiniment grand devant toute autre vitesse.
I. 3. —Relativité de la localisation

Deux événements E; et E» sont localisés en un méme endroit dans & : x1 = x (3.3b). Ces
deux événements ne sont pas localisés au méme endroit dans R’ , puisque :

X5 — Xy = Ye(X2 = Boctr) = Yelx1 — Bect) = =Y (¢t2 — cth) = —yevo(ta — 11)

Ils ne seront localisés au méme point dans R’ que si, en outre, ils sont simultanés dans R .

Remarque : En cinématique newtonienne, on obtient un résultat analogue, mais quantitativement dif-
férent, puisque : x5y — x] &= —v.(z — 1) .

II. — DILATATION DES DUREES

II.1.— Durée propre. Référentiel propre

Le temps d'un référentiel n'étant plus un parameétre universel en cinématique einsteinienne, existe-
t-il un paramétre universel qui jouerait le réle qu’avait ce temps en cinématique newtonienne ? C'est la
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question que s’est posé Einstein,  laquelle il a répondu par 1'affirmative, en s’ appuyant sur le concept
d’'intervalle.

Considérons deux événements E; et Ez, dontl'intervalle 512 est du genre temps (.s'fz =), avec
E; postérieur & E; . Cetintervalle s"écrit, en fonction des coordonnées spatio-temporelles de E; et E;
dans un référentiel galiléen R :

S = [Cz(fg - 11}2 - (Xg - x1}2 — (}'2 - }’1}2 - (Zg - 21}2] 172

La durée propre entre ces deux événements est, par définition, la quantité suivante :

f12
=
homogéne a une durée et invariante par changement de référentiel galiléen, puisque 512 et ¢ le sont.
Cette durée T, s’identifie i celle ri — r{ qui sépare E; et Ep dans le référentiel R’ dans lequel
les deux événements sont localisés au méme point. En effet :

n-n=T si x=x Y=} e =5

Le référentiel R’ est alors appelé le référentiel propre pour les deux événements localisés au méme
point. Toute autre durée, mesurée dans tout autre référentiel, est par opposition qualifiée d"impropre.

II. 2. — Relation entre durée propre et durée impropre

Pour deux événements, on peut établir la relation entre la durée propre dans le référentiel propre
et la durée mesurée dans tout autre référentiel. Il suffit, pour cela, d’imposer, dans les formules de
transformation de Lorentz-Poincaré entre les deux référentiels R et R', la condition x; = x] si R'
est référentiel propre :

ety = yelef + Be 1) oty = Yelcfy + Bexy) cequidonne & —n =yl — 1)

11 en résulte la relation suivante entre la durée propre T, = rj — r;, dans le référentiel propre R, et la
durée T; = t, — t; qui sépare les deux événements dans tout autre référentiel galiléen R :

2 -1/2
Ti=v.T, avec ?‘,:(]_—')

La durée entre deux événements dépend donc du mouvement de I'observateur. Elle est minimale dans le
référentiel propre, qui est celul dans lequel les événements se produisent au méme point. On dit qu’il y
a dilatation de la durée qui sépare deux événements dans tout référentiel autre que le référentiel propre.
On dit parfois aussi que les horloges mobiles du référentiel propre retardent pour tout autre référentiel.

Il convient de souligner que cette dilatation des durées n’est pas subjective mais objective ; c’estun
effet réel, mais de perspective, qui apparait lorsqu’on mesure la durée qui sépare deux événements dans
un référentiel ol ces événements ne se produisent pas au méme point, seule la durée propre ayant une
signification universelle.

Exemple : Soit a4 mesurer la durée séparant deux passages successifs, dans le méme sens, d'un
pendule devant un index (Fig. 3.4). Pour 1'observateur de /', 1ié au bfiti et & 1'index, la durée mesurée
est par exemple T, = 2 s. Pour un observateur de 7, par rapport auquel R’ a une vitesse v, telle
que y, =3, la durée mesurée est y,7T, = 65.
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¥ ¥ =%
—
R
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F1G. 3.4,

Remargues : 1) 11 n’est pas inutile de préciser que deux observateurs, A et B, transportant avec eux
des pendules identiques, mesurent chacun de leur c6té la méme valeur de la période de
leur pendule, puisque ces périodes sont des durées propres dans les deux cas. La dilatation
est constatée par A lorsqu’il mesure la période du pendule que transporte B, et par B
lorsqu’il mesure la période du pendule que transporte A .

2) En faisant . = 1, on obtient évidemment le résultat newtonien T; = T, :en cinéma-
tique newtonienne, la durée d’un phénomeéne ne dépend pas du référentiel lié a 1'observa-
teur.

3) La relation de dilatation des durées peut étre obtenue aussi & partir de 1'invariance du
carré de I'intervalle élémentaire. En effet, si les coordonnées spatiales d'un événement
sont fixées dams R', ona:

ds? =2df —d2 —dy? —d22 = 2dr? —dx? —dy? - dz? = 2dr?

o2 1,2
df =di|1 - 5
&

Il en résulte larelation dr = ydr avec y = (1 — vzg‘cz)_uz entre la durée propre dr'
et la puissance impropre di.

d'on :

II.3.

Preuves expérimentales et applications

La premiére preuve expérimentale de 1'effet de dilatation des durées fut obtenue par Ives et Stilwell
en 1938 en étudiant I'effet Doppler-Fizeau transversal essentiellement relativiste (cf. paragraphe IV).

a) Relativité de la durée d’un phénoméne

Considérons deux référentiels galiléens R et R’ de vitesse v, par rapport R . Une source lu-
mineuse située en O émet, dans la direction de 'axe 0y, un signal qui est réfléchi vers @' par un
miroir plan placé au point M’ de I'axe O'y', 4 la distance [ (Fig. 3.5a).

¥y h ¥ i
Y
b bl A
H H H
” U : :
0 0% | N ol |m .
I X ¥ x
a) b)

F1iG. 3.5.
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Dans R', la durée T’ qui sépare 1'événement E; « émission de lumigre en ' » et I'événement
E; «réception de lumiére en O" » est 2{/c :

e =0
vy—o

T =2l/c

E, 0

Dans R, la durée entre ces deux événements s’obtient en prenant en compte le mouvement du miroir.
Surla figure 3.5b, on voit bien que T doit étre tel que :

T2 oI\ 2
OM3? = OH® + MyH®  soit (%) =f‘+(%)

Par conséquent :

42 2
72 = g et T= SYe = y.T'
Ce résultat s’obtient directement & partir de la transformation de Lorentz-Poincaré :
0 T=v,T =2y.l/c
E £ ‘ ' ‘ 2 1/2
0 X =Y BecT' =2y, B.l= 2(?1 - 1} I

b) Parcours des muons dans I’atmosphére

Les rayons cosmiques qui traversent 1’atmosphére terrestre sont constitués notamment de mésons
4 ou muons qui sont des particules chargées, de charge —e ou e, dont la masse est environ 207 fois
celle de I'électron. Ces particules furent découvertes séparément et indépendamment par C. Anderson
et 5. Neddermeyer d’une part, par J. Street et E. Stevenson d'autre part, en 1937, alors qu’ils étudiaient
le rayonnement cosmique.

Les muons négatifs subissent des collisions au cours desquelles ils cédent de 1'énergie en se dé-
sintégrant en un €lectron, un neutrino mésique ¥, et un antineutrino électronique ¥, , selon la réaction
(cf. chapitres 7 et 8) :

I T o
La désintégration des muons se fait selon la loi exponentielle suivante :

1

N(1) = N(0)exp (— 7)
dans laquelle N(r) est le nombre de muons & U'instant ¢ et 7 une durée appelée la durée de vie
des muons. On introduit souvent la demi-vie des muons qui est la durée T, au bout de laquelle
N(Ty;2) = N(0)/2 ; Ty et 7 sont reliés par :

T N(O
N(T1;3) = N(0) exp (—‘T’z) = % doit Typ=rln2

La durée de vie propre 7, des muons, est mesurée en laboratoire, dans le référentiel terrestre, lorsque
le muon est au repos, i partir de la loi de désintégration donnant la décroissance d'un flux n de muons.
On obtient, en fonction du temps propre 1, (Fig. 3.6a):

I
n(1,) = n(0)exp (—i) avec 7,=2,2x10"%s ou T,;;», =2,2x10"%%0,69 =1,5x10"°s
Tp
En 1941, B. Rossi et D. Hall ont observé un tel phénoméne, alors qu’ils étudiaient, dans la région

de Denver, dans le Colorado, la désintégration des muons qui composent le rayonnement cosmique
tombant sur la Terre.
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a) b)
F1c. 3.6,

En 1963, les physiciens américains D. Frisch et J. Smith ont repris I'expérience de Rossi et Hall en
la simplifiant (Fig. 3.6b); ils ont mesuré le flux de muons, de vitesse v = 0,992 ¢, i des altitudes diffé-
rentes, en plagant un premier détecteur, au sommet du Mont Washington (New Hampshire), 4 1910 m
d’altitude et un second i seulement 3 m d’altitude. Ils trouvérent respectivement, par heure, 563 £ 10
et 408 £ 9 muons.

La décroissance radioactive du flux étant exponentielle, il vient, en désignant par 1, et #; les
instants de détection :

t t -1
m=n(ﬂ}exp(—?1_) nz=n(0}exp(—f) don In (:—?) =—%

On en déduit, puisque &, — 1, = (77 — z3) /v :
I = I 1910 -3

T=— = - = 19,89 ps
vin(na/m) 0,992 % 3 x 10° x (408/563) i
11 vient donc : 19. 89
rip = 2"? =9 Acomparer i }':(l—,ﬂz}_uz:?,‘ﬂ

Compte tenu de la précision expérimentale, la dilatation des durées est bien vérifiée.

En 1976, au CERN (Centre Européen pour la Recherche Nucléaire), on a pu comparer, avec préci-
sion, la durée de vie propre des muons i celle des muons en mouvement, & la vitesse 00,9994 ¢, dans un
accélérateur. On a trouvé pour 7 la valeur de 63,8 ps, ce qui satisfait bien a la relation :

T ~y puisque — ~29 et y=(1-0,99942)"1/2~29
Tp Tp

Remargque : Les rayons cosmiques, qui sont constitués de particules connues, comme des noyaux, des
neutrinos, des photons, des muons, etc., font encore 1'objet de recherche, car I'origine de
leur énergie considérable, de 1'ordre d’un million de fois les énergies les plus grandes
obenues dans les accélérateurs, reste un mystere.

¢) Correction de la relativité restreinte du GPS

L'objectif de la radionavigation par satellites est de connaitre avec précision la position d'un objet
(navire, avion, automobile, piéton) dans 1'espace, au voisinage de la Terre. Son fonctionnement est basé
sur la réception, par cet objet, muni d'un récepteur portatif, des signaux électromagnétiques €mis par
des satellites de 1a Terre en orbite circulaire.
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Le systeme GPS (pour Global Positioning System) est un dispositif récent, congu par I’ armée amé-
ricaine dans les années 1990, & des fins militaires, pour localiser les différents véhicules de 1’armée et
les troupes au sol.

Depuis 1995, une version du GPS a performances limitées a été rendue accessible i la communauté
internationale. Certains véhicules sont déja équipés d'un tel systéme, ce qui permet au conducteur de se
repérer sur Terre avec sutfisamment de précision.

Ce systéme utilise en tout 31 satellites, la plupart groupés par quatre, orbitant sur des trajectoires
circulaires, & une altitude de 20200 km (Fig. 3.7). Les satellites d'un méme groupe se trouvent dans
des plans inclinés de 55° par rapport i 1'équateur, qui font entre eux des angles de 60° . Leur vitesse
estde v, = (GMT /r)V/2 =3 88km-s~" car r = 20200 + 6400 = 26 600 km, leur révolution dure
12 h et ils émettent des signaux, de fréquence f = 1,57542 GHz (A =~ 19 cm), avec un éclairement
de 30 fW-m™2, soit 30 x 107" W-m™2.

Section d’hyperboloide
de foyers 57 et S,

Orbite circulaire d’un groupe
de satellites

Fic.3.7.

5i D) et D; désignent les distances SR et 52R qui séparent deux des quatre satellites du ré-
cepteur R etsi f; et t; sont les instants indiqués par les horloges synchronisées transportées par les
satellites §; et Sz lors de I'émission des signaux, on a, en notant #, le temps donné par I"horloge du ré-
cepteur :

D, = C(I, -_ 1'1} et = C(I, -_ 1'2} doa Dy-D,= C(Iz -_— 1'1}
On en déduitdonc Dy — Dy , ce quisitue R sur I'une des deux nappes d'un hyperboloide de révolution
dont les deux foyers sont occupés par les satellites (cf. Optigue). En procédant avec trois autres couples
de satellites du méme groupe, on parvient i localiser R.

La localisation du récepteur exige que les instants d'émission soient connus avec une excellente
précision. En effet, une erreur maximale de 3 cm sur Dy ou D; exige que les temps f; ou f; solent
déterminés avec une précision meilleure que :
AD _3x1077

¢ 3xI0#
Cette précision est A comparer i 1" erreur que 1’'on commetirait en ignorant le ralentissement des horloges
mobiles, i bord des satellites ; calculons 1'erreur relative associée :

—1/2 2 iy 2
L-T 1 . v? v o To=T 1 /38x10°\" —10
T —;“—(“c—z) “Ema o T e ) OB

=10""s soit Ar=0,1ns

pour une vitesse des satellites par rapport & la Terre de 3,88 km-s~! . Pour des durées de 1'ordre d’une
minute, nécessaires i I'enregistrement des données, 1" écart que provoquerait I'ignorance de la dilatation
relativiste des durées atteindrait 5 ns et serait donc intolérable.
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Remargues : 1) On tient compte du mouvement de 1'objet & positionner en mesurant sa vitesse par effet
Doppler-Fizeau (cf. paragraphe IV), ¢’est-a-dire par la variation de la fréquence de |'onde
incidente réfléchie vers le satellite.

2) Dans le calcul précédent, on devrait prendre en compte aussi le mouvement de rota-
tion propre de la Terre ; le terme correctif est vf;‘Zcz, v, étant la vitesse d’entrainement
d'un point de la Terre ; 4 1’équateur v, = 465 m-s~! (cf. Mécanique). Une autre source
d’erreur est 'influence de la variation du potentiel gravitationnel produit par la Terre
(cf. chapitre 10). Finalement, cette technique de la radionavigation par satellite n’a pu
se développer qu'en s"appuyant sur la relativité restreinte (retard des horloges en mouve-
ment ), sur la relativité générale (avance des horloges en altitude), et aussi sur la quantique,
laquelle est & I'origine de la construction d’horloges atomiques extrémement précises
(cf. Quantique).

3) L’Europe se dotera d'ici 2020 d’un systéme analogue, Galileo, constitué de 30 satellites,
situés i une altitude d’environ 24 000 km. Par rapport i ses concurrents, il sera plus précis
et uniquement civil.

II.4.— Paradoxe des jumeaux de Langevin

Dans le but de populariser les idées d’Eintein en France et de préciser la modification considérable
qu’apporte sur le temps 1'analyse einsteinienne, le physicien francais P. Langevin a posé, vers 1911, le
probléme suivant, appelé depuis le paradoxe des jumeaix de Langevin. Le premier des jumeaux, Albert
(premiére lettre A comme Astronaute), quitte la Terre & bord d’une fusée pour un voyage interplanétaire
et revient A son point de départ au bout d'une durée T4 mesurée par ses horloges. Pendant ce voyage,
son frére Gaspard (premiere lettre G de Gaia, déesse Terre) est constamment resté sur Terre ; la durée
atfichée par les horloges de Gaspard, entre le départ et 'arrivée d’ Albert est Tz (Fig. 3.8a).

a0 W(T/2
Ra(0) Rﬁ.(T-] ATen tes)
TG
Retour pour A
R(T2) 1&______;*5"
a‘;&]lm‘pourd
0 10 D (anmées lumidre)
b)

F1c. 3.8,

Selon la cinématique newtonienne, qui postule I'universalité du temps, évidemment Ty = T .
Mais qu’en est-il selon la cinématique einsteinienne ?

On a objecté i Langevin que les durées Ty et T devaient aussi étre identiques dans la théorie
relativiste, car les signes des vitesses de déplacement d’ Albert par rapport 4 Gaspard et de Gaspard par
rapport & Albert étaient opposés, et par conséquent le facteur relativiste de dilatation y, inchangé.

En fait, ce raisonnement est erroné, car il suppose que les roles d” Albert et de Gaspard sont symé-
triques, ce qui est incorrect comme le montre une analyse attentive ; alors que Gaspard sur Terre n"a subi
aucune accélération pendant la durée du voyage, Albert a dii supporter trois fortes accélérations, la pre-
miére pour sauter dans une premiére fusée s'éloignant de la Terre, la deuxiéme i la fin de Ialler pour
embarquer dans une seconde fusée se dirigeant vers la Terre, enfin la troisi®me pour atterrir au retour.
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Aussi répond-on convenablement & la question de Langevin, en introduisant les trois référentiels sui-
vants (Fig. 3.8a) :

i) R lié ala Terre,

ii) R, lié & une premiére fusée transportant Albert i 1'aller, de vitesse v, par rapport i Rg,

iii) R} 1ié i une seconde fusée le transportant au retour, de vitesse —v, par rapporta Rg .

Pour les intervalles aller et retour, de méme durée, Gaspard ne peut guére revendiquer le réle d’ob-
servateur propre, contrairement & Albert. Par conséquent, la durée de I'aller étant T /2 pour Gaspard,
elle vaut T = Tg/(2y.) pour Albert dans R} . De méme, pour le retour, T} = Tg/(27.) .

Il en résulte, en négligeant la durée des transferts pour R; (montée dans R , passagede R} a
R)y , descente de R ), que la durée du voyage pour Albert est reliée i celle de Gaspard par 1’équation :

Ts

Ye

Ta~T)+T) =

Ainsi, une analyse rationnelle commune aux deux jumeaux conduit i une durée T, pour I'astronaute
inférieure ala durée T;; pourle jumeau resté sur Terre. Retenons que le temps s’écoule plus lentement
pour I'astronaute Albert que pour le terrien Gaspard. Le paradoxe est donc leve.

Exemple : Pour effectuer le trajet aller et retour vers une étoile située i la distance D = 10 al
(année-lumiere) de la Terre, a la vitesse u = 0,9 ¢, les durées de I'aller et du retour, pour Gaspard, sont
respectivement :

D 10xexl
Tga=—=

D 10xcxl1
: 0,9

=1l,lan et Tg,= — = 0.9 = 11,1 an

d’oiui la durée totale du voyage pour Gaspard :

TG=TG’€|+T5;= 2= 22,2 an

2D
"
Comme ¥, = (1 —u2/c?)~1/2 =2,294 , les durées de I'aller et du retour, pour Albert, sont respective-

ment : T, D T, D
=% = Z x4 8m et T, =2 =" ~48an

Ye Yell Ye Yelt
d'oti la durée totale du voyage pour Albert :

TA,a

D
Ta=Taa+Tar= um?,ﬁSan
[
Ainsi le temps s’écoule plus lentement pour le nomade Albert que pour le sédentaire Gaspard dans le
rapport 2,294,

Sur la figure 3.8b, on a représenté ce résultat dans le diagramme espace-temps ( x,cf ) associé
au référentiel R . La trajectoire traduisant I'immobilité de Gaspard sur Terre est le segment OT; sur
I'axe Oct. Dans ce méme référentiel R, celle d’Albert est formée de deux segments OM et MTg
dont les pentes ont une méme valeur absolue supérieure i un, puisque u < c , et des signes opposés en
raison de I'opposition des vitesses a 'aller et au retour. La longueur du segment OT; donne la durée
qui s"écoule pour Gaspard, entre le départ et 1’arrivée d” Albert. La durée, plus faible pour Albert, se
calcule le long de sa trajectoire, c’est-a-dire sur I'axe Oct’' défini par OM , puis sur I'axe Mct” défini

par MT; :
1 1 2
T, = - ds+ — ds = — ds
< Jom ¢ Jur, ¢ o
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puisque les durées sont indentiques et que 1'on néglige les durées de changement de référentiel en O,
en M eten T.Il vient:

_2 2 _ /2 _ _oahl/2 _ _ ahl/2 7 T Ny S
E—wa(c df — d22) —wadr(l BHYYi=201-p8Y fu dr=(1-p% T_ve

Avec une vitesse plus élevée u = (1 — 5 x 1077 )¢, pourlaquelle ¥, = 100, un voyage interstel-
laire aller et retour, qui ne durerait que 2 ans pour I'astronaute, exigerait que Gaspard, sur Terre, attende
deux sieécles pour revoir son frére. Albert ne retrouverait donc pas Gaspard, mais découvrirait des ha-
bitants inconnus vivant sur une Termre vieillie de deux siécles ( !). Soulignons qu’il ne s’agit pas d'un
effet apparent mais objectif, méme s chacun des jumeaux ne ressent aucune perturbation du temps bio-
logique défini par son propre métabolisme. La seule hypothése admise est qu” Albert soit capable de
supporter physiquement les accélérations subies, comme le sont une particule physique ou un instru-
ment de mesure.

Remarques : 1) Parfois, des auteurs prennent une précaution inutile avant d’étudier le paradoxe des
Jumeanx de Langevin : un tel probléme devrait &tre rigoureusement traité dans le cadre de
la Relativité Générale (RG) disent-ils. Il n’en est rien car la RG est essentiellement la prise
en compte du caractére singulier de la gravitation dans la théorie de la relativité restreinte
(cf. chapitre 10).

2) Méme si la réalisation de telles vitesses pour des voyages interstellaires d’humains
donnant lieu & des ralentissements d’horloges significatifs n’est pas envisageable pour
le moment, cette prime accordée aux voyageurs les plus téméraires, sous la forme d'un
ralentissement de leur vieillesse, est bien réelle. C’est ce qu’illustre le fim « Interstellar »,
réalisé en 2014 par C. Nolan ; aprés un voyage interstellaire, le héros assiste i la mort de
sa fille devenue une trés vieille dame, bien plus figée que lui !

a) Visualisation de la dilatation des durées sur le diagramme de Minkowski

Sur le diagramme bidimensionnel de Minkowski de la figure 3.9, le point A’ surl’axe Oct’ repré-
sente Albert puisque le lieu ot se trouve 1"horloge qui "accompagne demeure & x' = 0. Son référentiel
est donc référentiel propre au cours de 1'aller. Pour déterminer la durée de I"aller selon son jumeau Gas-
pard, il suffit de considérer la projection A de A’ sur 'axe Oct : on constate que le référentiel de Gas-
pard n’est pas référentiel propre puisque la projection sur Ox n’est pas nulle et que la durée OA , mal-
gré les apparences, est supérieure & OA’, cette derniére durée se retrouvant en OH sur 'axe Oct, H
étant le point o1 'hyperbole *1* — x* = Cte, passant par A’ , coupe 'axe Oct .

Pour le retour, il suffit de tracer les axes Oct’” et Ox" respectivement symétriques des axes Ocr'
et Ox' par rapport aux axes Oct et Ox, car la vitesse du nouvean référentiel R"” a changé de sens.
Le point A" représente Albert au retour dans R'' . Comme précédemment, ce référentiel est référentiel
propre pour le retour. En raison de la symétrie, la projection de A" sur Oct coincide avec H .

b) Ralentissement d’horloges mobiles

En 1971, on a embarqué des horloges atomiques au césium & bord d’avions de ligne (Concorde
et Boeing 707). Aprés un tour du monde, 4 la méme latitude, on a comparé leurs indications i celles
données par des horloges témoins laissées sur Terre. Une fois prise en compte I'influence du champ de
pesanteur sur leur période (cf. chapitre 10), on a décelé un retard des horloges en mouvement en accord
avec le retard prédit par la relativité restreinte.
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F1c.39.

La relation enire la période propre 7, donnée par les horloges aéroportées et celle T indiquée
par les horloges an sol est, puisque la vitesse d’entrainement est faible (v, < ¢ ) et les référentiels
sensiblement galiléens :
ﬁz

T:‘}",T} avec }'e=(l—ﬁ§}_u2?~‘51+7€
Or, suivant que le vol, qui s’effectue a la vitesse v par rapport i la Terre le long d'une trajectoire
circumpolaire, & la distance R de I'axe de rotation de la Terre, est orienté vers I’ouest ou vers 'est, les
vitesses d’entrainement i considérer sont respectivement :

v, =v+ R v, =v— (IR
oit £ =27/(24 x 3600) = 7,3 x 10~ rad s~ est la vitesse de rotation de la Terre autour de I'axe
des pdles.
La différence relative de la période T,, donnée par une horloge transportée par un avion qui se

déplace vers 1'ouest (west en anglais) vaut donc :

Tw=T, B _ (v+RQP  wv(v+2RQ) . _ v+ RQ
T, 2° 22 T a pusque o= —

=

Pour un avion se dirigeant vers I'est, ona :

T.-T, B: (v—RQ)® _ v(v—2RQ) v— RO
T Ty = -~ ]

T, 2 28 c puisque  fe =~

Les dérives observées, de 275 ns pour le déplacement vers I'ouest et de 40 ns pour le déplacement
vers I'est, sont en accord avec les prévisions théoriques.

III. — CONTRACTION DES LONGUEURS

III.1.— Longueur propre et référentiel propre

Soit une barre rigide AB, five dans le référentiel R’ , en translation rectiligne uniforme par rapport
au référentiel galiléen R . Sa longueur dans ce référentiel R s’obtient en évaluant la différence x} — x|
des abscisses des deux événements suivants :
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i) premiére coincidence de I'extrémité B avec la graduation G"2 d’une reégle-étalon (Fig. 3.10a),

ii) seconde coincidence de I'autre extrémité A avec la graduation &) de cette méme régle-étalon.

Notons que les coincidences « A— G} » et « B— G » étant stationnaires, ¢’ est-i-dire indépendantes
du temps dans R’ la mesure de la longueur AB de la barre donne le méme résultat, méme si les deux
événements ne sont pas simultanés.

On appelle longueur propre L, d’une barre la longueur mesurée par un observateur fixe par rapport
i la barre. Par conséquent :

Ly =*‘J2_f1

le référentiel R', par rapport auquel la barre est fixe, est le référentiel propre. La longueur d'une barre
mesurée par un observateur en mowvemens par rapport i cette barre est dite, par opposition, longueur

1mpropre.

¥ ¥ ¥y ¥
— —= Ve
R R T !
Régle-étalon de R'
G’1 GZ
| T | A B
o T T Q [ ——
| X 04 ¥ | x| L e bl e el
Régle-éalonde R Gy e
a) b)
Fla. 3.10.

III.2 . — Relation entre longueur propre et longueur impropre

Pour comparer longueur propre et longueur impropre, la procédure de mesure de la longueur d'une
barre doit &tre universelle. Aussi adopte-t-on la définition suivante : la longueur d'une barre est la diffé-
rence des abscisses x; — x; obtenues en notant, au méme instant du rétérentiel R de I'observateur, la
coincidence des extrémités A et B de la barre avec les graduations G, et G, d'une régle-étalon fixe
dans R (Fig. 3.10b).

Notons que cette définition est compatible avec celle de longueur propre, puisque, la barre &tant
dans ce cas fixe par rapport i I"observateur, la contrainte de simultanéité est superflue. En revanche dans
R, en mouvement par rapport 4 la barre, la coincidence des extrémités A et B, respectivement avec
les graduations Gy et Gz de TR, n’est pas stationnaire.

Pour une barre AB, en mouvement de translation rectiligne uniforme, i la vitesse u = ue, par
rapport i un observateur du référentiel 7, écrivons les coordonnées des événements-coincidences,
dans R, puis dans R’ lié 4 la barre, en utilisant la transformation de Lorentz-Poincaré. Il vient, en
introduisant 8, = u/c et v, :

ch clz
Ey Ey
A X2

puisque la mesure faite par I’observateur de R implique 1, = t, . On en déduit :

d{ = ?e(cfl — Bex1) Cl"z = T':’(ffl — Bex2)

E;
1 _x’; :‘r‘,(xl—ﬁ‘,ffl} rxé:?e(xz_ﬁf‘jl}

R

= R

u
X =X = Yelxa —x1) avec ?e:(l—ﬁf}_uz et ﬁezz
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On retient la relation suivante, entre la longueur propre L, = xj — x| , mesurée dans R’ ol la bame est
fixe, et la longueur impropre L; = x; — x; , mesurée dans R :

L, —1/2
L,-=?—‘: avec ¥, =(1-pB%)

Ainsi, les longueurs d’une méme barre, mesurées dans le référentiel propre R’ et dans tout autre ré-
férentiel R, par rapport auquel R’ est en mouvement & la vitesse u = ue, , sont différentes. Elles
sont dans le rapport ¥, , la valeur la plus grande étant mesurée dans le référentiel propre. Ce résul-
tat est connu sous le nom de conrraction des longueurs.

Ici aussi, 1l faut souligner que cette contraction des longueurs n'est pas subjective mais objective ;
c'est un effet réel de perspective qui apparait lorsqu’on mesure la distance qui sépare deux événements
dans un rétérentiel ol ces événements ne se produisent pas au méme instant.

En faisant ¥, = 1, on trouve le cas newtonien dans lequel la mesure de la longueur d'une barre ne
dépend pas de son état de mouvement par rapport i 1"observateur.

Remarques : 1) Les coordonnées perpendiculaires a la direction de la vitesse u sont inchangées. Par

conséquent, la longueur d’une barre qui se déplace perpendiculairement & sa direction
n'est pas aftectée par le mouvement.
2) Il n’est pas inutile de préciser que les longueurs de deux régles identigues mesurées par
deux observateurs A et B, respectivement fixes par rapport i chacune d’elles, sont égales,
puisque ces observateurs comparent les longueurs propres de deux régles identiques. La
contraction est constatée lorsque A mesure la longueur de la régle accompagnant B ou
lorsque B mesure la longueur de la régle fixe par rapport & A .

III.3.— Exemples
a) Vifesse associée a une contraction donnée

Calculons la vitesse ¥ d'un observateur pour laquelle la longueur de la barre qu’il mesure soit
égale au tiers de la longueur propre. Comme ¥, = 3, il vient :

1/2
1 22
uz(l——z) C=TC=(],94€

Ye
b) Paradoxe de la barre et de I’ouverture

Une barre AB , de longueur propre L = 1,1 m, se déplace, i la vitesse u = ue; ,avec u =0,5¢,
par rapport au référentiel du laboratoire R = Oxyz, le long de ’axe horizontal Ox (Fig. 3.11). Sur cet
axe de R, on a ménagé une ouverture OF de diamétre propre plus petit, D = 1 m.

D’aprés la contraction des longueurs, la longueur de la barre mesurée par un observateur de R
est:
L -1/2
— =95 3cm  puisque ye=(l—c—2) =1, 1547
&
De méme, la longueur (P parait contractée pour un observateur de R' : D/y, = 86,6 cm .

Il est instructif de comparer les abscisses des points B et P, lorsque A et O coincident
(Fig. 3.11a), et les abscisses de A et O lorsque B et P coincident (Fig. 3.11b).

(1) Evénement E, : A et O coincident.
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Ly ¥
A Barre B A Barre B
I—— | —

0 | oy 1

— = & - = C—
i p P p P
ol - ] = -
a) b)
Fig. 3.11.

Adoptons comme origine cet événement :

Ecrivons successivement, dans R’ et dans R, les coordonnées spatiales de I'extrémité B de la barre,
al'instant 1+ =0 de R .1l vient :

3o = Yelth+ Becth) et cta=0=ye(ch+Boxh) avec xp=L

On en déduit : i
oy =—PBoiy=—PL et xz=7y.(L-pBIL)= )

L
Xg:? =953cm ctg =0 p=L=110cm et cp=-F.L=-55cm
[
La valeur de xp confirme le résultat relatif & la contraction des longueurs. Lorsque les extrémités
gauches A et O de la barre et de I'ouverture coincident, I'extrémité B de la barre a une abscisse
xp inféreure i celle du point P de 1'ouverture : la barre est contenue dans I'ouverture OF .

Remargque : Notons que, si les horloges de R et de R’, situées respectivement aux origines O et A
des deux rétérentiels, donnent toutes deux la méme indication 0 lorsque ces deux points
coincident, elles ne donnent pas la méme indication 0 au peoint B, car ce dernier ne
coincide pas avec @ : cfg = 0 alors que et cfy = —B,.L.

(2) Evénement E, : B et P coincident.
Les coordonnées spatio temporelles de cet événement, dans R et dans R sont :

cr=e¢r ct' = yler— B.L)

E|\y_p By o=y 0= B.en)
= R

On en déduit aisément c7, en fonctionde D et L :

D L
ﬁe ?ﬁge

cT soit cr=947cm
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Ecrivons successivement, dans R et dans R’ , les coordonnées spatiales de I'extrémité A, a1'ins-
tant r= 7 pour T, lorsque B et P coincident. Il vient :

X4 = Yel(x) + Becty) cia =cr avec xj =0= 7y, x4 — Bocta) et cfy = ye(cta — Bexa)

On en déduit :

xq = Beer=4,T4cm et Ciji = YoleT — Baxa) = yecr(1 - ,Bf} =T 8,20 cm
Y

L4
Ainsi, lorsque les extrémités droites de la barre et de I'ouverture coincident, A est i droite de O.
En résumé, bien que plus longue de 10 cm, la barre en mouvement est toujours contenue dans
I'ouverture. C"est ce résultat, surprenant dans le contexte newtonien, qui constifue le paradoxe.
Il est intéressant de calculer le carré de la pseudo-norme de I'intervalle entre les événements E
«A et O coincident » et E; «B et P coincident : »

sh=cn-n) - (m-n)f = -D’= (BE 3

L'intervalle entre les événements E; et E; estdonc du genre espace : il n'y a pas de relation de causalité
€ntre eux.

2
) —D* =947 — 100° = —9,910 cm®

Il .4 . — Visualisation de la contraction des longueurs sur le diagramme de Minkowski

Tragons, sur le diagramme de Minkowski, 'hyperbole H, d'équation ¢*r* —x* = —1 (Fig. 3.12).
Désignons par A; et Ay les points représentant les deux événements E; et E; qui se produisent, au
méme instant ¢f dans TR, aux points de coordonnées respectives x; et xz. Les droites paralleles a
I'axe Oct, passant par 4, et Ay, coupent I'axe Ocr' aux points 4] et Af.

La longueur propre entre ces deux événements est donnée par le rapport : A;A;/OA puisque,
A étant l'intersection de H, avec I'axe Ox, OA représente I'unité de longueur dans R . Quant & la
longueur impropre, elle est représentée par le rapport AjA}/OA", A" étant le point d’intersection de
I'axe Ox' avec I'hyperbole H, et OA’ 1'unité de longueur selon 'axe Ox', puisque :

2P —x?=—~1 domme ¥ =1 pour =0
A I'aide du diagramme, on voit que, si K' est le point d’intersection de 1a paralléle menée de A i 'axe
Oct avec 'axe Ox',etsi a est I'angle que fait Ox' avec Ox,ona:
A]_Az _ AIAZJ'{COS o o A;A’z - A';A’z

soit L[,

0A ~ OAfcosa OK' °= od
puisque OK < OA’. Le rapport OK'/OA" est le facteur de contraction. Pour montrer qu’il vaut 1y, ,
exprimons séparément OK’ et OA” en fonction de OA . Ona:

O

A
OK=E=OA(1+,BE}U2 puisque tano = 83, =1+t a

cos? o
On obtient OA’ en exprimant que A’ est 'intersection de I'axe Ox' avec I'hyperbole H, ; ses coor
données satisfont aux deux équations :

ct=tanax = Bx et IF -2 =04
On en déduit :

1
1 g2 = —

1/2
1 +;33) . OK'
dot — =
7y Y.

OA' = (Z7 +22) 2 = (14 g2)2x = OA (1 5

Le facteur de contraction vaut donc bien 1/y, .
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1V. — EFFET DOPPLER-FIZEAU
Iv.1.

Définition

On appelle effet Doppler-Fizeau la variation de la fréquence d'un signal lumineux lorsque la source

et le récepteur sont en mouvement relatif. Cet effet a été émdi€ par le physicien autrichien C. Doppler
sur les ondes acoustiques (cf. Mécanigque), puis étendu aux ondes lumineuses par Fizean.

Considérons deux référentiels galiléens R et R', I'un lié i la source O et 'autre au réceptenr
@' . La source émet une onde lumineuse monochromatique plane, de fréquence » , se dirigeant dans la

direction qui fait, dans le plan Oxy, I'angle # avec Ox (Fig. 3.13). Sur la figure, la vitesse v, de R’
par rapport & R représente la vitesse d'éloignement du récepteur par rapport 4 la source.

Suivant que le signal est regu dans la direction de la vitesse v, de R’ ou dans une direction
normale & v, , 'effet Doppler-Fizeau est qualifié de longitudinal ou transversal.
Remargue : Dans |'étude de 1'effet Doppler en acoustique, s’introduit naturellement un troisiéme ré-

férentiel R, lié an milieu matériel, car, contrairement aux ondes électromagnétiques, un
support matériel est nécessaire a la propagation des ondes mécaniques (cf. Mécanique).

¥ y *
R R
- Récepteur
k =
- ‘-‘qt
0 ¥ i x o =
T
Source lumineuse

FiG. 3.13.
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IV. 2. — Quadrivecteur d"onde

L'onde lumineuse monochromatique plane est caractérisée, en notation complexe, par la fonction
d’onde ¥ (cf. Optigue) :

W(r, 1) = Aexp[—i{wf — k - r)] = Aexpli(kx + kyy + kyz — 1))

oll @ = 27w estlapulsation et k le vecteur d'onde de composantes k., k, et k;.La partie imaginaire
de I'argument de 1'exponentielle peut étre considérée comme le produit scalaire, changé de signe, de
deux quadrivecteurs : 4-x = (ct,r) et 4k = (@/c, k) , appelé quadrivecteuwr d’onde :

W(r,1) = Aexp|—i(d-k - 4x)] avec 4-k= (;k)

Cette définition du quadrivecteur d’onde a un sens car le produit scalaire, 4-x - 4-k, est un invariant
par changement de référentiel galiléen. Pour s’en convaincre, il suffit de rappeler que les phénoménes
d'interférence de deux ondes planes (cf. Optigue), qui sont déterminés par la différence de phase entre
ces ondes, sont invariants dans ce changement.

IV.3.— Formules de I’effet Doppler-Fizeau

Les formules de 1'effet Doppler-Fizeau découlent de la transformation de Lorentz entre le référen-
tiel de la source R et celui du récepteur R’ :

wie =y, {!(JJ;"‘C + Bek;} k=1, (k:- +18e“!!'r‘:} ky = k; ky = ki

Puisque k. = k'cos8' = (27’ /c) cos 8’ , cette derniére équation donne :

1

7 ) A . i
v=v.(v+ B.v'cos) soit vV=»p——
rel P ) Yell + Becosd’)

En utilisant les indices s et r pour la source et le récepteur respectivement, on retient 1'expression
explicite suivante :
Y 1

: T'e(l + B.cos ;)

V=

1V.4.— Effet Doppler-Fizeau longitudinal
a) Définition et expression

Leffet Doppler-Fizeau est longitudinal lorsque 1’ angle que fait la direction de I'onde avec I'axe du
mouvement est nul : #, = 0. La formule précédente se réduit, dans ce cas, a:

1— gz ) - 1/2
v,=vx% soit v,=v_,(l+§:)

Dans le cas fréquent ot 8, < 1, on obtient la formule approchée suivante :

¥y — P, Av 1,
pep(l—B,) ou " =""m=-" avec Av=r,-
v, v, ¢
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On retient souvent ce dernier résultat en fonction de la longueur d'onde (A = ¢/») . Comme on a, en
differentiant, dw/v + dA/A = 0,il vient :

AL e

— R

A avec A=A, — Ay

v, étant la vitesse d éloignement du récepteur.

Si le récepteur s'éloigne de la source (v, > 0), la fréquence recue est plus faible que la fréquence
émise, alors que, s’il s’en rapproche (v, < 0), cette fréquence est plus grande.

b) Application a I'astrophysique

Leffet Doppler-Fizeau est ufilisé en astrophysique pour déterminer la vitesse des étoiles et des
galaxies, lesquelles émettent de la lumigre dans toutes les directions. La différence de longueur d'onde
A, entre les ondes émises dans le sens de 1'éloignement et celles émises dans le sens du rapprochement,
est, dans 1"approximation des faibles vitesses, telle que :

E =1 ZE

A c

Si, pour A = 500 nm, 1’écart spectral AA estde 1 nm,ontrouve B, = 1072 et v, =3 x10° m-s~!.
Cette derniére formule approchée ne convient pas pour les quasars (contraction de guasi stellar radio-
sources) qui sont des objets stellaires pouvant se déplacer i trés grande vitesse. Par exemple, 1'onde
émise par un quasar, de longueur d’onde A = 121,6 nm (raie Lyman « ), est observée avec une
longueur d’onde A" = 586 nm . La formule exacte de I'effet Doppler-Fizeau donne alors :

1/2 i 2
c _cfl1-B. v (MY L1+ -
E_E(l—i—ﬁe) d'on (I) _1—,8,, et B.=0,917

Remargque : Le décalage spectral vers le rouge du rayonnement émis par les galaxies, ou redshift, fut
interprété par 1'astrophysicien E. Hubble comme un effet Doppler-Fizeau. Aprés analyse,
la contribution majeure au décalage observé est due a 1’expansion de 1'Univers qui induit
un effet Doppler-Fizeau apparent (cf. chapitre 10).

c) Application au radar de contrile de vitesse

Le RADAR, acronyme de 1’expression anglaise Radio Detecting And Ranging, est une source
d'ondes électromagnétiques permettant la détection et la mesure de la distance d’objets en mouvement.
Dans le radar utilisé pour le contrdle de la vitesse des véhicules sur route, la source immobile envoie une
onde, de fréquence »; , vers le véhicule qui se rappoche de la source, avec une vitesse v ; 'onde recue
par le véhicule, avec une fréquence », , est alors réfléchie vers la source, puis détectée par cette derniére
avec une fréquence ») (Fig. 3.14). De I'écart relatif (v — »;)/v, , on déduit la vitesse du véhicule.

D’apres les résultats de 1'etfet Doppler longitudinal, on peut écrire les deux relations suivantes :

1/2
n(i2)

puisque v = B¢ est une vitesse de rapprochement.

i)Entre », et »,,ona:
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ii) Entre v, qui est la fréquence », réfléchie par le véhicule, et ), on a, de fagon analogue, v
étant toujours une vitesse de rapprochement :

o 1+ 8 1/2
»,—»4(1_ﬁ)

it ! 1+2} et ~V;—psc
- B soit ¥, 7= B L v 2

Il en résulte :
, 1+p

V=V

Ordre de grandeur : avec une source laser émettant dans le domaine infrarouge une onde, de
longueur d'onde A; = 3 pm soit de fréquence », = ¢/A = 10" Hz, on a détecté un écart spectral de
27,5 MHz en mesurant la vitesse v d'un véhicule. Par conséquent :

27,5 x 10°
1(]14

val,5x% 10 =41,25m-s~! soit 41,25 x 3600 = 148,5km-h~!

=l <ann’T ¥y wpnn
VWA ] ATVLY
Viéhicule
Fla. 3.14.

IV.5.

Effet Doppler-Fizeau transversal

C’est un effet essentiellement relativiste, car il est directement relié i la dilatation des durées. Sur
la figure 3.13, supposons que le rayonnement électromagnétique soit émis dans la direction qui fait un
angle droit avec 1'axe du mouvement : 8, = w /2. La formule générale traduisant 1'effet Doppler-Fizeau
donne :

_ ¥ 241/2
vr=_"=vll-pB)
Ye

Cet effet est difficile & observer, car il est en général masqué par 1'effet Doppler-Fizeau longitudinal. 11
a cependant été mis en évidence par H. Ives et G. Stilwell en 1938, sur des 1ons H;’ . Ces deux physi-
ciens se sont affranchis de 1'effet longitudinal en faisant la moyenne des fréquences des rayonnements
observés dans les directions opposées 8, =0 et #, = 7 . D"aprés ce qui précéde, cette moyenne vaut :

v v (0) + v, (m) _ vy N Vs
o 2 2?9(1 +.IB¢} 2?1’(1_152}

en effectuant et en simplifiant. On en déduit :

SOl W = Vel

Ve — Vs

=y -1
" Ye

En cinématique newtonienne, le décalage spectral entre »,,, et », est donc nul, ce qui souligne le
caractére essentiellement relativiste de 1'effet Doppler-Fizeau transversal.
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Lorsque les vitesses des particules, qui émettent le rayonnement, sont faibles, comme c’est le cas
icl, on obtient la formule approchée suivante :
Ay = Yrim — Vs _ 'B—E ce qui s"écrit aussi  AA = L’m —A = —EE
vy 2 As 2
en introduisant les longueurs d'onde A; = ¢/v; et A, = /¥, . Dans 'expérience de Ives et Stilwell,
le déplacement spectral par effet Doppler-Fizeau transversal de la raie H g , pour les ions H;’ , de lon-
gueur d'onde 481, 6 nm, était de 2 pm. Notons que le déplacement spectral par effet Doppler-Fizeau
longitudinal était, lui, de 1500 pm.

Remarque : Lalecture de la publication de Ives et Stilwell est instructive, car ces auteurs n'étalent pas
initialement des supporters inconditionnels de la théone d’Einstein, au contraire.

IV.6.— Aberration de I’émission lumineuse

Les formules spatiales issues de la transformation du quadrivecteur d’onde donnent :
I cost =, (kcos i — ,B‘,E) et Kk'sinf’ = ksin#
c

Comme k = 27v/c et k' = 2w’ /c, il en résulte que :
v'cos @' = y,v(cosf — B,)
soit, en tenant compte de 1'effet Doppler et en adoptant des notations explicites :

cosf, = —2Y " Pe 0, ~ P sinfl, = s,
" 1= B.cosh, " (1= Becos f;)

Pour f#; =0, onretrouve #, = 0.En revanche, pour #; = /2, on obtient :

1 1
cosfl, =B, et sinfl,=— dol tan#, =-—
Ye YeBe

1l en résulte, en introduisant 1’angle algébrique a, = 8, — /2 :

1
ma’Z_mﬂ = YeBe

IV.7.— Aberration des étoiles

Lecasonl #, = —# /2 est historiquement trés intéressant car il correspond 4 1'émission d’une onde
lumineuse émise par une €toile dans le sens opposé a I'axe Oy . L'angle #, sous lequel cette émission
est pergue par un observateur terrestre differe de —w /2 (Fig. 3.15) ; aussi appelle-t-on aberration des
étoiles I'écart entre ces deux angles. Ce phénoméne a été éudié par J. Bradley en 1729, dans le cadre
newtonien évidemment.

Rigoureusement, on a, ici, puisque #, = —7/2 :

1
costl, = -8, et sinf,=-— dou tan#, =
Ye YeBe
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Par conséquent, il vient, en introduisant I'angle d’aberration a :

T 1
-0 —(——):ﬂ 7T ot tamay=-—— = —
&y ¥ r + 2 ou 443 tan#, ?uBt
Dans I'approximation newtonienne, qui est largement satisfaite ici, puisque la vitesse de translation de la
Teme v, sur son orbite circumsolaire est de 1’ordre de 30 km- 5!, soit cf 104, I'expression précédente
se réduit & :

MNous reviendrons plus en détail sur I"abermtion des étoiles, dans I"application des formules de transfor-
mation des vitesses (cf. chapitre 4), car, c'est en composant la vitesse de la lumigre avec v, , selon la
transformation de Galilée, que Bradley étudia ce phénomene.

IV.8.— Effet Doppler et paradoxe des jumeaux de Langevin

Il est instructif de réexaminer le paradoxe des jumeaux de Langevin, i 1’aide de I'effet Doppler,
précisément en étudiant la perception par I'un des jumeaux de signaux périodiques émis par 1'autre.
Comme on s’interrroge parfois sur I’objectivité du vieillissement comparé des deux jumeaux, proposons
I'expérience qui suit.

Le jumeau astronaute, Albert, émet des signaux électromagnétiques, par exemple & chaque batte-
ment de son ceeur, soit avec la fréquence ¥, = 1 Hz qu’il mesure dans son référentiel, Ry & 'aller et
Ry au retour.

Admettons, ce qui est réaliste, que le ceeur de son frére jumean Gaspard, resté sur Terre, bat aussi
avec la méme cadence, ¢’est-a-dire que la fréquence de battements que ce dernier mesure lui-méme est
aussi ¥, = 1 Hz . Le nombre de battements de ceeur de Gaspard Ng , mesuré dans son référentiel Ry ,
est:

Ng(Rc,'} = VpTG

T;; étant la durée du voyage aller et retour de son frére Albert. Quant au nombre N,(7R,) de battements
de cceur d'Albert, que ce dernier mesure, on 'obtient en effectuant la somme de deux contributions,
I'une i I'aller dans le référentiel R, , 1'autre au retour dans le référentiel R :

T T, T
NyR) =Ny(R+NI R =0,- 2 49,- % =, -8
4(Ra (R i (RY Py, P2y, Ve
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A Ialler, 1a fréquence des signaux émis par Albert et reus par Gaspard, est celle fournie par I"effet

Doppler-Fizeau longitudinal :
1— 1/2
e ( I+ ﬁt )
&

dans laquelle B. est la vitesse d'éloignement d" Albert par rapport & Gaspard. En outre, le dernier signal
qu’envole Albert, avant de changer de référentiel, est regu par Gaspard, a 'instant f¢g :

T (T2 T
G+t(c.'f}: G

flg = 2 2(14‘-162}

Le nombre N3(Rg) de battements de cceur d” Albert pergus par Gaspard a I'aller est :

1 1_ & 1;"2 T T
NiRe) =1, (155) " 06—, 2 [(1- B92) = ma g2

Précisons numériquement ces résultats en choisissant § = 0,995 et T = 20 ans.
Comme y, = (1 — g2)~%2 = 10, on trouve :

1 - 0,995
Ty=2 =1 ‘
a=2ans  ¥g=1X (1+u.995

1/2 T
) ~O0.05H e 05 ="2(14 ) = 19,95 ms

Ainsi, pendant !'aller, qui dure pour lui 1 an , Albert envoie des messages toutes les secondes, lesquels
sont recus par Gaspard toutes les 1/} = 20 s, le dernier de ces messages étant regu par Gaspard au
bout de 19,95 ans, aprés le début du voyage de son frére. Le nombre de ces messages 41'aller est donc :

Tg
2y,

Ny (Rg) = vpoo = 365,25 x 24 x 3600 = 31 557600

Au retour, la fréquence des signaux émis par Albert et recus par Gaspard, s’ obtient toujours i 1" aide
de la formule de I'effet Doppler-Fizeau longitudinal, mais en changeant 5, en —f3, . On trouve :

1/2 1/2
L (14BN 1,995\'*
pc,——vp(l_ﬁe) =1x (U,(](]S) == 20 Hz

d'oi la durée 1/v{ = 0,05s qui sépare deux messages consécutifs. Ainsi, pendant le retour, qui dure
pour lui 1 an, Albert envoie des messages toutes les secondes, lesquels sont recus par Gaspard toutes
les 0,05 secondes. Gaspard recoit tous les messages envoyés par Albert, mais pendant une durée bien
plus courte :

20-19,95 =0,05an

Le nombre N{(Rg) de battements de cceur d” Albert percus par Gaspard au retour est donc :

1+ B.
MI(Ra) = (10

= 365,25 x 24 x 3600 = 31 557 600

172
T T,
) x (Tg—0g) = "p_zs(l - g = ¥p _?G
[

soit, le méme qu’a I'aller.
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On en déduit que le nombre de battements de cceur d’ Albert que mesure Gaspard est égal an nombre
de battements de coeur qu’ Albert mesure sur lui-méme :
VpTG

T
et NA(RA} = VpTA = YplG

Na(Rg) = Ny(Rg) + Nj(Rg) = y ~

Pour retrouver la dilatation des durées, il suffit de comparer le nombre de battements de cceur d’ Albert
que mesure Gaspard grice aux signaux qu’il regoit et le nombre de battements de cceur que Gaspard
mesure sur lui-méme :

v, T
Na(Rg) = *;—“ et No(Rg) =T = ¥eNa(Rq)

CONCLUSION
Rappelons les points essentiels.

1) Tout processus de mesure s’appuie sur la comparaison & un étalon et sur le concept de simul-
tanéité. On dit que deux événements sont simultanés lorsque des horloges synchronisées, placées aux
points ot ils se produisent, donnent la méme indication.

2) La durée propre T, entre deux événements est la durée mesurée dans le référentiel galiléen
dans lequel les événements sont localisés au méme point. Mesurée dans tout antre référentiel, la durée
impropre T; entre ces événements est 7y, fols plus grande :

Ti = veIp

C’est la dilatation des durées.

3) La longueur propre I, d’une barre est la longueur mesurée dans le référentiel galiléen on elle
est au repos. Mesurée dans tout autre référentiel, la longueur impropre L; de la barre est 7y, fois plus
petite :

C’est la contraction des longueurs.

4) L'effet Doppler-Fizean s’exprime par la formule générale suivante :

L, gy
T "1+,Becosﬂ,

dans laquelle »; estla fréquence de 1'onde émise par la source, B, la vitesse d'éloignement du récep-
teur et #, 1'angle, que fait avec 1’axe du mouvement, la direction du rayonnement pergu par le récep-
teur.

Pour ¢, = 0, l'effet est longitudinal; on retrouve par approximation 1I'expression newtonienne.
En revanche, pour #, = /2, on obtient un effet transversal qui n’a pas d’équivalent en cinématique
newtonienne.
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EXERCICES ET PROBLEMES

P3- 1. Mouvement de translation d"une barre le long de sa direction

Une barre, de longueur [, se déplace parallélement & elle-méme, d'un mouvement de translation
rectiligne et uniforme, avec une vitesse u par rapport i un observateur de R.

Déterminer 1 sachant que la longueur mesurée par I'observateur est [/2 .

P3- 2. Durée de vie des mésons

Un paquet de mésons g décrit, en se désintégrant, I'axe Ox d’un référentiel galiléen R, 4 la
vitesse v = (), 99 ¢ . Dans le référentiel des mésons R’ , le nombre de mésons existant, 4 1'instant ' de
R ,est N(1') =Npexp(—r'/7p), 7p étant la durée de vie.

Etablir I'expression N{f) du nombre de mésons, existant a I'instant 1 dans R, sachant que
T, =2,2 8.

P3- 3. Durée de vie des muons

Un muon est formé, dans la haute atmosphére, en un point @ pris comme origine d’un référentiel
terrestre galiléen R . Il décrit I'axe Ox , orienté vers le centre de la Terre, avec une vitesse constante
v = 10,99¢ . Aprés avoir parcouru la distance d = 5 km, il se désintégre en un point D del’axe Ox.
On désigne par R’ le référentiel galiléen lié 4 la particule.

1. Calculer, en microseconde, la durée qui sépare, dans 7 , les instants de formation et de désinté-
gration du muon. Quelle est la valeur du facteur relativiste du muon ?

2. Ecrire les coordonnées spatio-temporelles des événements de formation Ey et de désintégration
E; du muon, successivement dans 7 et dans R'.

3. Trouver la valeur de I'intervalle entre les deux événements E; et E; .

4. Quelle est la durée de vie propre du muon en microseconde 7

P3- 4. Yoyage Terre-Lune avec une fusée rapide

On imagine une fusée se déplacant de la Terre & la Lune, a la vitesse constante de 0,8c. La
distance & parcourir dans le repére terrestre est 384000 km .

1. Quelle est la durée du trajet pour un observateur terrestre ?

2. Calculer la distance Terre-Lune pour un passager de la fusée.

3. Trouver la durée du voyage pour un passager de la fusée.

P3- 5. Mouvement relatif de deux vaisseaux spatiaux

Deux valsseaux spatiaux, de méme longueur propre [, se déplacent dans le méme sens, en trans-
lation rectiligne uniforme par rapport au référentiel de laboratoire R . Un observateur placé & la téte du
vaisseau le moins rapide, mesure la durée T qui sépare le passage de la téte et de la queue de 1'autre
vaisseat.

Calculer, en fonction de ! et T, la vitesse V du faisceau rapide par rapport au vaisseau lent,
sachant que | = 30 m et T = 2 s. Quelle est I’erreur que 1'on ferait sur V en conduisant un calcul
newtonien ?
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P3- 6. Application de I’effet Doppler-Fizeau i la détermination de la vitesse d"un objet stellaire

On regoit d'un objet stellaire une onde lumineuse fortement décalée vers le rouge. La raie carac-
téristique Lyman o« de I'hydrogéne, de longueur d’onde dans le laboratoire A; = 126 nm (longueur
propre), est observée i la longueur d’onde A, = 270 nm .

1. En admettant que ce décalage est dii au seul déplacement longitudinal de 1'objet émetteur par
rapport i la Terre, calculer la vitesse de cet objet et trouver le sens de son déplacement.

2. Quelle valeur de la vitesse aurait-on obtenu 4 1'aide d'une théorie newtonienne 7 Commenter.

P3- 7. Approche cinématique de 1’effet Doppler-Fizeau

Un véhicule spatial s’éloigne de la Terre avec une vitesse constante ¥ = (), 6c, en émettant une
impulsion lumineuse (signal électromagnétique trés bref), toutes les secondes lues sur les horloges du
bord.

1. Quel est I'intervalle de temps T, qui sépare la réception des deux tops successifs par un ob-
servateur terrestre 7 Que devient cet intervalle, lors du retour sur la Terre du véhicule, avec la méme
vitesse 7

2. Calculer la variation relative (T, — T;)/T, approchée au second ordre en u/c prés. Comparer
ce résultat i celui issu d'une théorie newtonienne. Conclure.

P3- 8. Durée d’un voyage intersidéral

On souhaite envoyer une sonde dans le voisinage de 1'étoile & du Centaure, située i une distance
D = 4 années-lumiere de la Terre, 4 1'aide d'une fusée se déplacant i vitesse constante.

1. Quelle doit étre la vitesse constante v, de la fusée pour que la durée du voyage, mesurée sur les
horloges du véhicule spatial, soit Ty =1 an?

2. Quelle est la durée du voyage pour un observateur terrestre ?

P3- 9. Mesure de longueurs

Une tige AB, de longueur propre Ly = 1 m, se déplace, i la vitesse u = we, , par rapport au
référentiel du laboratoire ® = Oxyz, le long de 'axe horizontal Ox. On désigne par P le point de
I'axe Ox situé a I'abscisse [y dans R et on introduit le facteur relativiste v, associéa B, = u/c.

1. a) Rappeler 1'écriture de la transformation de Lorentz-Poincaré entre R et le référentiel
R' = A¥'yZ invariablement lié 4 la tige. Calculer y. sachant que B. =0,5.

b) Qu’appelle-t-on longueur propre de la tige 7 Quelle est, en m, la longueur de la régle mesurée
par un observateur de R ?

c) Quelle est, en m, la longueur OF mesurée par un observateur de R’ ?

2. Lextrémité A coincide avec O a l'instant ¢ = 0 pour les horloges de 7. Ecrire, successive-
ment dans R’ et dans R, les coordonnées spatio-temporelles de 1’extrémité B,4 =0 pour R .

3. L'autre extrémité B de la tige coincide avec P duninstant 7 pour R .

a) Ecrire, en fonction de Lg et ¢, les coordonnées spatio-temporelles de cet événement dans R
et dans R'.

b) Exprimer ces coordonnées en fonction de Ly et ¥y, . Application numérique.
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¢) Quelle est, i 'instant 7 de ‘R, la coordonnée spatiale de ’extrémité A dans R ? Application
numeérique.

P3- 10. Train dans un tunnel

Un train, de longueur { = 100 m pour un observateur du train R’', est animé d’une vitesse
u = 0,6ce, par rapport au sol R . Ce train entre dans un tunnel rectiligne, de longueur L, pour un

observateur de R, telle que L =1/y,, y. étant le facteur relativiste (l - uz,fcz)_lfz.
1. Quelle est 1a longueur du train pour un observateur de R ? Justifier.
2. Calculer la longueur du tunnel pour un observateur de R’ 7 Justifier.

3. En adoptant comme événement origine 1'événement 1 «la téte du train sort du tunnel », écrire,
dans R et R',les coordonnées de 1'événement 2 « la queue du train entre dans le tunnel ».

4. Montrer que la phrase « le train est contenu dans le funnel », & un instant que 1’on précisera, a un
sens dans R .

P3- 11. Liaison radio entre un vaisseau spatial et une station au sol

Un vaisseau spatial AB, de longueur [ = 120 m, se déplace selon une trajectoire rectiligne, a la
vitesse v = 0, 7e . Il est muni, & 1"avant, d'un récepteur radio qui lui permet de communiquer avec une
station au sol, fixe dans TR . Lorsque 'arriére A du vaisseau passe devant la station, cette derniére lui
envoie, i I'instant pris comme origine, i la fois par les horloges de la station et du vaisseau, un message
que le récepteur du vaissean capte i I'instant r, de ses horloges.

1. Calculer r, en nanoseconde.

2. A quel instant f, , pour les horloges de la station, le signal est-il capté par le récepteur du vais-
seau ? Pourquoi la relation entre f, et 1, n'est-elle pas une relation entre durée propre et durée im-
propre 7

3. En déduire la distance parcourue par I'avant B du vaisseau i la réception du signal ?

P3- 12. Paradoxe des jumeaux de Langevin

Dans l'expérience des jumeaux de Langevin, on suppose que l'aller se fasse & la vitesse
ty = (1 +k)Bc/2 etleretour i la vitesse v, = (1 —k)B¢/2 avec B =0,5.

1. Exprimer le rapport des durées T, /T, du voyage aller et retour pour le jumean nomade et pour
le jumeau sédentaire en fonction de k.

2. Calculer ce rapport dans les deux cas suivants : k = 0 et k = 0,9 . Commenter 4 I'aide de la
courbe donnant T, /T, en fonctionde k.

P3- 13. Changement de chronologie de deux événements

Une barre AF , de longueur propre L = 1 m, se déplace, i la vitesse u = ue,, avec u = 0,8¢,
par rapport au référentiel du laboratoire R = Oxyz, le long de 1'axe horizontal Ox . Sur cet axede R,
se trouve une seconde barre OF de méme longueur propre L = 1 m. On désigne par E; 1'événement
origine pris lorsque les extrémités O et B coincident, F; 1'événement défini par la coincidence des
extrémités O et A, E; I'événement lorsque les extrémités E et B coincident,
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1. Calculer les coordonnées spatio-temporelles de E; . En déduire le carré de 1"intervalle entre E;
et Ea.

2. Mémes questions pour Ej.
3. Comparer la chronologie entre les trois événements dans R et dans R’ . Commenter en calcu-
lant le carré de I'intervalle entre E; et E;.

P3- 14. Ombre portée sur un film photographique d*une régle inclinée en mouvement

Une régle opaque, de longueur [, inclinée d'un angle #' sur 'axe O'x" du référentiel R’ auquel
elle est liée, se déplace avec une vitesse u = u e, par rapport au référentiel du laboratoire R (Fig. 3.16).
Un film photographique est déroulé dans R, parallélement & Ox . Une impulsion lumineuse instantanée
est envoyée dans R, a'aide d’un flash, perpendiculairement au film.

1. Montrer que la longueur L de film non impressionné par la lumiére a pour expression :

cos #
¥e

L=1|- + B.sin#’

ol B. = ufc, y. estle facteur relativiste associé.
2. Examiner les cas particuliers #' =0 et # = o /2.

3. Peut-on avoir L = 0 7 Commenter.

Film photographique
FiG. 3.16.

P3- 15. Effet Doppler aprés réflexion par un miroir

Une source 8, fixe dans le référentiel % du laboratoire, émet selon I'axe Ox ,une onde lumineuse,
de longueur d'onde A; = 656 nm, laquelle est caracténstique de la raie rouge du spectre de 1'atome
d’hydrogene. Elle est réfléchie par un miroir en mouvement qui s’éloignede § ,avecla vitesse u = ne, .

1. Quelle est, en fonction de 1 et de v, ,la fréquence »}; de 1'onde lumineuse recue par le miroir ?

2. Le miroir réfléchit I'onde regue vers la source. La longueur d’onde A} deI'onde détectée par la
source, aprés réflexion par le miroir, vaut A} = 1,97 pm. Calculer u/c.
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Transformation einsteinienne
des vitesses et des accélérations

Lexpérience de Michelson et Morley a révélé que la composition newtonienne des vitesses dans
un changement de référentiel galiléen ne constituait qu'une approximation qui n’était justifiée que si les
vitesses étaient faibles devant ¢, vitesse de la lumiére dans le vide.

Nous allons établir les formules de transformation des vitesses et des accélérations en cinéma-
tique einsteinienne. Nous appliquerons ces résultats a plusieurs exemples dont 1'aberration des étoiles
et I'expérience de Fizeau.

1. —FORMULES DE TRANSFORMATION DES VITESSES

11 s agit d" établir la relation entre les vitesses v et v' d’une particule A par rapport aux référentiels
galiléens R et R’ (Fig 4.1).

Rappelons qu’en cinématique newtonienne cette relation s'écrit v = v/ + v, , si v, désigne la
vitesse d’entrainement de translation de R’ parrapport & R.

Ve

I.1. — Expression

Les formules de transformation des vitesses s obtiennent directement a partir de celles des coor-
données du point A dans R et R’. On sait que I'on a, en posant f, = v,/c et y, = (1 — g2)~1/2,

ct=vylef +Bx)  x=y. +Bucr) y=y z=¢
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Les vitesses v et v' s'explicitent en coordonnées cartésiennes selon :

" _dx tl,_df
T di T dr
dy ’ dy’
v =-= e v ==
AT % dr

d
B
=" di = 4y

Il vient, en diftérentiant les relations spatio-temporelles :
dx=y.(d¥ + Becdl)  dy=dy  dz=d7 et ecdt=yleds + f.dx)
dou :
dx  y(d¥ + B.cdr’) dy dy’ dz d7
cdt veledt +B.dx")  cdr  y.(cdr’ + B.dx)  edr  y.(edr + B.dx)
En divisant haut et bas par dr',eten simplifiant, on obtient :

i’ o !
vy + v ty v,

TTtuw/d T vt/ T w1 teal/c)

Uy

Notons que 7y, n'intervient que dans les composantes transversales v, et v, .

Comme on pouvait s’y attendre, on retrouve les formules newtoniennes en faisant tendre ¢ vers
I’infini. Cependant, contrairement au cas newtonien, on ne peut pas exprimer les formules einsteiniennes
sous une forme vectorielle globale. Il est donc nécessaire de distinguer la vitesse v , suivant ladirection
de v, ,de lavitesse v, , suivant la direction perpendiculaire & v, . On écrit alors :

v+, v
It ‘ 1
Y= et vy =
"= 1¥v.vja T (v Vi)

Remargue : En changeant v, en —v,, on en déduit aisément les relations inverses, donnant t,'; . t";
et t,'; en fonction de vy, vy, v;.
[ Vy — e i t"y r tr'z
U= Uy = Uy =
1 — veryfe Yell = vovyfe?) Yell = vov/c?)

I.2. —Exemples

a) Vitesse relative de deux particules en mouvement sur un axe

Deux particules A; et Az se déplacent surun axe Ox, avec les vitesses respectives v; = 0, 9¢ et
vy = —0,9 (Fig. 42). La vitesse relative de A; par rapporta A; est la vitesse de Az par rapport au
référentiel galiléen R’ liéa A, . Comme v, = v; = 0,9 ¢, on trouve :

, —0,9-0,9

V== —(,9% ¢
*T1-0,9x%(-0,9)
y N r
R E—'Vl
o L = o X —
= - =
Ay Az



70 4. Transformation einsteinienne des vitesses et des accélérations

b) Vitesse de la lumiére dans un milien en mouvement

Supposons qu'une particule se déplace 4 la vitesse ¢/n, avec m = 1,33, dans un référentiel
R' galiléen, en translation avec la vitesse constante v, = 0, 5ce,, par rapport & 7 . La composition
einsteinienne des vitesses donne :

1
o= c/n+ B.c 0 + n8,

= = soit v, =0,9l¢
Y1 Be/n n+ B, *

Evidemment, si n = 1, cette composition des vitesses restitue v, =c.

Remargque : On dit qu’Einstein adolescent s"imaginait chevauchant un rayon lumineux et se deman-
dait quelle serait alors la vitesse d'un rayon lumineux dans le vide, par rapport & lui.
En admettant que la question ait un sens, car seuls les corps de masse nulle peuvent at-
teindre exactement la vitesse ¢ (cf. chapitre 5), la réponse, d'aprés la composition des
vitesses, est également ¢ .

I.3. — Composition des rapidités selon le mouvement

Introduisons les rapidités r., r; et r; associées aux vitesses 1, , vy et t'i_ selon I'axe du mouve-

ment Ox : ,

Y k) v
tanhr, = — = B, tanhr, = — et tanhrf = -
c c c
11 vient alors :
tanh r}, + tanhr,

tanhr, = =tanh(r, + r.) dolt ri=r,+r.

I + tanh r{ tanhr,

En cinématique einsteinienne, ce sont donc les rapidités, suivant I’axe du mouvement, qui s’ ajoutent, et
non les vitesses. On retrouve évidemment 1'addition galiléenne dans le cas des faibles rapidités.

II. — QUADRIVECTEUR VITESSE

II. 1. — Durée propre pour une particule

Le mouvement quelconque d’une particule A , par rapport & un référentiel galiléen T, peut &tre
considéré comme une suite d’événements, de coordonnées (cr, x, ¥, 2).

La durée dr,qui sépare deux positions successives infiniment voisines de la particule, est obtenue
en faisant la différence entre les indications données par deux horloges synchronisées, situées aux points
A; et A;, au moment du passage de la particule (Fig. 4.3).

F1i. 4.3,
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L’intervalle entre les deux événements « passage de A en A; » et « passage de A en A; » est du genre
temps, puisqu’une relation de causalité existe, et vaut :

1 fdx\> 1 fdy\? 1 fdz\?
242 _ _ /2 _ — — —
ds = (2dr? —dx? —dy? —d2) cdt [1 = (dr) = (d:) 3 (d:)

2\ 2
—Cdf(l - g)

v étant la norme de la vitesse de A par rapport & R . Comme l'intervalle est une quantité invariante
(par changement de référentiel galiléen), il en est de méme du rapport d+ = ds/c, homogéne & une
durée, que 1'on appelle durée propre élémentaire de la particule :

ds d 2\
d-:'=—g=—r avec yz(l—t—)
c ¥ e

1/2

Il est essentiel de ne pas confondre <, relatif ala particule de vitesse v guelcongue par rapport & T,
et le facteur relativiste y, associé i la vitesse v, constante de R’ par rapporta R.

I1. 2. — Définition du quadrivecteur vitesse

Comme la durée propre associée au mouvement d une particule est un invariant, on définit le qua-
drivecteur vitesse 4-v, i partir du quadrivecteur 4-x(cr, r) , selon :

_ d(4-x)

4-1
v dr

Le quadrivecteur 4-v s’explicite selon :

d d
4v=—fenr) =y (et 1) = (ye yv)

Notons que la quatrieme composante yc est supérieure & ¢, ce qul n'est pas en contradiction avec la
théone d'Einstein, cette composante n’étant qu'un intermédiaire de calcul. On en déduit le carré de la
pseudo-norme :

w2
||4—'l,'||2 = ‘}-'262 _ ?ZJUZ = ?2(‘:2 _ JUZ} = ‘}'262 (1 _ g) =C‘2

Exemple : calculons le quadrivecteur vitesse d'une particule qui se déplace a la vitesse 0,8¢ le
long de I'axe Ox.Comme S =0,8, y = 1,67, il vient :

yu, = 1,67 x0,8¢c=1,333¢ yiy, =0 yu, =0 ye=1,67¢
On vérifie évidemment que :
(ye)? — (yv)* = 1,67 - 1,333 2 = &

Remargque : Pour v = ¢, le carré de la pseudo-norme donne encore ¢? ; en effet, ¢ — v? s’anmule
mais ¥ devient infini, de telle sorte le produit donne la valeur finie ¢ .
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II.3.

Transformation des vitesses & 1’aide du formalisme quadridimensionnel
On peut retrouver les formules de transformation des vitesses en exprimant que 4-v se transforme

comme un quadrivecteur par changement de référentiel galiléen. En effet, 4-v = L{4—¢J’} donne, en
explicitant :

ye=vyc+ ByYvr)  yve=ve(¥'vi + By e)yry = ¥viyv. = ¥,

_ ey
Y

IJ ? i

r
Y= T'e?'!(l + ﬁet';-ff} Ty (f-';— + ) Tty = : Ty U= —1,

On retrouve évidemment les formules de transformation des vitesses établies précédemment :

i’ ! ?
v+ v, oy v,

= 1 +.Bet'i—:'{‘: W= Ye (1 +.B¢t',’r:'{c} = Ye (1 +IB:’*~';;"‘:}

II1. — APPLICATIONS

III.1.— Aberration des étoiles

Nous nous proposons de retrouver, en utilisant les formules de transformation des vitesses, 1'aber-
ration lumineuse déja évoquée (cf. chapitre 3). Cette méthode présente 1'avantage d’étre proche de celle
utilisée par J. Bradley en 1729, évidemment dans le cadre newtonien (cf. Mécanigue).

L'étoile observée par Bradley était 1'étoile y de la constellation du Dragon qui est située sensi-
blement sur un axe perpendiculaire au plan de I'écliptique, plan du mouvement de révolution du centre
de la Terre autour du Soleil. Elle émet donc des photons dans le sens opposé & 'axe Oy du réfé-
rentiel R lié au Soleil (Fig. 4.4). La direction de ces photons pour un observateur terrestre de R', en
mouvement de translation, rectiligne, uniforme par rapport & R, alavitesse v, = 3x 10*m-s~!,sob-
tient & partir des formules de transformation des vitesses ; il suffit de remplacer dans ces formules v,
par 0 et v, par —c. Eneffet:

W Sk O S B
* 1- tr'.rt'e.;fcz ¢ y ?t(l - t'.rt't.rffz} Ye
Il en résulte que :
tan# = ?i; __- !

v Yelle - YeBe

Au cours d’une année, 1'étoile ¥ du Dragon semble décrire un cercle dont le diamétre apparent a pour
eXpression :

=2(T )~ 3 -t) = 2 _
2.1_2(2 ﬂ’) ~2mn(2 0) = o =2v.h.
Ce résultat ne différe de celu utilisé par Bradley que par le facteur relativiste v, , lequel est ici trés
voisinde 1. C'est pour cette raison que la valeur numérique de ¢ obtenue par Bradley, & partir de v,
et du diamétre apparent du cercle décrit par I'étoile ( 2a == 39" ), fut remarquablement bonne.
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¥ Ftaile v du Dragon

¥ ® ¥ %
—= V|

1II.2 . — Emission de lumiére par des objets en mouvement
Un atome (' émet, en se désexcitant, un rayonnement lumineux isotrope dans le référentiel

R' = O'Xy7 par rapport auquel il est fixe : ce rayonnement est indépendant de la direction d’émis-

sion.
Lorsque cet atome se déplace, i la vitesse constante u = uw e, , par rapport an référentiel du labo-
ratoire R (Fig. 4.5), le rayonnement émis est-il isotrope aussi pour un observateur de R ?

Fic. 4.5,

Pour répondre i cette question, considérons une particule de lumiére, le photon, dont la vitesse
est nécessairement ¢ (cf. chapitre 5), en mouvement selon une direction faisant I'angle #" avec O'x .

D’aprés ce qui précede, on a :
v

L g r_ - 4

avec v, =ccosfl et v, =csinf

v = Y+ et w, = Y
T T+ vu/ @ Y el + vlu/ @)
respectivement. Comme v, = ccos# et v, = csin#, il vient :
coos@ 4 u i csin 6’
ccosfl = et csinf =
1+ ucosé'/c Ye(l + ucos# jc)

Ainsi les photons, émis dans R sous 1'angle #', compris entre 0 et /2, sont émis, pour un obser-
vateur de R , sous un angle compris entre 0 et une valeur maximale #,, , défini par #' = &/2 :

u:ﬁ‘

cosf, = —
c

1l en résulte que, dans ., le rayonnement n'est pas isotrope mais anisotrope (cf. annexe 3).
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Si I'atome se déplace i grande vitesse, par exemple u = 0,99¢, alors 8 = 0, 14 rad soit # =~ 8° .
Cette anisotropie est effectivement observée dans le rayonnement émis par des particules chargées en
mouvement rapide (rayonnement synchrotron).

Aux grandes vitesses ( 8, = 1), I'équation précédente prend une forme particuliérement simple :

2|5

dod ﬂimZ(l—,B,.}m(l-}-ﬁ,}(l_ﬁ,}=(1_5f}=% et gmm?i

B: =cosfy, = 1—
III. 3. — Interprétation de |*expérience de Fizeau

Reprenons 1'expérience de Fizeau déja présentée (cf. chapitre 1). D’aprés la loi de composition
relativiste, les vitesses de la lumigre dans les tubes 1 et 2 s’écrivent respectivement (Fig. 1.6) :
cin—u _ cfndtu

= et = —"——
1—u/(ne) 27 L+ u/(ne)
On en déduit la différence de chemin optique, selon la composition einsteinienne des vitesses :

ALg—c [i(l —ufnc) N1 +u,~’m:'}} _ 2clu(1-1/n%) _ 2Mun’ ( 1 )

™

c/n—u cfntu 2wz T ¢ l_ﬁ
et la variation correspondante de I'ordre d’interférence :
ALg 2Untu ( 1 )
Ag cAy n?
Ap étant la longueur d’onde dans le vide du rayonnement électromagnétique utilisé. Ainsi :

App = Apy (1— é) o Apy :Zinzu

Apg =

chy
désigne la variation de I'ordre d'interférence prévue par la théorie newtonienne (cf. chapitre 1).

Pour u=7m-s~!, {=1,5 m, Ay =3560nm et n= 1,33, on trouve Ap; = 0,086, ce qui est
en excellent accord avec I'expérience.

IV. — FORMULES DE TRANSFORMATION DES ACCELERATIONS

IV.1.— Composition relativiste des accélérations
a) Expression générale
Dérivons par rapport au temps la formule de transformation des vitesses suivant 'axe Ox, afin de
taire apparaitre les accélérations :
du, ;o duy
= — ¢t =
dr “= 4y

dx
Il vient :
du, df d vy + v,
ay = =—x — | ——
dr dr * dr \ 14 B.v/c

) avec cdr=y (cdt' + B.dx') =y, cdi'(1 + B.v))

En effectuant, on obtient :
_ (14 By/e)a, — (vg + v)Buasfe _ a,
) (1 + Bevy/cPye(l + Bert/c) ye(l + Bevg/c)
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En ce qui concerne la coordonnée transversale suivant Oy, on procéde de fagon analogue et on
rouve :

_dy _drd u B 1 (14 Bud/o)a) — v|Bealfc
S odr o drdr [yl 4 Bevife)] YL+ Bet/e) (1+ Bet/c)?
soit :
a + v, (vl — vial) /2
T T+ Bagfep
Il en est de méme pour la coordonnée transversale suivant Oz :
o — duv, _ dr § d [ v } _ 1 (1+ B.v}/c)a, — v]B.a}/c
“Tdr T odr T dr v Balfo)] T R+ Barfe) (14 Balfe)?
ce qui donne :
o= a, + v (via, — viay)/c?
‘ yi(1+ Bouife)?
Ainsi :
4 L _GrBvd - ya)fe  d - B(id, -~ va)e
P+ Bay/e) ' yi(l+ Bovg/e)? “ Yol + Bovi/c)?

On peut exprimer ces relations vectoriellement en remarquant que v, et v' x a’ s’explicitent respecti-
vement selon :

Ve v a; —va,
v |0 et v xa'|vd, —va
0 vy d, = v d,
Par conséquent :
a; & —v, x (v xa)/c
H et a =L e X )/et)

M= Ry VAP R +v. V3

b) Exemples
i) Mouvement rectiligne accéléré dans une direction paralléle a la translation de R'
Une particule a un mouvement rectiligne, selon I'axe O'x’ de R', et une accélération a' = ge;
avec g = 9,81 m-s~2. En intégrant, on obtient évidemment :
gr?
2

si initialement v, = 0 et x’ = 0. Dans le référentiel R , par rapport auquel R’ est en translation rec-
tiligne uniforme, & la vitesse v, , I'accélération a pour expression, d’aprés les formules de transforma-
tion :

v, =g et X =

’

an = /A _ 5
= Yl +v, - viAP ~ Y1+ B.a/e)

it) Mouvement rectiligne accéléré dans une direction perpendiculaire & la rranslation de R’

Une particule est en mouvement rectiligne accéléré selon 'axe 0"y’ de R’ ; son accélération est
a' =—ge, avec g =9,8lm -5~ . En intégrant cette équation, on trouve évidemment :

2
_ N g
t';,——gf et }’——T-}-h
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si initialement v, = 0 et ' = h. Dans R, par rapport auquel R’ est en translation rectiligne uni-
forme, a la vitesse v, , selonl'axe Ox, 'accélération a pour expression, d’apres les formules de trans-
formation :
a) 2 -2 .
ay=0 e a,=—5=->73=-628ms s B.=0,6
Ye Ye

IV.2.— Quadrivecteur accélération

a) Définition
On obtient le quadrivecteur accélération 4-a en dérivant le quadrivecteur vitesse 4-v par rapport

au temps propre 7 :

_ d(4-v)

T dr

4-a avec 4-v = (yc, yv)

Comme le carré de la pseudo-norme |[4-v||? est la constante ¢, il vient, en dérivant par rapporta 7 :
dfld-of? _
dr

Ainsi, le produit scalaire des quadrivecteurs 4-v et 4-a est nul. Les parties temporelle et spatiale de
4-g ont pour expressions respectives :

4-v

..M=U dot 4v-4a=0
dr

d d d d d
diye) _ 4y dov) _ dv  dy
dr dr dr dr dr
En introduisant le temps r du référentiel R et I'accélération a = dv/dr dans R, ces parties
s'écrivent aussi, puisque drf/dr =y :

dy _ _dy d(yv) _ dy

=t =yt et 2 =4
=4y = Tar" T A T
Comme : i
dy L1 u) " () o prdy
dr 2 c 2/ dr 7 c2dr
les parties temporelle et spatiale de 4-a s’explicitent aussi selon :
dp d(yv) dg
Y T - 4 9P
a =y By, ar —YatyvBy;

On voit que la relation entre le quadrivecteur accélération 4-a et I'accélération a n'est pas simple,
contrairement i celle entre le quadrivecteur vitesse 4-v et la vitesse v.

Le quadrivecteur 4-a présente cependant un intérét lorsque 1'on dispose de I'expression de la
quadrivitesse 4-v en fonction du temps propre 7.

Exemple : Pour une particule dont le quadrivecteur vitesse 4-v a les composantes suivantes, en
fonction du temps propre 7 :

ty = ¥ = ¢ cosh{wr) v = yu, = csinh{wr) vy = yr, =0 vy =yv, =0
le quadrivecteur 4-a s’obtient par simple dérivation :

ay = cwsinh(wT) a; = cwcosh({wT) a =10 a; =10
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Notons que les carrés des pseudo-normes de 4-v et 4-a sont de signes opposés, évidemment positif
pour 4-v :
[4-v|? = 25 — v} — v] — 1] = F[cosh*(wr) — sinh*(w7)] = &
alors que :
|4-af* = a} — &t — & — a3 = Few?[sinh}(wr) — cosh*(wr)] = —ctw?

b) Quadrivecteur accélération dans le référentiel propre

Dans le référentiel propre R, de la particule, par rapport auquel la vitesse de la particule est nulle,
on a évidemment B, =0 etdonc ¥, = 1. Lexpression de 4-a se simplifie alors :

dy 48y
dr dr
Pour obtenir les composantes de 4-a dans un référentiel galiléen R, par mpport auquel R, a un
mouvement dont la vitesse est celle de la particule Bec, il suffit d utiliser les formules habituelles de
transformation des composantes d'un quadrivecteur entre R et le référentiel galiléen qui, & 1’instant
considéré, coincide avec le référentiel propre R, .

dyv)
= {] —
dr

a8
dp0 =g = Ypchy Yol + VpVeBp g =%

Pour une accélération propre dirigée suivant ’axe du mouvement du référentiel propre, les formules
de transformation de 4-a donnent :

ap = T'e{u + B % ap} = T'nﬂeap a = T'e{ap + B x ':]} = Yedp a; =10 a3 =10

Or, le mouvement étant rectiligne, on aaussi, en projetant la relation d(yv/d7) = y*a+y*vgd g/ dr :
dg dv
a=Ya+yupy =Ya+yp  =Yatyfa=yal+yp)=va
oit y=(1-p8%)"%=(1-8)"12=y,. Ilenrésulte, en égalant les deux expressions de a; :

a 2y 372
Yetp = y'a, et ax=?—§=(1—§) ap

[

IV. 3. — Mouvement rapide d*une fusée uniformément accélérée
Une fusée aun mouvement rectiligne accéléré par rapport i un référentiel galiléen R , par exemple
la Terre ; a un instant f, sa vitesse est v (Fig. 4.6a).

Dans le référentiel propre de la fusée R' = R, , sa vitesse est nulle, alors que son accélération,
déterminée par le débit des gaz €jectés, a une valeur non nulle a, mesurée par les instruments de bord.
11 vient, d’aprés les formules de transformation de I'accélération :

dov vt 2
T dr (l - cz) I
dg dt

¢ . . v
(1= p2n = f1 en posant fH = a et en introduisant S8 = p

Ainsi, I'accélération dans R est plus faible que dans R, , notamment pour les fortes vitesses. Ala
limite v == ¢, elle est nulle : a, == 0. Comme :

d B Q=) p-ptr g1
d L(1-p2y2] 1-p S (g (- g

[

oe qui s"écrit aussl :
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A apr‘c
10 -

===

— ea, Tk

=d
T

b)

il vient : B B
1
———7m = — + Cle it ————7% = —
(o (N
en supposant que 8 =0 a4 1= 0.0n en déduit :
) 2
.IB 2:(1) et tl:ﬁc:c%
1-8 n [T+ (t/n)?]

Pour connaitre la distance parcourue, on intégre une seconde fois, en effectuant le changement de va-
_ - — a2
=apf; [ ———— =" dod x=apfi

riable w = 1+ (t/n)?,lequel donne en différentiant dw = 2rd s/} :
2\ 12
1/2 Pl 172 (1 + _2) -1
[T+ (t/0)?)] [1+(t/n)F"" 0 fi

apreés prise en compte de la position initiale, x =0, pour déterminer la constante d'intégration.

-

aptdt t/n dr

Si, pour un observateur de R , la distance parcourue est D, la durée T qu’il mesure est telle que :
'/ D 2a,2\ '
D=af|[1 -1 it T==(1 £l
aply [( + ff) S0l . ( + D

en inversant 1'expression. Il est instructif de comparer T & la durée T, mesurée par les occupants de la
tusée. Cette derniére est la somme des durées propres élémentaires. On peut donc écrire :

T‘/d"/“ 2}”2“‘/ (1+12,f12}”'2

On trouve, en effectuant I'intégration :

T T2\
—+ 1+ 5

Isi l'%

dX
f (X317 = argsinh X =1In|X + (1 + X%)/?|

Le graphe, représenté sur la figure 4.6b, montre que T, < T :les horloges de la fusée retardent donc
par rapport i celles de la Terre ; c’est le ralentissement des horloges mobiles (4 vitesse constante) .

T,
P —In
i

a, T a, T,
soit p—=sinh(ﬂ)
[& c

puisque :
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Exemple : Pour atteindre 1"étoile y du Centaure, qui est située i quatre année-lumiére de la Terre,
2

avec une fusée d’accélération constante g, = 9,5m-s"" = g,ona:
3x 108
f1::: 9s =0,316 x 108 =~ 1lan car 1an =24 x 3600 x 365,25 =0,3155 x 10*
i 1

Par conséquent :

1/2 34 12 1/2 12
T:?(1+2“pff) :.:.:_)(1+2c_) :?(1+chap) :4(1+$) =49 an

D a,D Dfe
et: T
T, = aiaugsmh (‘%) =1 x argsinh 4,9 = 2,29 an
r
Notons qu’au bout de T = 3 ans, la vitesse de la fusée atteint la valeur :

t'n
v=c
[T+ 22 /212
Selon 1"observateur terrestre, il faut donc environ cing années pour que la tusée atteigne 1'étoile, alors
que pour 1'astronaute un peu plus de deux années suffisent! Notons que T est toujours supérieur i la
durée D/c mise par la lumiére pour effectuer le trajet.

~=0,9c¢

Remarque : Pour r < 1, on retrouve le résultat newtonien v == apf. Lorsque r 3 1, on obtient
évidemment v = ¢.

Dans le film « La planéte des singes =, réalisé par J. Schaffner en 1967, & partir du roman épo-
nyme de science-fiction de P. Boulle, des astronautes ont quitté la Terre depuis une durée propre de
Tp,1 = 6 mois , dans une fusée d’accélération constante a, = 9,5 m.s~ 2, sensiblement égale au champ
de gravitation terrestre. Cette phase achevée, ils entament une seconde phase du mouvement unifor-
mément retardée, pendant une durée propre T,, = | an, en vue d'atteindre une planéte d’accueil,
dans la direction de la constellation d’Orion. Cette accélération produit un champ de gravitation artifi-
ciel dans la fusée, ce qui rend le trajet confortable.

Alafinde la premigre phase, d’aprés les indications fournies dans le film, la durée qui s’est écoulée
sur Terre est T} == 2673 — 1972 =701 ans. On en déduit alors la vitesse atteinte :

70
v=pc avec (1—,32}-1f2=ﬁ=14uz doit v e(l—107%)

On obtient la distance parcourue pendant cette premiére phase selon :

TQ 1/2
Dy = apfy (1+ 121) —1| =e [(1+?012}1f2—1] ~ 701 al

1
puisque api} = cfy = 1 al.
A la fin de la seconde phase, de décélération constante, qui dure T sur Terre, entre I'an 2673 et
I'an 3978, la distance parcounie devrait étre :

> 3\ 7,
Dy = ayty [(1 + ?1) — 1] xapﬁ o =¢(3978 — 2673) = 1305al
Comme la fusée atterrit sur une planéte analogue a la Terre (air, eau, température, efc.), une erreur s’est
probablement glissée dans le programme de voyage au point que la fusée est revenue sur Terre aprés
son périple. Les astronautes retrouvent la Terre au bout d'un temps propre T, ; + T, = 1,5 an, alors
que la durée qui s’est écoulée sur la Terre est T; + T3 = 701 + 1305 = 2006 ans .
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CONCLUSION
Retenons les points essentiels.

1) Les formules de transformation einsteinienne des vitesses sont :

— ‘Hf." + v, v, = \‘JJ_
T +v, v /2 Yl +v, - v [c?)
2) 11 est commode d’introduire le quadrivecteur vitesse 4-v :

_ d(4-x)
T odr

Les formules de transformation des vitesses s"en déduisent aisément :

4-v

= (ye, yv)

ye = ye(¥'c + Boy'vr) yor = ve(¥'vr + Bey'c) Yoy =¥y YU =7

3) Les exemples d’application sont nombreux : I’aberration des étoiles, I'anisotropie apparente des
rayonnements émis par les atomes et 1'interprétation de I'expérience de Fizeau.

4) Les formules de transformation des accélérations peuvent étre obtenues i partir de celles des
vitesses. Le mouvement d’une fusée rapide, uniformément accéléré, fournit un exemple d’application
intéressant.

EXERCICES ET PROBLEMES

P4~ 1. Vitesse relative de deux galaxies

Un observateur, appartenant i une galaxie G, constate que deux autres galaxies séloignent de
G , avec des vitesses opposées, de méme norme 0, 8 ¢ . Quelle est la vitesse de G, par rapport & Ga,
c’est-a-dire sa vitesse dans le référentiel galiléen lié¢ & G5 7

P4- 2, Emission d’un électron par un noyau radioactif

Un noyau radioactif se déplace i la vitesse u = ue,, avec u = 0, L ¢, par rapport au référentiel R
du laboratoire. Il émet un électron dont la vitesse par rapport au noyau est v’ avec v’ =0, 8¢.
Quelle estla vitesse v de 1'électron dans le laboratoire, dans les trois cas suivants :

1. v' et u ont méme direction et méme sens ?
2. v/ et u ont méme direction et des sens contraires ?

3. v/ et u sont orthogonaux ?

P4- 3. Vitesse relative de deux particules en mouvement sur un méme axe

Deux particules se dirigent I'une vers 1"autre sur une méme droite, dans le référentiel du labora-
toire, avec des vitesses de méme valeur 0,75 ¢. Déterminer la vitesse de I'une par rapport a 1'autre,
précisément la vitesse de I'une dans le référentiel galiléen li€ a 1" autre.
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P4 4. Vitesse relative d’un photon par rapport 4 un électron

Un électron a un mouvement rectiligne, de vitesse u = ue,, avec 1 = (0, 8¢, par rapport au réfé-
rentiel du laboratoire 7 ; dans ce méme référentiel, un photon se déplace dans la direction perpendicu-
laire Oy .

1. Quelle est la direction du mouvement du photon dans le référentiel galiléen R’ 1ié 4 1"électron 7

2. Etablir la relation entre les composantes de la vitesse du photon.

P4- 5. Norme de la vitesse relative de deux particules

Deux particules A; et A, ont des vitesses v, et v, constantes, quelconques par rapport au réfé-
rentiel T? du laboratoire. On désigne par v, la vitesse relative de A, parrapport & A, , c’est-i-dire la
vitesse de A, dans le référentiel R, lié & A, eten translation par rapport & R , ila vitesse vo = 1y ¢, .

1. Montrer que la norme de vz a pour expression :

v = val? = (vy x va 2/ H)H2
5=

1—v;-vyfc?

vy

2. Etudier successivement les cing cas suivants :

i)va=0, idi)vi=0, i vi=vz,iv)vy =03ce;etvi=01ce,, v)vy=073ce,
et va=101ce,.

P4~ 6. Poursuite de deux vaisseaux spatiaux

Un vaissean spatial (1) quitte la Terre avec une vitesse u; i un instant ol ses horloges et celles de
la Terre indiquent zéro. Le lendemain, précisément au bout d'une durée T = 1 jour pour les horloges
terrestres, un second vaisseau (2) quitte la Terre avec une vitesse us; , de méme direction que u; ; u;
et u, sont constants et de valeurs respectives w; =0, I¢ et u; = 0, 15¢. Le second rattrape le premier
i un instant 7 mesuré par les horloges terrestres.

1. Déterminer 7.
2. Quel est I'instant de départ de (2), pour les horloges de (1) 7
3. Aquel instant (2) rattrape-t-il (1), pour les horloges de (1) ?

4. Quelle est, selon R, la distance parcourue par (1), selon ses instruments, a 1'instant o (2)
démarre 7

5. Trouver la vitesse de (2), mesurée par les passagers du vaisseau (1). Retrouver cette vitesse i
partir des réponses précédentes.

P4 7. Anisotropie de 1’émission lumineuse d'une source
Une source de lumiére §, animée d’une vitesse constante u = we, par rapport au référentiel R
du laboratoire, émet des photons de maniére isotrope dans le référentiel galiléen R* d'origine S.

1. A I'aide des formules de transformation des vitesses, établir la relation donnant cos # en fonc-
tionde cosf” et w/c, 6 et A" étant respectivement les angles dans R et R* entre 1’axe Ox et la
vitesse d"un photon particulier.
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2. Représenter graphiquement cos # en fonction #° pour u/c = 0,5 . Que devient ce graphe dans
les cas extrémes newtonien et ultra-einsteinien 7

3. Montrer que le nombre élémentaire de particules d N, émises dans I'angle solide d {}, peut se
metire sous la forme :

N 1 aq 2\
dN= "~ =" =[1-2
4 ¥ (1 — ucosf/c)? e ( cz)

4. Tracer avec soin le graphe f(#) = 47 dN/(N d{2) pour u =0, 9c . Conclure.

P4~ 8. Approximation newtonienne de I’aberration des étoiles

Dans 1'expérience faite par Bradley en 1729 sur 1'aberration de 1'étoile ¥ du Dragon, le diamétre
angulaire de trajectoire apparente €tait de 40 secondes d’arc.

1. Etablir les expressions newtonienne et relativiste de ce diamétre apparent en fonction de la vi-
tesse de translation de la Terre sur son orbite. Commenter.

2. Comparer 1'approximation qu’implique le choix de la valeur newtonienne et 1'approximation
que I'on fait en assimilant la tangente a la valeur de I'angle en radian.

P4 9. Mouvements d’une particule par rapport & deux référentiels galiléens

Une particule A a un mouvement rectiligne par rapport 4 deux référentiels galiléens R et R', de
vitesse v, = 0,9¢ parrapport & R . A I'instant r; = 100 ns des horloges de R, la particule acquiert,
au point de coordonnée x; = 5 m, un mouvement rectiligne uniforme le long de I'axe O'x’, avec une
vitesse ¢/2 dirigée dans le sens des x' décroissants. A I'instant ; = 400 ns, elle est brusquement
arrétée.

1. Quelle est la vitesse de A par rapporta R ?
2. Calculer, en métre, la longueur du chemin qu’elle parcourt dans .
3. Comparer le rapport L/L' & 1/y,. Commenter.

P4~ 10. Vaisseau spatial

Un vaisseau spatial est soumis i une accélération constante, qui vaut a, = 6 m-s~2 , mesurée par

les instruments de bord, & partir d'un point de I'espace et d un instant pris comme origines.

1. Au bout de quelle durée, donnée par les horloges du référentiel ‘'R par rapport auquel le vais-
seau est en mouvement, la vitesse atteinte est-elle égale & 0,9 ¢ ? Trouver la distance parcourue par le
vaisseau pour .

2. Déterminer la durée correspondante donnée par les horloges du vaisseau, ainsi que la distance
parcourue mesurée par les instruments de bord.
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P4~ 11. Coordonnées d’événements dans le mouvement de vaisseaux spatiaux

Deux vaisseaux spatisux Q7T et @'T" sont en mouvement de translation rectiligne uniforme par
rapport 4 un référentiel galiléen R, avec les vitesses v, = 0,8ce, et v, = 0,5ce,, ¢, €tant un
axe de Ry et c la vitesse de la lumigre dans le vide. Les longueurs des vaisseaux sont respectivement
Ly =100 met Ly = 115,47 m.

1. Trouver, en fonction de ¢, la vitesse v, de Q'T’ par rapport au référentiel R li€é 4 QT , ainsi
que la vitesse de QT par rapport & R’ lié & @'T’ . Calculer le facteur relativiste v, correspondant.
Comparer vy, aurapport Ly/L; .

2. On considére les trois événements suivants :

i) Eg estI'événement coincidence des queues @ et @' des deux vaisseaux,

i) E; est]'événement coincidence destétes T et 7" des deux vaisseaux,

iii) E> estI'événement coincidence de la quene @ du premier vaisseau avec la téte T du second.

a) On choisit Ey comme événement origine des temps et des espaces. Ecrire les coordonnées
spatio-temporelles de E; dans R et R'. En déduire que, pour R, Ep et E; sont simultanés. Le
sont-ils dans R’ 7 Commenter en calculant éventuellement la durée, en nanoseconde, qui sépare ces
deux événements.

b) Calculer le carré de I'intervalle entre Ey et E; . Quelle est sa nature ?

3. a) Ecrire les coordonnées spatio-temporelles de E; pour R et R'. En déduire les instants 1z
et 1; oi se produit E; dans R et R’ . Application numérique.

b) Calculer le carré de I'intervalle entre Ey et E; . Quelle est sa nature ?

4. U'intervalle entre E; et E; est-il du genre temps ou du genre espace ? Calculer le carré de sa
valeur.

P4 12. Composition des accélérations

Une particule a un mouvement uniformément accéléré de chute libre dans le référentiel du labora-
toire B : a=—ge,,avec g =9,8lm .57 La vitesse initiale est nulle.

Calculer 1'accélération de cette particule dans le référentiel galiléen R’ dont la vitesse d’entraine-
ment est v, = 0,5 ce, . Le mouvement de la particule dans R’ est-il lui-aussi transversal et uniforme ?

P4- 13, Facteur d’entrainement de Fresnel

Une lame de verre i faces paralléles, d'indice n = 1,5 et d'épaisseur ¢ = 1 cm, se déplace dans
le référentiel du laboratoire R = Oxyz, dans la direction Ox perpendiculaire aux faces, i la vitesse
u = ue, avec ¥ = ¢/2, ¢ étant la vitesse de la lumiére dans le vide. On assimile 1’air au vide et
on rappelle que I'indice n d’un milieu est le rapport de ¢ sur la vitesse de la lumigére dans ce milieu.
Un éclair lumineux traverse la lame dans la direction e, . On désigne par E; I'événement «entrée de
I'éclair dans la lame », en O et i1'instant pris comme origine, et E; 1'événement « sortie de 1'éclair de
la lame. » On associe 4 la lame le référentiel R’ en translation, rectiligne, uniforme par rapport i R .

1. Calculer le facteur relativiste 7y, associé au mouvement de R’ par rapport 4 R .

2. Trouver, en fonction de e, n, B, = u/c et ¥, , les coordonnées spatio-temporelles de E, dans
R etdans R.
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3. En déduire, en picoseconde, les durées de traversée de la lame dans R’ et dans R . Quelle est,
en cm, la distance qui sépare, dans R , les événements E; et Ez 7

4. Trouver, en fonction de ¢ et n, I'expression du carré de I'intervalle entre E; et E,. Calculer
la valeur de 1'intervalle en cm.

5. Etablir, en fonction de n et 8, , la relation entre la vitesse v de 1'éclair dans R et celle v’
dans R’ . Retrouver cette expression i 1’aide des questions précédentes. En déduire la valeur numérique
de v/e.

6. Quelle est I'expression de v dans |'approximation newtonienne 7 Mettre 1'expression einstei-
nienne de v sous la forme : c
t.'=;+uf avec My =uxf

[ étant un facteur que 1'on exprimera en fonction de u et n. Comparer f au facteur d’entrainement
de Fresnel F = 1 — 1/n* . Etudier le cas particulier de I'expérience historique de Fizeau dans laquelle
la lame de verre est remplacée par une lame d’eau, d"indice n = 1,33 et de vitesse n=7m-s~!.
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Dynamique et énergétique einsteiniennes.
Energie de masse

On sait que la loi fondamentale de la dynamique newtonienne, appliquée a une particule de masse
m , par rapport a un référentiel galiléen, s'écrit :

dp _

dr —
ol p = mv est la quantité de mouvement du point et F la somme des forces appliquées. La question
qui se pose alors est la suivante : que devient cette lol en relativité restreinte ?

La généralisation einsteinienne de la loi fondamentale doit s’appuyer sur le formalisme quadridi-
mensionnel, puisque ce dernier s'introduit naturellement en cinématique relativiste. Historiquement, le
point de départ de 1I'analyse fut 'intuition géniale de Poincaré et d'Einstein concernant le rapport étroit
entre masse d'un corps et son énergie.

F

Il convient donc d’abord de construire un quadrivecteur généralisant le vecteur quantité de mouve-
ment, & partir du concept de masse et de celul de quadrivecteur vitesse.

I.— QUADRIVECTEUR ENERGIE-QUANTITE DE MOUVEMENT
I. 1. — Définition

Comme en mécanique newtonienne, 1'équation du mouvement d'une particule A, par rapport a
un référentiel galiléen TR, fait apparaitre la quantité scalaire m , positive et invariante (par changement
de référentiel galiléen), appelée masse inerte de A . D’autre part, on a vu que le mouvement de cette
particule était bien décrit par le quadrivecteur vitesse 4-v = (yc, yv) (cf. chapitre 4).

Le gquadrivecteur quantité de mouvement-énergie d'une particule, de masse m , est par définition :

4p = m(4v) = (yme,ymv)

On voit que, lorsque la vitesse v est faible devant ¢, la partie spatiale de 4-p s'identifie & la quantité
de mouvement newtonienne mv . Quant a la partie temporelle ymc, elle vaut, pour v < ¢ :

2 2 2
— me(l — B2 B e ™ 2™
ynie = me(l — §7) mc(l+2) mc+2c . mec” + >
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Par conséquent, i une constante multiplicative 1/c prés et & une constante additive me’ prés, yme
s'identifie, pour de faibles vitesses, i I'énergie cinétique, d’oll le nom de quadrivecteur énergie-quantité
de mouvement donné a 4-p (£ /e, p) ot £ = yme? est I'énergie totale de la particule libre.

Remarque : Certains auteurs appellent, en relativité, impulsion la quantité de mouvement p . Comme
ce concept n'est seulement qu’un enrichissement du concept newtonien, nous avons pré-
féré garder la méme dénomination (cf. Mécanigue) et réserver le mot impulsion i la quan-
tité de mouvement généralisée, celle d'une particule chargée dans un champ électroma-
gnétique d’expression p, = p + gA, g ¢tant la charge de particule et A le potentiel
vecteur associé au champ (cf. chapitre 9).

I.2.

Pseudo-norme du quadrivecteur énergie-quantité de mouvement et formules de
transformation

Le carré de la pseudo-norme du quadrivecteur énergie-quantité de mouvement se calcule aisément
i partir de 4-v . En effet :

4-p| = |40 [P = (P — y?) = me
Cette quantité positive est bien invariante (par changement de référentiel galiléen).
Quant aux formules de transformation des quatre composantes, elles s”écrivent :

£ & , , &' , /
c:?e P + Bap,. Px=%Ye px+ﬁec Py=p, € p;=p,

1I. — LOI FONDAMENTALE DE LA DYNAMIQUE EINSTEINIENNE

La loi fondamentale de la dynamique einsteinienne, qui généralise la dynamique newtonienne,
s'écrit de la méme maniére que cette dernire ; seule la définition de la quantité de mouvement diftere
par la présence du facteur relativiste y : p = ymv.

On 1'obtient naturellement en extrapolant 1'écriture newtonienne : on remplace le temps  par
le temps propre 7 qui est invariant et le trivecteur quantité de mouvement mv par le quadrivecteur
quantité de mouvement-énergie 4-p.

1I. 1. — Enoncé quadridimensionnel

L'énoncé quadridimensionnel de la loi fondamentale de la dynamique elnsteinienne d’une particule
suppose que 1'on généralise aussi le concept de force, lequel traduit I'influence qu’ont, sur le mouvement
de cette particule, les corps avoisinants. On introduit un quadrivecteur force 4-f dont la partie spatiale
f est directement reliée i la force physique newtonienne F par la relation :

f=9vF

Dans ces conditions, le mouvement d'une particule, de masse m , par rapport & un référentiel galiléen
‘R, satisfait a laloi fondamentale suivante :

di4-p)

=4 it i 4-a =4+
dr -f  solt aussi m -f

en introduisant le quadrivecteur accélération 4-a.
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Remargque : Cette relation entre 4-p et 4-f implique :

1d |[4-p2
1dj4-rl® _,

AP

11. 2. — Enoncé tridimensionnel de la loi fondamentale de la dynamique

Intéressons-nous i la partie spatiale de 1"'égalité quadridimensionnelle précédente. Il vient :

dp

L2312
=f = f=9F et =|1=
dr avec p = ymv ¥yF et y ( )

2
On obtient une formule tridimensionnelle analogue a celle de Newton en introduisant le temps t du
référentiel plutét que le temps propre 7 : dr/d+ = y . Il en résulte, en simplifiant :

dp
— =F avec = ymv
dr P=Y
d’oui I'énoncé suivant : par rapport & fout référentiel galiléen, le mouvement d'une particule, soumise &
I’action de plusieurs corps étrangers exercant un ensemble de forces, de somme F, satisfait 4 1"équation
vectorielle précédente.

Les forces que nous aurons le plus souvent i envisager seront de nature électromagnétique, car,
comme nous le verrons, les forces de gravitation relévent naturellement de la relativité générale (cf. cha-
pitre 10). Le sujet reste cependant trés vaste, puisque les forces électromagnétiques entre particules élé-
mentaires sont bien plus intenses que les forces de gravitation.

En explicitant dp/dr, on voit que la somme des forces F et I'accélération a ne sont plus
colinéaires : d d

P ¥
— =yma+mv— =F
dr ¥ di
Evidemment, la loi précédente restitue la deuxiéme loi de Newton lorsque les vitesses sont suffisamment
faibles : si v < ¢, alors :
~my et dmy =ma=F
P dr

Notons qu’en relativité la force n’est plus proportionnelle a 1'accélération.

II.3.— Cas particuliers

L expression de la loi fondamentale de la dynamique en relativité se simplifie lorsque la norme de
la vitesse reste inchangée au cours du mouvement ou lorsque la direction de la vitesse est fixe.

a) La norme de la vitesse est constante : mouvement uniforme

L'exemple typique d'un tel mouvement est celui d'une particule soumise & un champ magnétique
seul (ct. chapitre 6). Dans ce cas, la norme de la vitesse est constante et le facteur relativiste y ne varie
pas. La loi fondamentale se réduit alors a:

yma =F

Dans ce premier cas, les résultats obtenus sont analogues aux résultats newtoniens : il suffit de remplacer
la masse m par ym .
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b) La direction de la vitesse est constante : mouvement rectiligne

L'exemple typique d'un tel mouvement est celul d'une particule dans un champ électrique, avec
une vitesse initiale nulle ou colinéaire an champ (cf. chapitre 6). Explicitons la dérivée dy/dr :

dy 1 vy 72 2v dv s v du dy 3 pdv 3 dv
—_— = 1l=-= —_ | — = —_— d'om v — = —_— = - 11—
ar 2 ( cz) Z)ar Y aar a - TEg T g
La loi fondamentale devient alors :

d
ym+md—:l=ymn+my(y2—l}n=l§' soit y'ma=F

Dans ce second cas, les résultats obtenus sont analogues aux résultats newtoniens : il suffit de remplacer
la masse m par y*m.

I1.4.

Un concept inutile

Dans sa premiére publication originale sur la relativité, Einstein introduisit, sans d'ailleurs leur at-
tribuer une quelconque importance, les deux concepts de masse transversale ym et de masse longitu-
dinale y*m . Mais, un peu avant lui, Poincaré avait déja émis 1'idée qu’en relativité la masse d’un corps
devrait varier avec sa vitesse.

Aprés analyse, ces deux concepts de masse variable s’avérent sans intérét technique et discutables
sur le plan épistémologique. Aussi, les physiciens les ont-ils progressivement abandonnés. Einstein se
rallia & cet abandon, comme le montre I’extrait original de la lettre qu’il a envoyée en 1948 A son ami
L. Barnett :

Es ist nicht gut von der Masse M = m/(1 — v2 /)2 eines bewegten kirpers zu sprechen,
da fiir M keine klare Definition gegeben werden kann. Man beschrinkt sich besser auf die « Ruhe-
Masse » m. Daneben kann man ja den Ausdruck fiir momentum und Energie geben, wenn man das
Triigheitsverhalten rasch bewegter Kirper augeben will.

En francais :
Il n’est pas bon de parler de masse M = m/{1 — v?/c?)~1/2 d'un corps en mouvement, car M ne
peut étre défini de fagon claire. Il vaut mieux ne parder que de « masse au repos » m. En revanche, on

peut donner les expressions de la quantité de mouvement et de I'énergie pour représenter 1'inertie d'un
corps en mouvement trés rapide.

II. 5. — Théoréme du moment cinétique

Comme en mécanique newtonienne, on peut déduire de la loi fondamentale de la dynamique, ap-
pliquée & une particule A, le théoréme du moment cinétique. En effet, si I’on multiplie, vectoriellement
i gauche, les deux membres de 1’équation exprimant cette loi, par le vecteur position OA , on obtient :

d
0A x °P —0A xF
dr

A droite, on reconnait le moment de la force ; & gauche le terme s’ écrit aussi :

dp d(OAxp) dOA N d(OA x p)

0A x = P
dr dr dr dr

VX p
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Comme v x p =0, il vient, en introduisant le moment cinétique de la particule Lg :

dL,
d—f":OAxF avec Lo=0Axp

Motons que si la force qui s’exerce sur la particule est centrale, ¢’est-&-dire si son support passe par
le centre fixe O, son moment est nul. Il en résulte que le moment cinétique est une constante vectorielle :

Ly, =Cte soit 0OA x p= Cte

Ainsi, comme en mécanique newtonlenne, le mouvement d'une particule soumise i une force centrale,
par exemple une force électrostatique, est tel qu’il y a conservation du moment cinétique. Il en résulte
que ce mouvement est plan, puisqu'a chaque instant, vecteur vitesse et vecteur position doivent &tre
perpendiculaires i un vecteur fixé (cf. Mécanigue). Un exemple d’application de ce théoréme sera donné
un peu plus loin en traitant le probléeme de Kepler en relativité.

Remargue : On obtient un résultat identique dans le cas de la force de gravitation qui s'exerce entre
deux particules, puisque cette force aussi est centrale. Cependant, la gravitation est une
force ignorée par la relativité restreinte ; précisément, sa prise en compte singuliére consti-
tue la théorie de la relativité générale (cf. chapitre 10).

I11. — ENERGIE CINETIQUE, ENERGIE DE MASSE, ENERGIE

L'expression relativiste de I'énergie cinétique fut donnée pour la premiére fois par Einstein, dans
sa seconde publication sur la relativité restreinte en 1905, intitulée « L'inertie d’un corps dépend-elle
de son contenu en énergie 7 ». Pour établir cette expression, il est plus simple de suivre d’abord une
méthode analogue a celle utilisée en mécanique newtonienne (cf. Mécanique).

Pour obtenir son expression, multiplions scalairement le membre dp,/dr de 1’équation vectorielle
du mouvement par la vitesse v . On obtient :

dp dv dy dv dy mctdy dy d
L= B B — 2____ 2 — 2
A P G P TR G T PRV ar P me* B = gy me’)
puisque :
dy 3 v dv 1 2
= t =1
dr Y erar ° ?2+,B

On peut retrouver ce résultat en différentiant ||4-p|? = m%c? :

4p-d(4—p)=0 dome ymed(yme)—p-dp=0 dod v-dp=d(ymc?)

d d
v. 5P _ —(ymc?)
dr
La quantité ymc® est homogéne i une énergie. Afin d’en donner sa signification, développons-la au
voisinage de ¥y = 1.1l vient :

2 JUZ -1/2 2 bl
ymet =me* (1 - — =me |1+

2

c? 2c2

o™
N 2
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Comme (y — ljmc* représente, a faible vitesse, 1'énergie cinétique newtonienne, on définit 1’énergie
cinétique einsteinienne par :
G=(y- 1)mc?

1.2 . — Energie de masse

Ce concept d'énergie associée i la masse d'un corps a été pergu pour la premiére fois par Poincaré
en 1904, puis développé par Einstein en 1905.

D’aprés ce qui précéde, contrairement i ce que I'on a, en mécanique newtonienne, I'énergie totale
d’une particule libre différe de 1'énergie cinétique. La différence & est appelée ['énergie de masse :

=& E=ym* —(y—Umc* doa & =me

C’est donc 1'énergie associée i la seule masse m, indépendamment de tout mouvement. Un simple
calcul numérique montre que cette énergie est considérable, puisque :

pour m=1kg alors & =9 x 10'®]

L’énergie de masse traduit ainsi une équivalence fondamentale entre masse et énergie et, en derniére
analyse, une annexion par 1'énergie du concept de masse, lequel fut introduit en mécanique newtonienne
antérieurement i celui d’énergie et donc indépendamment de lui.

On peut souligner cette équivalence en considérant qu’un atome au repos, d’énergie & , et donc de
masse m = £/c*, auquel on fournit une énergie supplémentaire A&y qui provoque une modification
de sa structure interne, voit son énergie augmentée de A& et donc sa masse varier de :

A%

o

Am =

Notons que, pour une particule qui garde son identité, une telle énergie de masse n’est pas disponible.
En revanche, elle I'est, au moins partiellement, lorsque la particule subit une collision inélastique, au
cours de laquelle elle s’est totalement transformée (cf. chapitre 7).

Remarque : Ce qui précéde montre que la célébre formule, £ = mc? , soulignant 1'équivalence entre
masse et énergie, provient d'une analyse approfondie des conséquences de la loi fonda-
mentale de la dynamique einsteinienne, cette derniére généralisant la deuxie¢me loi de
Newton et s’inscrivant naturellement dans le nouveaun cadre spatio-temporel de la relati-
vité. On est ainsi loin d'une pensée hasardeuse, voire magique, telle que celle qui trans-
parait malicieusement dans une caricature connue, dans laquelle on représente Einstein
pensif qui, aprés avoir écrit sur un tableau noir successivement £ = ma® et £ = mb?,
s”appréte i trouver enfin £ = mc” .

Im.3.

Théoréme de I’énergie cinétique
En multipliant par v les deux membres de 1'équation vectorielle du mouvement dp/ds = F on

obtient le théoréme de 1'énergie cinétique :

di& + &) _

= F-v=P ou d&+&)=Pdr=0oW
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ce qui donne, en intégrant entre deux dates quelconques :
Afe+ &) =W soit AE=W

en introduisant la somme &£ de 1'énergie cinétique &; et de 1'énergie de masse &; ; &£ est I'énergie
rotale de la particule libre :

£=£;+£u=ym2

Ainsi, la variation de 1’énergie £ de la particule libre est égale au travail de toutes les forces.

Exemple : Un électron, de vitesse initiale v;, est soumis & un champ €lectrique constant E paralléle
a v;. L'application du théoréme de 1'énergie cinétique entre 1'instant initial o 1'électron est en O et
I'instant final ot 1l est immobile, donne :

d £ !
%z—eE-v d’onl Sf—&:é}]{—é},;‘:—e[ E-dr=—¢E-QA = —¢Ex

1
si x estla coordonnée de OA , selon la direction du champ, & 1'instant final.
Concrétement, pour &; = 1 MeV et x = 10 cm, le champ E nécessaire pour immobiliser
I’électron vaut :
_ G _ 107

107 V.m—!
ex_(],l_wvm

E

III.4 . — Théoréme de I’énergie
Dans I'équation précédente, on peut, comme en mécanique newtonienne, distinguer dans la puis-

sance des forces, celle des forces qui dérivent d’une énergie potentielle, laquelle s"écrit —d &,/ dr, de
la puissance Pinc) des autres forces éventuelles, non conservatives (cf. Mécanigue). Il vient :

dég d

F-v=——"4Prlgw) dot —(&+&+E,) =P

dt di

ce qui donne :
A&+ &g+ &) =P dr = sWH)
En intégrant, on obtient :
A(E+me? + &) = win)

Ainsi, pour toute particule, on peut dire, par analogie avec la mécanique newtonienne, que la dérivée par
rapport au temps de 1'énergie totale, somme des énergies cinéfique, de masse et potentielle, est égale &
la puissance des forces gui ne dérivent pas d’une énergie potentielle.

II.s.

Conservation de 1*énergie

Lorsque, comme ¢'est souvent le cas en relativité, Whe =0,ona:
S+ &+ & =ymPt +& =Cre

Soulignons bien que ymc® désigne I'énergie de la particule en dehors de son énergie potentielle, alors
que yme® + &, est son énergie totale :

E=6+&+E =ymt + &,
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Exemple : Particule chargée dans un champ électrique

Une particule (masse m , charge g ), de vitesse initiale nulle, est issue d'un point O et accélérée
sous une différence de potentiel V,. Rappelons que 1'énergie potentielle électrique d'une particule
chargée dans le potentiel V' a pour expression &, = gV (cf. Electromagnétisme), ce que 1'on obtient
comme suit :

—~d& =W =F-dr=gE-dr=—qdV dou & =4V

par définition du potentiel V dont dérive un champ électrique stationnaire.

Pour calculer la vitesse de la particule, a la sortie de I"anode, exprimons la conservation de 1" énergie

(Fig. 5.1a). Il vient :
0+ me +g(—V,) = (y — Umc* + mc* +0

Il en résulte que :

y=1- 4Va et tlzc{l—%}uz
mc2 [1 - gV, /(mc?)]2

Notons que le produit gV, doit étre négatif; s’il s’'agit d'un canon de microscope électronique, les
particules sont des électrons g = —e < 0 et V, = 0.

Sur la figure 5.1b, on a représenté B = wv/c en fonction de la quantité sans dimension
@ = —qVa/(me®). Pour @ = 2, ce qui comrespond A une tension d’accélération de V, qui vaut
2m,c? = 1,024 MV pour des électrons, la vitesse vaut :

g\ 12
t'ZCX(g) =0,%¢

MNotons que la tension nécessaire pour donner une telle vitesse & des protons est ZMPCZ = 1876 MV.

Cathode Anode Diétecteur B=vlc
_______ _|__ —_———————— 1________'__;____;______.
Vide //"
L 1 1 -‘PICZ
L L —_ 0 1 2 3
a) b)
FIG. 5.1.

Il est instructif de comparer les expressions einsteinienne et newtonienne de la vitesse. Pour cela,
utilisons les indices E et N pour désigner ces deux expressions respectivement :

t"I:"I.-...l 1 qVa - 1’.]2.-...1 1 4V, 3 29V, ?
Pl R = il mmeE T\ T

. V- _ /2
g?ﬂ 1+§ﬁ+... gt'_ﬁ 1+§an+”_ avec 1wy = ﬁ
c 2 me? c 4 mc? m

1/2
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Il en résulte que :

vE—uy _34qVa Av _ 3|gVy|

= <0 it
Uy 4 me? sot v me?

Pour des électrons ( —gV, = eV,), Av/v < 1% lorsque V, < 7 kV. Pour des protons

(—gVa= —eVy=e|Va|), Av/v < 1% lorsque |V, < 13 MV.

La variable @ = —gV,/(mc?), sans dimension et positive, qui est utilisée dans le graphe de la
figure 5.1b, est commune & toutes les particules. On distingue généralement trois domaines : le premier
est newtonien, le deuxidme einsreinien et le troisigme ultra-einsteinien. Dans ce dernier domaine, on
peut considérer que v = ¢ avec une excellente approximation. Le tablean 5.1 donne les valeurs de
et B pour des électrons accélérés dans un microscope électronique.

V, (kV) 50 100 300 500 1000 3000
Y 1,098 1,196 1578 1,978 2957 6,870
B 0413 0548 0776 0,863 0541 0989

Tab. 5.1.

Im.6.

L’inertie d*une particule dépend-elle de son contenu en énergie ?

(C’est la question & laquelle Einstein a répondu affirmativement dans 1'une de ses publications
historiques de 1905.

Pour établir ce résultat, il considére une particule, de masse m au repos dans le référentiel R,
située i I'origine O ; son énergie est évidemment £,, = mc? . Cette particule émet symétriquement
deux ondes électromagnétiques, chacune d’énergie €/2 ; son énergie dans R , aprés émission, est donc
Ep = mc? — €, puisqu’elle demeure au repos, en raison de la symétrie de 1'émission.

Dans le référentiel galiléen R’', de vitesse v selon I'axe Ox, parrapport & R, les énergies pré-
cédentes deviennent, respectivement :

Ery =Yy = ymc* et &y, = yEyp =y(m’ —€)
avec y=(1 —tg,fcz}_lfz.llenrésulte que :

Eoy—Em=(r =1 et Ep—Ep=(y-1)(m-5)¢
Comme ces différences représentent les énergies cinétiques de la particule, par rapport & R', avant et
aprés 1'émission d’ondes, on en déduit que, si une particule céde I'énergie €, sa masse diminue de
e/c? :
£
Map = May = ~3
La masse d'une particule dépend donc de son contenu énergétique.

Ordre de grandeur : Pour un atome de mercure de masse m,, = 187 GeV , qui émet symétrique-
ment deux ondes d’énergie 5 eV, la diminution relative de masse est :

€ 2x5

— ~ —10
Mapc? 187 x 109 0,53 % 10
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IV. — RELATION ENTRE QUANTITE DE MOUVEMENT ET ENERGIE

IV.1.— Particule de masse non nulle

La relation entre la quantité de mouvement p et I'énergie £ d’une particule libre, de masse non
nulle, peut étre établie en éliminant la vitesse entre les expressions de la quantité de mouvement et de
I'énergie :

mv me*

N e R (S

I suffit pour cela de calculer la quantité £2 — p?c? :

2— 2: — =
&P = e T T wE = 1 w)a

2.4 2,22 2.4 2
mc m-vc mc v

2
Notons que cette quantité est, au coefficient multiplicatif ¢* prés, la norme du quadrivecteur quantité
de mouvement-€énergie. En effet , le carré de la pseudo-norme 4 — p s’écrit explicitement :

EZ
apl? = & —p? = m2c

On retiendra donc :

& p2P = mict

Surla figure 5.2, on a représenté un triangle rectangle ABC dans lequel £ est1'hypothénuse AC =& .
1l s’agit 14 d’un simple moyen mémotechnigue s’ appuyant sur la formule de Pythagore bien connue.

L'exploitation technique de la relation entre quantité de mouvement et énergie est grandement
facilitée si I'on exprime les énergies en MeV , les quantités de mouvement en MeV-c~! et les
masses en MeV -c~2 . Par exemple, on dira pour un proton, de masse mp = 0,938 GeV- c 2, etde
quantité de mouvement p = 1 GeV-c~!, que son énergie vaut £ = 1,371 GeV .

Remargue : Larelation entre p et £ s’écrit anssi :
1
p= _(gz _mch}uz
c
La quantité de mouvement n’a donc de sens que dans les deux cas suivants : £ = mc? et
£ < —mc? . Cette dernidre possibilité a été 4 I'origine de « 'invention » des antiparticules
par le physicien anglais P. Dirac en 1930, ce qui lm valut le prix Nobel en 1933. Les

positrons ont été découverts deux ans plus tard, en 1932 par I'américain C. Anderson,
lequel regut pour cela le prix Nobel en 1936 (cf. chapitre 8).
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IV.2.— Particule de masse nulle

La relation entre 1'énergie £ d'une particule libre et sa quantité de mouvement p garde un sens
pour m = (), puisque le facteur y devient alors infini. Dans ce cas, elle se réduit & :

E=pc

Il en est ainsi pour les photons, particules associées aux ondes électromagnétiques. Cette prévision théo-
rique a été expérimentalement confirmée par 1'effet photo-électrique et 1’effet Compton (cf. Guantique).
i) Selon 1'effet photo-€lectrique, interprété par Einstein en 1905, le photon est la particule, d’éner-
gie hw, que I'on doit associer au rayonnement électromagnétique monochromatique de fréquence »,
h=6,626 x 10~**J.s étant la constante universelle de Planck.
i) Selon I'etfet Compton, interprété par A. Comptonen 1923, la quantité de mouvement du photon
est hefc.
Ainsi, en relativité, I'énergie généralise le concept de masse et le remplace comme caractéristique
essentielle de la matiére.
Pour des photons associés i une onde monochromatique plane, de longueur d’onde dans le vide A,
retenons :
[ [ 1239.8
E=hv="h- it &leV)=h—=—"+
v a (V) eA  A(nm)
Par exemple, les photons produits dans un laser hélium-néon, de longueur d’onde A = 632, 8 nm, ont
I'énergie £ = 1,96 eV et la quantité de mouvement p = 1,9 eV-c!.

Remargue : Certains auteurs associent parfols au photon une masse non nulle égale au rapport de
son énergie hv sur ¢, ce que n'ont proposé ni Poincaré, ni Einstein. En dehors de son
inutilité, ce concept pose au moins le probléme suivant : le rapport de 1'énergie d'une
particule sur ¢* suppose que la particule puisse &tre au repos dans un certain référentiel ;
c’est précisément ce qu'il est impossible de réaliser avec un photon, dont la singularité
éminente est précisément d’avoir toujours la méme vitesse ¢ par rapport & n'importe quel
référentiel galiléen.

Iv.3.

Particule plongée dans un champ électromagnétique

5i la particule est chargée (charge g ), ce qui suppose que sa masse ne soit pas nulle, et plongée
dans un potentiel électromagnétique ( V', A ), sa quantité de mouvement totale ou impulsion p, et son
énergie totale & sont respectivement :

p,=ymv+gA et & =ymc +qV

On adonc :

(E; - qV)z - (P: - qA}zcz = nict

Pour un €lectron d’énergie totale 2 MeV , i la sortie d"une anode portée au potentiel V = 0,5 MV,
on a, en "absence d'effet magnétique :
1

(&+ eV)2 —pet=mic* dou p= - [(&+ eV}2 —mic*]

V2 _ 5 44 MeV ¢!
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IvV.4.

Systéme de particules
a) Quantité de mouvement d’un systéme de particules

Comme en mécanique newtonienne, la quantité de mouvement d un systéme de particules est la
somme des quantités de mouvement de chacune des particules ; ¢’est donc une grandeur additive :

kil

2 =12
PZZP;' avec p; =vyimv; et }‘::(l—c_fg)
i

b) Energie d’un systéme de particules

L'épergie £ d'un systéme de particules est la somme de I'énergie de chacune des particules aug-
mentée de leur énergie d'interaction ; ce n'est donc pas une grandeur additive :

—1/2
5=Zfr+5p;n avec & = ymc et y,-:( —g')

c) Masse d’un systéme de particules

Un systéme complexe vu i grande distance devant ses dimensions se comporte comme une par-
ticule. Aussi la définition de sa masse M doit-elle étre compatible avec celle d’une particule unique,
précisément :

2 2 24 s l 2y1/2
E£2- P =M don Mzﬁ(E—ch)
si £ et P sont respectivement 1'énergie et la quantité de mouvement du systéme libre. On voit que
M est aussi une grandeur invariante (par changement de référentiel galiléen) et constante (au cours du
temps).

En revanche, ce n'est pas une grandeur addifive : la masse d'un systéme matériel n’est pas, en

général, la somme des masses des particules qui le constituent :

M#ZMI

Montrons-le sur I'exemple simple de 1’atome d’hydrogéne globalement au repos, constitué d'un électron
et d'un proton. On sait que, dans 1'état fondamental, la somme des énergies cinétique et potentielle du
systtme vaut £y = —13,6 eV, alors que les énergies de masse sont respectivement m,c? et J'ﬂ,_pe:2 .
Comme la quantité de mouvement de 1'atome est nulle dans le référentiel du laboratoire, il vient :
£ mct +mpc® + &y
e &M

La différence vaut précisément M — (m, + mp) = Eu/c? = —13,6eV-c 2

V.— PROBLEME DE KEPLER EN RELATIVITE RESTREINTE

Comme en mécanique newtonienne, le probléme de Kepler ou de Coulomb en relativité restreinte
consiste A éudier le mouvement d’une particule A , de masse m , soumise & une force centrale passant
par le centre attractif ou répulsif O, dont I'énergie potentielle est £,(r), r étant la coordonnée radiale
définie par la norme du vecteur position QA , la coordonnée angulaire orthoradiale étant ¢ (Fig. 5.3a).
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a)

FiG. 53,

V.1.— Etude générale
Ecrivons les équations de conservation du moment cinétique et de I'énergie respectivement :
Lo=0Axp=re = ym(re +rpe,) =ymi*pe, = Cte et (y - Lme* -I--J"m:2+c.‘.}J =Cte

Par conséquent :
ymrrpe, =Cte=L et ym?+ & =Cte =&

De 1I'équation précédente, on tire aisément :

?_&_E;
me?
En outre, on a, en introduisant la variable ¥ = 1/r , comme en mécanique newtonienne (cf. Mécanique) :
. L . dr dr du ¢ du L du
22420t b L o j9r_Ccrcu. _ecu__ >
v tre avec ¢ ymrd S dud;a‘p wuldeg ym d g
Ainsi : 5 5
1 L d
—1-pgr=1- L
¥ yme de
ce qui donne :

12 duy?
2z
=14 — || W
Y ¥ e [(dso) * ]

En identifiant les deux expressions de 32, on trouve :

2 [fdu)? &-&\
”@[(cﬁ) “‘2]‘( =

d’ou I'équation différentielle en u :

2 2
du = mc | (& & 1
deg I mel
Dérivons cette équation par rapport & ¢, afin d’obtenir une équation différentielle caractéristique du

second ordre :
zd_u ﬂ-}-u — &-& d_(f_,,d_r
de \ dg? 2\ mc? dr de




98 5. Dynamique et énergétique einsteiniennes. Energie de masse

d'on :

& u m (E}—Sp) dé&, dr du

@4—13:—@ ——  pulsque -— =—r"—

me? dr de de

Finalement :

2
d—u-#—u:f(u}% avec flu) = m (8;—6}.)

dg? I me?
Notons que, dans le cas newtonien, & — & ~mc*, d’oi: f(u) = m/([*®) .

Appliquée au mouvement d'une particule soumise & une force coulombienne, attractive ou répul-
sive, dont I"énergie potentielle est de la forme & = K /r, I'analyse précédente donne :

m [(&—-E&NdE  m? (§—K/r\K  mK (£ —-Ku\  K§ I(zu
2r \ mcd dr I? me? met T

2 12
d'oli I'égquation :

d?u K2 K&,
— 4+ |l == Ju=—
dg? 22 122
Comme K peut étre positif ou négatif, posons K = ¢|K]| , avec £ = —1 si le potentiel est attractif et et
= =1 g’il est répulsif. On peut donc écrire :
d2
Yokt =-

5+
de¢
avec k2 = | — K*/(L*&) et p = [*c*{(&,K]) . La solution de cette équation différentielle est :
£
1 = Acos[k(p + @a)] — »
soit, en introduisant I'excentricité ¢ = Ap et 'angle ¢ pour lequel r =p/(—=+¢) :

2
r= P avec Kzzl—Kz —LCZK:!

= —— e p=—
—& + ecos[k(p — @o)] 132 & /K|

On restitue 1’expression newtonienne de r en faisant ¢ infiniet ainsi x = 1.
i) 51 1'interaction est aftractive (¢ = —1)avec ¢ < 1, etsl k = 1, la trajectoire est une ellipse,
d'équation :
r= Y
I +ecos[k(¢ — po)]
dont le grand axe tourne, & chaque révolution, de 1"angle faible (Fig. 5.3b) :

2ar 1 N 7K

En effet, pour k¥ = 1, la période de I'angle ¢ — ¢y est 2, alors que pour k # 1, cette période vaut
2ar k.
Pour ¢ > 1 et ¢ = 1, on obtient respectivement une hyperbole et une parabole d’axes tournants.
i) Sil'interaction est répulsive (¢ = 1), et si k == 1, la trajectoire est une hyperbole tournante
d'équation :
r= P
—1+ ecoslk(¢ — gu)]
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V.2.

Applications
a) Trajectoire de la planéte Mercure autour du Soleil

Dans le cas du mouvement de la planéte Mercure, en orbite autour du Soleil, I'analyse précédente

donne : % -
K| = GMM, L=Myryvy don —= 5 —0,1644 % 1072
Le FmUpC
car la masse Mg du Soleil, la distance (minimale) r, de la planéte au Soleil, au périhélie, et la vitesse

(maximale) v,y, en ce point, valent respectivement :

My=1,99%10%kg 1y =0,307 x 149,6 x 10° m= 0,459 = 10" m et 1y = 58km-s!

On trouve :
K 2
6:17(5) =% 0,027 x 107° =0,0848 x 10~% soit & = 0,017 seconde d'arc

par révolution mercurienne, laquelle dure 0, 24 x 365,25 = 87,67 jours. Pendant un siécle, I'avance
du périhélie de Mercure est donc :

100 x 365,25

% 0,017 = 7 secondes d'arc
87,67

Expérimentalement, on a constaté une avance du périhélie de Mercure proche de 43 secondes d'arc,
c’est-a-dire une valeur six fois plus grande que ne le prévoit la relativité restreinte. Cet écart important
ne fut interprété qu’en 1916 par Einstein, dans le cadre de la relativité générale (cf. chapitre 10).

b) Trajectoire d’un électron autour d’un proton

Dans le modéle de Bohr de 'atome d’hydrogéne, I'électron a une trajectoire circulaire autour du
proton. Calculons la valeur de 6 correspondant i 1'état fondamental (cf. Quantigue) :
—14 .. K] e —29
L=h=105=x10""T-s don ~— =0,0073 avec |[K|=-——=23x107"J-m
Le dareg

On en déduit :
aK?

4= I2c2

= 167,4 % 10~° soit & = 33,4 secondes d'arc

VI. — FORMULES DE TRANSFORMATION DES FORCES

VI.1.

Quadrivecteur force

Rappelons la définition du quadrivecteur force introduit lors de I'énoncé quadridimensionnel de la
loi fondamentale de la dynamique d’Einstein :

d(4-p)

Y="4r

. dymc dp
soit 4f = (?T‘ ?E)

puisque 4-p = (ymc,p) et dv = dr/y. Comme :

d(ymc?)

d
=yF-v et —sz
dr dr
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le quadrivecteur force s’explicite selon :
4-f = (yF - v/c, yF)

Ainsi, ce quadrivecteur admet, comme composante « temporelle », une grandeur associée i la puissance
P de la somme des forces qui s’exercent sur la particule.

VI.2.— Formules de transformation

On déduit de la définition du quadrivecteur force les formules de transformation suivantes, par
changement de référentiel galiléen R et R’ :
YF-vje=y. (YF -V /c+ B.YF)
YF: = Y. (T'JF; + B.y'F' - "J"‘:)
vFy=vF,
yF: = T’F;

On condense souvent les trois derniéres formules en distinguant la force longitudinale F, , suivant la
direction O du mouvement, et la force transversale F,; , normale a cette direction :

YEy = vy (F’;; +B.F - V’f’c) yFL =yF|

VI.3.

Exemples
a) Force d’interaction enire deux électrons de méme vitesse

Soient deux électrons A; et A, qui se déplacent & la méme vitesse v par rapport au référentiel R,
normalement 4 la droite qui les joint (Fig. 5.4). Les forces F| et F , qui s’exercent respectivement sur
Ay et Ay, dans le référentiel R’ 1ié aux particules, sont d’origine électrostatique :

P

el 1 q°

2%

Dans R , les formules de transformation, relatives aux forces transversales, s'écrivent :

4
et EE:EE" en posant q§=4w.eu

2y —1/2
1 =¥F,  yFa=9'F, avec ?=(1——) et ¥ =1

Par conséquent :

2 AL 2 232
Flz—g—;(l——) e et ng%(l——) ¢

o2

Remarques : 1) Pour v < ¢ , ces forces deviennent, puisque posoc® =1 :
el po e2v?
F, = S i il

! dareyd? YT wm2EY

On reconnait, avec le second terme, une force attractive d’origine magnétique.

F=-

2) On constate que 1’on a ici, comme en mécanique newtonienne, F; + F; = 0. Cepen-
dant, ce résultat n'est pas général comme le montre I'exemple qui suit.
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Ef
Fic. 5.4.

b) Force d’interaction entre deux électrons de vitesses différentes

Considérons deux électrons dont I'un A; est fixe dans R et I'autre A; a une vitesse v, par
rapport & T, constante et dirigée suivant la normale & A;A; (Fig. 5.5). Dans R, la force répulsive
F., qu'exerce A; sur Ay, dans la configuration représentée o la distance A;A; vaut d,est:

S |
AL D
daeg d? d?
Dans R’ liéa A, , la force F’l qui s'exerce sur A; est]’opposée de la précédente. A I’ aide des formules
de transformation des forces, on peut obtenir F, . En effet, les forces étant transversales ,ona:

yiF1 = %1F
oit y; = 1 puisque v; = 0 et ¥} = (1 — v*/c?)~"? car v} = —v . Finalement, on trouve :
4

— 4 —
F,=v 1——mey?§—ﬁb

Ainsi, dans cette formulation classique des actions électromagnétiques entre particules chargées, 1'op-
position des actions réciproques n'esr pas satisfaite.

CONCLUSION

Retenons les résultats essentiels.
1) La loi fondamentale de la dynamique d'Einstein, dans un référentiel galiléen, se met sous une
forme analogue i celle connue en dynamique newtonienne :

d v
d—‘;:F mais p =ymyv avec 1-'={1—,C32}_1‘J2 et ,B=E

2) On en déduit, comme en mécanique newtonienne, le théoréme du moment cinétique :

dL,
d—;J=OA><F avec Lp = 0A x p = OA x ymv

51 la force qui s’exerce sur la particule est centrale, le moment cinétique se conserve.
3) On en déduit aussi le théoréme de 1"énergie :

d ¢ - 2 2
1 T
I(é}+&;+£}_1:v" ot E=(y—1me et & =me

sont respectivement I'énergie cinétique et I'énergie de masse de la particule; £, désigne 1'énergie
potentielle et P™ la puissance des forces éventuelles qui ne dérivent pas d'une énergie potentielle.
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4) La relation entre la quantité de mouvement p = ymv et I'énergie £ = ymc® d'une particule
libre, de masse m, est :
22 = miet

Pour des particules de masse nulle, telles que le photon, cette relation se réduit a :
E=pc

51 une particule chargée est plongée dans un potentiel électromagnétique ( V, A ), la relation précédente
devient :
(£ —qv)’ — (p, — qA)’c" = m'c?

£, étant I'énergie totale et p, = p + gA la quantité de mouvement totale ou 1'impulsion.
5) Enfin, le quadrivecteur force :
4—f =(yF-v/c vF)

généralise le concept newtonien de force.

EXERCICES ET PROBLEMES

P5- 1. Expressions de la loi fondamentale de la dynamique einsteinienne

1. Ecrire la loi fondamentale de la dynamique einsteinienne du point matériel, dans le systéme de
coordonnées intrinséques.

2. Etablir 1a relation entre la force F, qui s'exerce sur une particule de masse m, sa vitesse v et
son accélération a .

P5- 2. Durée de traversée d’une galaxie par un proton

Un proton d'énergie 10'° GeV , traverse une galaxie suivant son diamétre qui vaut 10° année-
lumiére. Comparer la durée de la traversée pour un observateur terrestre i celle mesurée dans le référen-
tiel lié au proton.

P5- 3. Energie cinétique d*une particule rapide. Approximation newtonienne
On admet qu'une particule est rapide lorsque :

& — &Y
&g -

Sf désignant 1'expression newtonienne de 1'énergie cinétique et £ un nombre positif trés inférieur
i I'unité.

1. Trouver, en fonction de = et ¢, la vitesse v, de la particule séparant les domaines newtonien
et einsteinien.

2. Calculer 1'énergie cinétique d'un électron et d’un proton de vitesse v,., en fonction de =.
Cason = =0,01.
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P5- 4. Différentes expressions de la quantité de mouvement et de I’énergie cinétique

On désigne respectivement par p et £ la quantité de mouvement et 1'énergie cinétique d’une
particule, de masse m.

1. Rappeler les expressions de & et p en fonction du facteur relativiste . En déduire & en
MeVet p en MeV ol pour un électron de vitesse 0,99¢.

2. Trouver pc en fonction de & . Application au cas d'un proton d'énergie cinétique 6 GeV et &
celul d’un photon d'énergie 2keV .
P5- 5. Energie cinétique et énergie de masse

Quelle est la vitesse d'une particule, de masse m, dont 1'énergie cinétique est le quart de son

énergie de masse ? En déduire le rapport de sa quantité de mouvement sur mic 7

P5- 6. Relation entre les variations de vitesse, de quantité de mouvement et d*énergie

1. Exprimer, pour une particule de masse m, la variation relative de vitesse dv /v et la variation
relative de quantité de mouvement dp,/p , en fonction de la variation relative d’énergie d £/ .

2. Etudier le domaine des hautes énergies défini par £ = mc® .

3. Etablir, en fonction de 8, I’expression du facteur o reliant la variation relative d’énergie ciné-
tique d'une particule  la variation relative de quantité de mouvement :

d & d

L L

Ek P
Représenter graphiquement « en fonction de S . Quelles sont les valeurs de o dans les cas extrémes
B=let =17
P5- 7. Calcul de B et y pour des électrons et des protons

I.Calculer 8 =v/cet y=(1- B2~ pour des électrons d’énergie cinétique :
10; 50; 100; 300:; 500keV

1; 2:; 3:; 5:; 10:; 30: 50; 100: 1000 MeV

2. Méme question pour des protons d’énergie cinétique :
1; 2; 3; 5; 10; 30; 50; 100 MeV 1; 10; 20; 50; 100GeV

3. On associe i ces particules en mouvement une onde dont la longueur d’onde est donnée par la
relation de De Broglie : Apg = t/p, I étant la constante de Planck.

Calculer les différentes valeurs de Apg . On présentera 1’ensemble des résultats sous forme de deux
tableaux, I'un relatif aux électrons et 1’autre aux protons.
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P5- 8. Energie d’un systéme de deux neutrons

Deux particules A; et A; se dirigent I'une vers 1'autre suivant un méme axe Ox d'un référentiel
du laboratoire R : A; alavitesse Bic et Ay la vitesse —pBac.

1. Quelle est1’énergie de A; dans R et dans le référentiel R',1ié & A, en translation par rapport
amr ?

2. Trouver 1’énergie de I'ensemble, successivement dans R puis dans R’ .

3. Etudier le cas particulier oil les deux particules sont des neutrons de vitesses opposées :
B1 = B2 = 0,6. Calculer le rapport des énergies £ et £ du systtme dans R et R'. Commen-
ter.

P5- 9, Force d’interaction entre deux particules chargées animées d’une méme vitesse constante

Calculer, dans le référentiel du laboratoire R , 1a force d’interaction entre deux électrons se dépla-
gant, i la distance d = 1 mm 1'un de 1'autre, avec la méme vitesse constante v, pour les deux valeurs
suivantes de 1'énergie cinétique : £, = 1 keV puis £ =1 MeV .

P5- 10. Lois de la réflexion sur un miroir en mouvement

Une onde lumineuse subit une réflexion sur un miroir plan d’un référentiel R’', en translation
rectiligne uniforme, & la vitesse u = we,, par rapport au référentiel du laboratoire R . Le plan du
miroir coincide avec le plan @'y'z". Un rayon lumineux, contenu dans le plan O'x'y', tombe sur le
miroir en (¥ , en venant d’une source placée dans la région des y' négatifs, et subit une réflexion ; on
désigne par i’ et r' les valeurs absolues des angles incidents et réfléchis.

1. Rappeler la relation entre i’ et . En déduire les composantes dans R’ de la vitesse de la
lumiére.

2. Quelles sont les composantes de la vitesse de la lumiére dans R ? En déduire les valeurs abso-
lues des angles incident { etréfléchi r dans R, en fonction de i et B. = u/c . Conclure.

3. Montrer que 'on a :
SINicosi — Sin rcosr

ﬁez

Calculer 8, danslecasoi i =w/6 et r = w/4.

sini + sinr

4. Sachant que la longueur d’onde du rayon lumineux dans R’ est A’ = 632, 8 nm , que devient
cette longueur d'onde dans R 7

P5- 11. Masse d'un systéme de deux électrons

Deux électrons A; et Az se dirigent I'un vers 1'autre, dans le référentiel du laboratoire R, avec
des vitesses de sens opposés, respectivement (3c/4)e, et (—c/4)e,.

1. Calculer, dans R, en négligeant I'interaction électromagnétique, 1'énergie £ du systéme en
MeV, ainsi que sa quantité de mouvement P en MeV.c ™!,

2. Quelle est la vitesse d une particule dans le référentiel R’ dans lequel 1'autre est immobile ?
3. Que deviennent dans R’ 1'énergie £ et la quantité de mouvement P du systéme ?

4. Calculer la masse d’un tel systéme et la comparer 4 2m.¢* . Commenter.



Dynamique et énergétique einsteiniennes. Energie de masse 105

P5- 12. Masse d*un systéme de deux photons

Deux photons A; et Az, d énergies respectives 50 MeV et 20 MeV , se dirigent 1'un vers I'autre,
suivant "axe Ox du référentiel du laboratoire R , avec des vitesses opposées, respectivement ¢ et —c .

Trouver 1'énergie, la quantité de mouvement et la masse de ce systéme.

P5- 13. Oscillateur en dynamique d’Einstein

Une particule A, de masse m , se déplace le long d’un axe galiléen Ox, sous 1'action de la force
de rappel F = —Kxe, .

1. Etablir, en mécanique newtonienne, 1’ équation différentielle du mouvement a partir de 1'énergie.
En déduire I'équation du mouvement, en introduisant la pulsation propre ey, sachant que, pour une
vitesse nulle, la valeur maximale de 1'élongation est A . Quelle est la somme de 1'énergie cinétique et
de I'énergie potentielle de I"oscillateur ?

2. Ecrire le théoréme de 1’énergie en dynamique d’Einstein. En déduire I'expression de la vitesse.
3. On introduit # tel que x = Acos# . Montrer que la période T peut étre obtenue & partir de

I'intégrale suivante :
1+2
/ + 2asin’ # »
" (1 + 2arsin® (14 2asin®)1/2

a étant un facteur que 'on exprimera en fonction de wy, A et ¢. Calculer e, pour une €nergie
newtonienne de I'oscillateur égale & I'énergie de masse de 1'oscillateur.
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Electmdynamique des particules rapides

Cette €¢tude est le prolongement naturel, dans le domaine des grandes vitesses, de celle bien connue
en mécanique newtonienne, du mouvement des particules chargées dans un champ électrique et dans
un champ magnétique uniformes et stationnaires (cf. Mécanigue). Elle est indispensable car les vitesses
acquises par les particules chargées, dans la plupart des systémes d’optique corpusculaire (accélérateurs
de particules, microscopes €lectroniques, spectromeétres de particules), sont trés souvent de 1'ordre de
¢. Méme si on se limitait aux champs uniformes et stationnaires, le sujet resterait trés vaste.

Mous nous proposons icl de présenter 1'étude einsteinienne et de restituer 1’approximation newto-
nienne.

I.— PARTICULE DANS UN CHAMP ELECTROMAGNETIQUE

I.1.

l:‘:quntiorls du mouvement

Les équations dittérentielles du mouvement d une particule, de masse m et de charge g , soumise &
1"action d’un champ électromagnétique constant ( E, B ) sont obtenues en appliquant la loi fondamentale
de la dynamique d’Einstein, dans le référentiel du laboratoire R . Ce référentiel est galiléen, avec une
excellente approximation, puisque, a la fois la pesanteur mg et la force d’inertie de Coriolis (terrestre)
—2mi} = v sont négligeables comparées a la force électrique gE. On a donc, en tenant compte de
I'expression de la force de Lorentz (ct. E"!ecrmmgnéﬁm) :

d —1/2

d—l: =g(E+vxB) avec p=ymv et y= (1 - —)

Pour exploiter une telle équation vectorielle, projetons-la dans la base du référentiel R , en choisissant
pour la commeodité I'axe Oz selon B, O étant le point o se trouve la particule & 1'instant initial
(Fig. 6.1); 1l est judicieux aussi d’adopter un plan Ozx contenant la vitesse inifiale v;. Il vient :

Px E; Uy 0 Pr = gqE; + QU)\B
Py =4q|Ey +qlvy x |0 dott py=gE, — quiB
P E; v B P: = qE;

On ne peut exploiter ce systeme d'équations différentielles qu’en exprimant la vitesse v en fonction de
p.selon:

2 2
_ b _ B 2 2_ 34
V=F T Pateaaya o £ ope=mi
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Le systeme d’équations différentielles s’ écrit alors :

. Be
Px=qE: + qp;'.

. gp:Be
Py =gk, - ;'-
P =qE;

En raison de la présence de I'énergie £ qui s’exprime en fonction de p, la résolution des équations
différentielles est techniquement plus complexe qu’'en mécanique newtonienne. Aussi étudierons-nous
principalement les cas oii le champ électromagnétique se réduit soitd E soita B .

Une fois la quantité de mouvement obtenue, grice a la prise en compte de sa valeur initiale, on
accéde a la vitesse v par la relation v = pc®/£€. On en déduit les équations paramétriques de la
trajectoire en les intégrant & 1'aide des conditions initiales sur la position.

Remarque : La complexité technique du systéme d'équations différentielles a résoudre peut Etre
contournée par les moyens actuels de calcul numérique, tels qu'on peut aisément se les
procurer, par exemple en utilisant le logiciel matlab (ct. annexe 3).

I.2. — Aspect énergétique
Le champ électromagnétique étant stationnaire, la force magnétique ne travaille pas, puisque :
glvxB)-v=0
Le travail élémentaire de la force de Lorentz a donc pour expression :
W =gE - vdr = —ggrad V- dr = - d(gV)
Il en résulte que la force électrique dérive de I'énergie potentielle &, = gV, laquelle est définie & une
constante additive prés, sans intérét. Il en résulte que 1'énergie totale de la particule dans le champ
électromagnétique a pour expression :
=&+ &+ E =y - Dme® +met +qV o & =yme® + gV

La relation entre &; et la quantité de mouvement p = ymyv est alors (cf. chapitre 5) :

(& —qV) —p'd =m'c?
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II. — PARTICULE DANS UN CHAMP ELECTRIQUE CONSTANT

1I. 1. — Equations différentielles du mouvement

Lorsque le champ électromagnétique se réduit & un champ électrique E constant, ¢’est-a-dire
stationnaire et uniforme, la loi fondamentale d’Einstein se simplifie selon :

dp
— =gE
dr 4

Choisissons un référentiel galiléen du laboratoire R = Oxyz, tel que O soit la position initiale de la
particule (Fig. 6.2), Ox soit orienté selon E et Oxy contienne la vitesse initiale v; qui fait I'angle a;
avec E. On rend ainsi I'analyse commode sans en restreindre sa généralité. En projetant dans la base
de R, onobtient :

P E Pe=gE Px = qEr + Pix
py=qg|0 d’ou py=0 et py=Cte =p;,
P; 0 p,=0 p,_=Cte=pa='[]

puisque v; = (. La trajectoire est donc contenue dans le plan Oxy formé par E et v;. Quant aux deux
autres composantes de la vitesse, elles s’ explicitent selon :

(qu +pi,x}fz : .p:',ycz

v”=Xx= 172 w=y= 1,2
[m2c4 +cgEt +pic )2 + ezpfy] [m264 + A(gEt + pi <) + ¢ ,-,,,]

¥i

F1G. 6.2,

II. 2. — Mouvement rectiligne

Comme en mécanique newtonienne, on obtient un mouvement rectiligne lorsque la vitesse initiale
¥; est nulle ou paralléle au champ E. En effet, dans ce cas, p;, = 0, d’oit p;, = p; . Le mouvement
est alors rectiligne suivant la direction de E . On a, en effet, d"aprés ce qui précéde :

(qEt + pi)c . (gEt + pi)/(mc) et §=0

" 2+ @B+ p )2 (14 (qBr+ pi (n2e?)]

Cette derniére équation donne immeédiatement : y = Cte = 0. On en déduit x en intégrant. Posant :

Et + p.\gE
_z(q 1+ pilg d

avec dw=
m2e2

Et + p;)?
t!.r=l+—((jl +f'}

mie
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il vient, en substituant :
2 2 2q1/2
d mc® Et+ p;
e=me fdw _me up oo me [ @EERTNT
gE | 2uwlY/?  gE qE m2c?
Par conséquent, en tenant compte des conditions initiales sur la position {x =0 & r = 0), on frouve :

_mc (gEr+p)*] " 71"
x_qE{[1+ Py ] _[1+m2c‘3]

I1. 3. — Particule initialement au repos
a) Variation de la vitesse et de la posifion au cours du temps
Lorsque la vitesse initiale est nulle, on a, puisque p; =0 :

b= qErc? _ ayt o av — qE
T M @B (1+ &R A) Y m

est I'accélération newtonienne bien connue. L'intégration donne :

x= antd! = 2 l-}—ﬂ%"f2 " + Cte
(1+ak2/c)i2  ay e

Si on tient compte de la position initiale de la particule, on trouve :

e ¢
X:ﬂf[(1+—) —l] ol hH=—
? an

est une durée caractéristique du mouvement. Les graphes de &(r) et x(r) sont représentés sur la fi-
gure 6.3. En pointillés, sont rappelées les deux courbes newtoniennes bien connues :

N ay.i‘z
X=ayt et x= —

Ainsi, en relativité, le graphe de x(r) n’est pas une parabole, mais une branche d’hyperbole, d’équation

cartésienne :
xta\* [\ .
iy 1y -

Cette hyperbole admet I'axe Ox comme axe de symétrie et la droite x = ¢(r — ;) comme asymptote
oblique. En effet, pour x et r tendant vers I'infini, on constate que x tend vers et de telle sorte que :

2\ 2\ A
X—of =cty (l+1‘2) 1| -cr=er (1+ ’2) — M —etm —ty = —
1 I I ay
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Einstein
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FiG. 6.3.

b) Durée nécessaire pour parcourir une distance déterminée

Désignons par T la durée, mesurée dans R, qui est nécessaire pour que la particule, initialement
au repos, parcoure une distance D, sous I"action du champ E .1l vient, d’aprés I'expression de x(r) :

2 1/2 » D 1/2 D 2D 1/2
(l+f2) -1 d'ot T=(C2+CI;) :(C‘2+ﬂy)

1

D=c¢n

En mécanique newtonienne, on aurait trouvé 1’ expression :

1/2
Ty = (E) < T
ay

Calculons la durée propre T, correspondante, évidemment plus faible que T, en raison de la
dilatation des durées. On1’obtient en sommant les durées propres élémentaires mesurées successivement
dans un référentiel lié a la particule ; lorsque la vitesse est v, la durée propre élémentaire est celle
mesurée dans le référentiel R, qui, 4 I'instant considéré, a méme vitesse que la particule. On a donc :

dr v\ 2 2\ 2\
dr = =(1- =(1- ! =1
=y me r=(-%) = (-iidp) - ()

ce qui donne, en intégrant :
T 2
dt/n X i T c
T,= [dr=t1t ——————— soit T, =argsinh | — avec = —
r f ! o (14212 p = A (fr) ! ay

On retrouve 1'universalité newtonienne du temps en faisant 7; grand devant T ou T, : T, = 1 %
T,fi'; =T.

Remarque : Cerésultat est analogue i celui relatif au mouvement relativiste d'une fusée d’accélération
constante, mesurée par 1’ astronaute (cf. chapitre 4).

II. 4. — Mouvement curviligne transversal

Le mouvement de la particule est curviligne transversal, lorsque la vitesse initiale v; est perpen-
diculaire au champ E. C’est le cas d'une particule lancée entre les armatures d'un condensateur plan,
normalement & la direction du champ électrique : py, = 0 et py, = p; (Fig. 6.4).
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EE st rttt+4]
E

Portion rectiligne

F1G. 6.4,

a) Nature de la trajectoire
Les équations différentielles du mouvement donnent, d’aprés ce qui précéde :
p.=qEf p, = Cte=p; p,=Cte=py =0
dot :
gEic o v pic’
= }l =
[(gEtc)? + p2c? + m2c4) /2 [(gErc)? + p2c? + m2c4)'/?

Ces expressions des composantes de la vitesse s’écrivent aussi :

tfr . pic/&;
= et =
c{l + 2 /)2 4 C{l + 2/ 72)1/2

en introduisant 1'énergie initiale & etune durée caractéristique 7 :

&
gEe

&= (pfcz -}—rwv?c“}“'2 T=
11 vient :

/’ tfr (E)_ /’dw . _1+(f)2
x=cT (1 &) =cr | iz emposant w= ,

Ainsi, puisque x =0 a¢r=0 :
!2 1/2
(1+%) -1
I
Quant a la seconde équation, on 1'intégre selon :

o v () = () mesmn (7)
d{-)=1= h{— )+ Cte
- (a2 “\e) 7 \gg) "ET L

Compte tenu des conditions initiales (y =0 & ¢ =0), il vient :

1/2
xzcrwl’lz-l-—Cte:cr(l—}—Iz) 4+ Cte soit x=cT
r

y—;LEargsmh(r)
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L’équation cartésienne de la trajectoire s’ obtient en éliminant le temps ¢ . Comme :

1/2
x _ £ r gEy
C_'J'+ _(1+f_2) et ;—Sll]h(E)
P

E
X 41 =cosh (U)
cr pic

on trouve :

soit, en remplagant T par son expression :

& E)
x=— [oosh (2) - l]
qE pic
La trajectoire est donc une chainetre et non une parabole comme en mécanique newtonienne (Fig. 6.4).

Ordre de grandeur : calculons la durée caractéristique 7 pour un électron, soumis i I'action d'un
champ électrique, avec £ = 1 MeV et E =10° V-m~! . On trouve :

& & 1x10°

cr=q—E=E_—T=lm d'oi 73 3ps

b) Approximation newtonienne

On retrouve la parabole newtonienne bien connue, i 1'aide d'un développement limité selon la

variable gEy/(p;c) :
E; 1 (qEyv\*
mh(g)aH_(q_P) e
pic 2 \ pic

La formule génémale précédente se réduit donc a:

2
cr (gEy . gE
== — t ==
x 3 (Pﬁ?) soit x (th-,z)yz

puisque & = mc* et p; = mu; .

Quant aux expressions de x, y, x et y,on les obtient en faisant r < 7 :

tfr 1 gEic gE . picl&; pic
=] = A — = /= =y

e ST s Tt T ey T

2 172 2 gE pic i pic (t
x=cT (1-}—{3) -1 mczrmszz et y= (qE)argmnh(r)qu(r) = vt

III. — PARTICULE DANS UN CHAMP MAGNETIQUE CONSTANT

Lorsqu’un champ magnétique agit seul sur une particule, de masse m et de charge g, laloi fon-
damentale de la dynamique, en relativité, s’écrit, puisque le poids est négligeable :
dp

— =gvxB
dr 7
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III.1. — Equations différentielles du mouvement

Comme la force magnétique ne travaille pas, 1'énergie cinétique de la particule est constante. Par
conséquent :

L2\ 12
y:(l_c—z) =Cte doua v=Cte

L’équation du mouvement se simplifie alors selon :

dv B . gB
— =w | VX — ol w, = —
dit B Y

est la pulsation cyclotron . Le résultat est analogue & celul connu en mécanique newtonienne (cf. Méca-
nigque). Cependant, ici, la pulsation cyclotron dépend de la vitesse de la parficule par 1’intermédiaire du
facteur relativiste 7 . Notons que la pulsation cyclotron, ainsi définie, est une quantité algébrique qui a
le signe de la charge électrique.

Lacomposante vy de la vitesse, suivant le champ magnétique uniforme et stationnaire, est aussi
une constante. En effet, en multipliant scalairement les deux membres de I'équation vectorielle précé-
dente par B, il vient :

d(v-B) dv B .

~dr " dr ‘B =w. (vx E) B=0 dou v-B=vyB=Cte et vy ==Cte
Ainsi, le vecteur vitesse d’une particule plongée dans un champ magnétique stationnaire évolue

de telle sorte que sa norme et sa composante selon la direction de ce champ soient des constantes. Ce

vecteur précessionne donc autour de B ; sacomposante orthogonale au champ, v ,de norme constante

aussi, tourne uniformément autour de B (Fig. 6.5).

F1G. 6.5,

Il est alors instructif de réécrire 1'équation vectorielle précédente en mettant le vecteur vitesse sous
la forme v = vy + vy, vy é€tant la contribution de la vitesse parallele & B et v celle qu est
perpendiculaire 3 B . 11 vient, puisque vy x B=10 :

d("ff+"J_} —w (v x E
dr ‘\+7B

Comme la force magnétique est perpendiculaire au champ, on en déduit les deux équations vectorielles

suivantes :
dvy dvy B
— =0 et — = b
dr oar T\ "B
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On en déduit que le mouvement selon la direction du champ est uniforme ( v;; = Cte ), et que le mou-
vement dans un plan perpendiculaire est circulaire uniforme. En effet, comme v; = Cte, la seconde
équation donne, selon la normale 2 la trajectoire :

vl Lovy

FIG. 6.6.

1II.2 . — Equations paramétriques

On peut retrouver les résultats précédents en explicitant de fagon habituelle 1'équation vectorielle
du mouvement dans la base d’un référentiel Oxyz, choisi de telle sorte que O coincide avec la position
de la particule a I'instant origine, Oz soit orienté comme B et Oxz soit le plan défini par B et la
vitesse initiale v; (Fig. 6.6a). Il vient :

¥ i |o P=wy 1
V=w, |¥ % |0 soit ¥ = —awk (2)
4 z 1 =0 (3)

Suivant z, le mouvement est rectiligne uniforme, comme on pouvait s’y attendre, puisque la force
magnétique dans cette direction est nulle :

z=Cte=wcosa =vy et z=uyt

Intégrons 1’équation (2) et injectons-la dans 1'équation (1). I1 vient, en tenant compte des conditions
initiales, ¥ =0 lorsque x =10 :

Vy=—-wx+Cle = —w.x et Jr'=wf}r=—wfx

Il en résulte que x se met sous la forme x = Acos{w.s + ¢) et ¥ = —Aw sin(ws + ¢) . Comme, i
f=0,x=0 et x = v;sinaj, on trouve :

O=Acosg et using; =—Aw,sing

d'ott ¢ = w/2 et A = —v;sina;/w, . Ainsi :

v sin a T visina; .
== ' cos (w;f + E) = ! sin{w,t)

(4 (4
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On en déduit :
Sy )]
L1

¥=wx=—ysina;sinfwt) et y=-—
en prenant en compte la condition initiale v =0 & ¢ = 0. Finalement :

L LA
== =l =
x ; sin(w.r) et y f[ cos({w,r1)|

Remarque : On pourrait résoudre les équations différentielles en x et y parla méthode complexe qui
consiste & introduire le nombre complexe ¢ = x + iy avec iZ = —1. En multipliant (2)
par { et en'ajoutant 4 (1), on obtient :

Pt iy =w (i —ii) = —iw (i + i) dou = —iwl
La recherche de solutions de ¢ en exp(rt) conduit & 'équation caractéristique :
P 4w =0 soit r=—iw,
Par conséquent :
{ =Cte exp| —iw.t) = v;sin a;exp(—iw 1) = vy exp(—iw.t)
v

I‘J‘ exp(—iw.r) + Cte = tI—J‘[l — exp(—iw.1)]
—iw, Iy

{=

en tenant en compte des conditions initiales. La séparation des parties réelle et imaginaire
restitue bien les résultats précédents.

III.3.— Trajectoire
En éliminant le temps ¢ entre les équations paramétriques x(f) et y{f) , on obtient la trajectoire de
la projection P de A dans le plan perpendiculaire au champ B . Comme :

IR Ny P

2+(y+RP=R* avec R=
(v +R) o, 4B o5

la trajectoire de P est un cercle dont le centre C a pour coordonnées ( 0, —R ) (Fig. 6.6b). Notons que
le rayon R est une quantité algébrique dont le signe donne le sens de description du cercle.

Dans 1’espace, la trajectoire est donc une hélice circulaire de pas :

2 2
L=wy !‘:- = YU COS @ :: soit L= ZW%

py; €tant la quantité de mouvement de la particule suivant le champ magnétique B .

On peut voir sur la figure 6.6b que la vitesse angulaire ¢ associée i 1'angle polaire ¢ = (Ox, OP)
est w. /2 .0n'appelle la pulsation de Larmor .

La relation donnant le rayon de courbure est souvent écrite autrement en introduisant la rigidité
magnétigue BR :

BR="*
q

Pour un méme type de particule, de vitesse déterminée, la rigidité est constante ; le rayon de courbure
varie alors en sens inverse du champ magnétique.
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IV. — EXEMPLES D’ACCELERATEURS DE PARTICULES

Iv.1.

Accélérateur a4 champ électrique uniforme

Dans I'accélérateur linéaire du « Stanford Laboratory Accelerator Center (SLAC) », & San Fran-
cisco, en Californie, des électrons au repos acquigrent une énergie cinétique finale de 50 GeV, aprés un
parcours rectiligne de 3 km . On peut considérer que 1'énergie cinétique & est proportionnelle 4 la dis-
tance parcourue x : & = Kyx. Celaimplique, d’aprés le théoréme de 1'énergie, d&/dr=F- v, que
la force qui s'exerce sur les électrons est constante :
d&/dt=Ksx=Fx dou Kf=F

La relation entre la vitesse v et la position x s’en déduit selon :

Kex
—Ume? =Kpx don y=1+ 1
(y Jmec X don Y + m.c?
et:
_.Iy m2ct 2 [Kpe(2m,e + Kpx)] 2
v=el T (mqc? + Kpx)? —¢ mac? + Kgx

Pour x =3 km, Kpx = 50 GeV 3 m,c? . Par conséquent :

b [1 4 2m,c? [Kpx)' 2 o ( mict )

1+ mac?/(Kpx) B 2K7x2
Donc ) 5
- 1 2 1 0,511
TP (M) S 20} —os2x 10710 ()
c 2\ Kx 2\a2x 10
IV.2.— Accélérateurs & champs électrique et magnétique

Les accélérateurs de particules & champ électrique sont nécessairement encombrants et limités en
tension. Aussi préfére-t-on les remplacer par des accélérateurs dans lesquels un champ magnétique
impose aux particules de passer périodiquement dans une région localisée oti un champ éectrique,
vanable dans le temps, les accélére. Le premier de ces accélérateurs est le cyclotron a protons construit
par I'américain E. Lawrence en 1932.

a) Cyvelotron

Le cyclotron est constitué de deux électrodes cylindriques creuses ayant chacune la forme de la
lettre D, d’ol1 le nom anglais dees. L'ensemble est placé entre les poles d'un électro-aimant qui crée
un champ magnétique, uniforme et stationnaire, perpendiculaire au plan médian du systéme (Fig. 6.7a).
La trajectoire est donc constituée d'une succession de demi-cercles séparés par la zone d’action d'un
champ électrique. Chaque fois que la particule passe dans cette zone étroite, elle doit étre accélérée. Par
conséquent le champ sinusoidal, de fréquence f, doit changer de sens A chaque demi-révolution, ce que
I'on traduit par 1'égalité des fréquences :

jo lod _ laiB
T 2w 2wym
Notons qu’en relativité, la relation de synchronisation est difficile & réaliser puisque f doit varier avec
la vitesse.

L'inconvénient majeur du cyclotron est la nécessité d’assurer 1'uniformité du champ magnétique
sur une zone de grande dimension (Fig. 6.7b). Aussi pendant longtemps s'est-on limité & de petits
cyclotrons et i des particules lourdes telles que des protons.
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Fic. 6.7.

Dans un cyclotron, de 1 m de diamétre et de 1,5 T de champ magnétique, I'énergie cinétique des
protons peut atteindre 20 MeV . Cette limite a été franchie avec les synchro-cyclotrons dans lesquels la
tréquence du champ électrique diminue lorsque la vitesse augmente. Ainsi, on a atteint avec des protons
une énergie cinétique de 700 MeV . Cette énergie nécessite une grande valeur de la rigidité magnétique
trés difficile & réaliser puisque le champ magnétique uniforme doit couvrir les deux D.

b) Synchrotron

Cet accélérateur est constitué d'une enceinte torique de trés faible section, vidé d’air, le long de
laquelle une série d’aimants, disposés en anneau, pas tous représentés sur la figure 6.8a, assure le guidage
circulaire (Fig. 6.8a). L'angmentation de la vitesse est obtenue par des champs électriques variables qui
accélérent les particules & chaque passage (Fig. 6.8b).

a) b}
FlG. 6.8.

Lorsque la vitesse augmente, on modifie le champ magnétique afin que R = |R| reste inchangé,
conformément i la relation suivante :
_ ymv

B= =
lgR|

mc
|qR| (?2 _ 1}1;’2
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Comme lafréquence f duchamp électrique accélérateur dépend directement de la vitesse, on fait varier
[ de telle sorte que la relation /' = v/(27R) soit satisfaite.

Afin d’atteindre des vitesses trés proches de ¢ et donc des énergies trés grandes, on augmente la
rigidité magnétique BR . En effet :

s&\*]"’
B— "2 W2 ol £ = vmed = o8
BR—q(yz 1) d'on &= yme mc2|il+(mc)]

Ainsi, puisque les champ magnétiques sont localisés le long de la trajectoire circulaire, on peut techni-
quement donner & R des valeurs de 1’ordre du km. Les limites sont alors d’ordre financier.

V.— SPECTROMETRIE CORPUSCULAIRE

V.1.

Indice en optique corpusculaire

L'analogie entre la mécanique du point et 'optique des milieux non homogénes est connue de-
puis les travanx d’Hamilton et de De Broglie. Elle s’appuie sur la loi fondamentale de la dynamique
d’Einstein : d d d

t
P _p quisécrtaussi P =F '
dr ds ds

et sur I'équation de la trajectoire d’un rayon lumineux :
d
— = grad
P (ne) = gradn

5 étant 1'abscisse curviligne, n l'indice et ¢ le vecteur unitaire tangent au rayon lumineux (cf.
Optigue).

Ainsi, en optique corpusculaire, 1'indice n est proportionnel & la norme p de la quantité de mou-
vement, soit :

1 1/2
p=—[(&-qV)*—mc’]

&, étant 1'énergie totale (cf. chapitre 5). On le définit par le rapport des quantités de mouvement en
présence et en I'absence de potentiel V :

_ [(s, - qv) - m] i
"= £ — m2ct

Dans 1’approximation newtonienne, pour laquelle & = mc? 5 |gV]|, il vient :
_[ioaves—am\ () av N v Y7
& —mic* & — mc? Ex+ gV

V. 2.— Déviation électrique

Considérons le mouvement d'une charge électrique dans un champ électrique uniforme et sta-
tionnaire, perpendiculaire & sa vitesse initiale, ce que 1'on réalise par exemple dans un condensateur
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(Fig 6.4). Désignons par # 1'angle que fait la vitesse, dun instant 1 , avec la vitesse initiale : # = (v;,v) .
D’aprés les expressions de x et y (IL4), il vient, I'angle & étant algébrique :
X I Er
tanfl = — - = — '!T = _q—
v opc/E pi

ou bien :

@ng= 9% — _ (i) (E_E)smh(@) =_ismh(@) =_£smh(ff_5:-*)
dy qE i€ Pic pic pic o pic

A la sortie du condensateur (y = L), onadonc:

tand, = — = sinh | T
L] Pic

On retrouve alors aisément 1’ approximation newtonienne, en faisant gEL < pyc et p; = may
gEL gEL
pic mie

T

[
tanﬂ,m——(

) soit  tan @, = —
kiH

V.3,

Déviation magnétique

On utilise trés souvent un champ magnétique pour dévier les trajectoires des particules chargées
rapides. Dans la région o régne un champ magnétique constant B, la trajectoire est un cercle si la
vitesse initiale des particules est normale au champ.

a) Expression de l’angle de déviation
L'angle de déviation #; est directement li€ & la longueur de la trajectoire L et aurayon R :

L IgB LgB

s =

R ymu; (92 = 'V2me

Ce mode de déviation est trés utilisé en spectrométrie corpusculaire magnétique (Fig. 6.9); les trajec-
toires des particules sont différemment déviées selon leur énergie, ce qui permet d’exhiber spatialement
le spectre énergétique du faisceau incident a la sortie ; les particules de plus faible énergie ont leurs fra-
jectoires davantage dévides.

Exemple : Pour des électrons accélérés sous une tension de 1 MV et dont la trajectoire est déviée
suivant un cercle de rayon 20 cm, le champ magnétique nécessaire est de 23, 7mT .

Lorsque 6, est faible, la déviation X , dans un plan situé & une distance D du plan de sortie, vaut
approximativement :

LgB

X=D#,=D
Yimuv;

Comme en mécanique newtonienne, 1’efficacité d’un champ magnétique, pour dévier la trajectoire d une
particule chargée, est bien plus grande que celle d'un champ électrique. Par exemple, dans les conditions
d'une faible déviation, les champs électrique et magnétique nécessaires sont respectivement, d’aprés ce

qui précéde :
_ [pic . vl | vipifs _ pifls
E—(ql)argsmh(c )m oL et B= L

Il en résulte que E = Bu;. 5i la vitesse des particules est de I'ordre de ¢, un champ magnétique de
10 mT, aisément réalisable, est aussi efficace qu'un champ électrique de 3 x 10° V-m~! !
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Remargque : On aura probablement noté que, dans le cas électrique, la longueur L représente la di-
mension de la zone d’action de E, alors que, dans le cas magnétique, cette longueur dé-
signe la longueur de I’arc de la trajectoire i 1'intérieur de la zone d’action. Evidemment,
pour les faibles déviations, cette distinction n’est pas significative.

Rim) A
0.2

0.1

FiG. 6.10.

b) Application a la mesure de la quantité de mouvement d’une particule

La proportionnalité entre la quantité de mouvement p d'une particule et le rayon de courbure R
de sa trajectoire, dans un champ magnétique transversal, est ufilisée pour déterminer leurs quantités de
mouvement. Les trajectoires, visualisées dans les chambres i bulles d"hydrogéne (cf. chapitre 8), sont
incurvées par un puissant champ magnétique (environ 1 T ), ce qui permet de comparer leurs rayons de
courbure et par conséquent leurs quantités de mouvement. On a, en effet:

_n _ R _ P
q1Ry g2k, qaRs

pour diverses particules chargées A;, Ay, Ay.

Sur la figure 6.10, on a tracé, comme 1'a fait pour la premiére fois W. Kaufmann en 1901, quatre ans
avant la publication d’Einstein ( !), la droite donnant le rayon R de la trajectoire circulaire en fonction
du produit y;8; = (¥? — 1)'/? pour des électrons dans un spectrométre magnétique. On a :

_ (i =1)"me
-E [

BR = soit B(mT)R( m) = 1,704(y? —1)'/2

a) Focalisation par un champ électrique

Une source, située en un point O, émet des électrons avec une vitesse faisant, avec I'axe Ox,un
angle a = a;+=, telque = < a; (Fig. 6.11). S1le champ E estonenté suivant'axe O, les électrons
sont ramenés sur I'axe Oy .

On montre que les coordonnées x et y de la particule varient au cours du temps selon (cf. Exer-
cices) :

x(r) = { [m [ +p, 2 4 (eEr +p,-,x}2c2]”2 — (mit 4 piet) J’2}

1/2 1/2
- (eEt + pi .c)? . Pix
t) = —— {argsinh |——-—">— — nh | —5"——
¥ = { [ mic* +pf, wes mze +pt,
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FiG. 6.11.

Cherchons le point d’intersection F de la trajectoire avec 'axe Oy :

2w

x=0 si (eEt)* +2eEp;;t=0 soitpour r=0 ou r= z
e

Par conséquent :

2piyc . Pix 2p; ycsin a; . PiCOS @;
= h L = inh
r ( £ ) "E | (e 4+ p2 i eE ET (et 4 pRein® a2
On retrouve le résultat newtonien en faisant tendre ¢ vers 'infini. En effet :

. 2pic sin a; y P COS mt',-z
eE i eE

VF sin(2ey)
En annulant la dérivée de yr par rapport & «;, on obtient la valeur a&; de a; qui réalise la condition
de focalisation vy = Vg, au deuxiéme ordre prés, yr étant I’ordonnée du point de focalisation.

b) Focalisation radiale par un champ magn étiqgue

Une fente source émet des particules identiques dont les vecteurs vitesses initiales font entre eux
un petit angle € autour d'une direction moyenne Ox (Fig. 6.12). Le pointd’intersection F , avec 1'axe
Oy, de la trajectoire circulaire, contenue dans le plan Oxy normal & B et tangente 4 la vitesse initiale,
a pour coordonnées yp = 2ZRcose.

x
e
Ls
qvi ‘_/’F-‘-“'\.
¥ ®B
0 g F | 7Y

Fi1G. 6.12.
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Pour = =0, F esten Fyp et yp = 2R . Ainsila distance FyF vaut :
FoF = 2R(1 — cose) = R soit FoF =0

au deuxiéme ordre en = prés. On peut donc dire que Fy; est1'image de la source @ au sens de 1'optique
géométrique (cf. Optigue). Cette propriété est utilisée dans les spectrometres corpusculaires de type
magnétique.
c¢) Focalisation axiale par un champ magnétique

Lorsqu’un faisceau de particules, légérement ouvert, est émis dans la direction d’un champ magné-
tique, les trajectoires sont des hélices axées sur B, dont le pas dépend de a; (Fig. 6.6):

L= 297y COS
= 4B

Comme «; varie légérement de Aa; autour d’une valeur nulle, le pas ne varie pas a 'ordre 1 :
2ayamu; sin o Aa;
gB

Il en résulte une focalisation axiale du faisceau de particules aux points d’abscisses n 2w ymu; /(gB) ,
n étant un entier.

AL = =0

V.5. — Action simultanée d"un champ électrique et d’un champ magnétique

Ecrivons la loi fondamentale de la dynamique d’Einstein, lorsqu'un champ électrique E et un
champ magnétique B orthogonaux agissent sur une particule chargée (masse m et charge g ) :

dp .

dr

Le mouvement de la particule, suivant une direction normale aux deux champs définie par la vitesse

initiale, est uniforme si les contributions des champs électrique et magnétique se neutralisent, ce qui

implique :

g(E+vxB) avec p=ymv

E
E=-vxB soit v=—
B

Par conséquent, seules les particules, dont la vitesse est égale au rapport des champs, ne sont pas dé-
viées. Ce résultat est & la base du fonctionnement du filtre de Wien qui équipe certains microscopes
électroniques (Fig. 6.13); grice i ce filtre, dont le nom est celui du physicien allemand W. Wien qui I'a
construit, on peut former des images d'objets avec des électrons d'énergie déterminée.

FiG. 6.13.

Exemple : Dans un filtre de Wien qui sélectionne des électrons issus d'un canon de microscope
électronique, avec une énergie cinétique & = 200 keV , le rapport des champs doit &tre :
112 &
7=V ol tlzc(l—ﬁ) et y=1+"Ti2
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Le calcul donne ¥ = 1,39 et B = 0,69¢. Sil'on veut sélectionner les électrons qui ont subi une perte
d’énergie cinétique de 20 eV , en faisant varier le champ électrique E de AE, il faut que cette variation
AE soit telle que :

AE  Av  ApB AB Ay Ay A&

= — == avef — = — = —"_ gt ﬁ=—=3|9>(10_5
E- v B BT BY T (¥ 1)y YT e
En effet, en différentiant 1/9* =1 — 8%, on obtient :
_ .dy dg _ dy
2y }dy=-28dB soit =BdB e =
¥ B B

On en déduit la précision relative sur le champ électrique, AE/E = 3 % 10~7 , ce qui exige une précision
sur la tension associée & E de 1'ordre du microvolt.

Remarque : 'W. Wien est aussi 4 'origine de la loi A,T = Cte du déplacement du maximum spec-
tral de la courbe du rayonnement du corps noir en fonction de la température (cf. Ther-
modynamique). On introduit en électronique un filire passif passe-bande, appelé aussi
filtre de Wien, dont 'auteur n’est pas W. Wien mais C. Wien, son cousin. Ce filtre
est constitué de deux cellules résistance-capacité RC, I'une série et 'autre paralléle
(cf. Electronique).

VI. — CAS DE CHAMPS STATIONNAIRES NON UNIFORMES

VI.1.— Confinement magnétique

5i le champ magnétique n'est pas uniforme, les trajectoires des particules sont des hélices dont le
rayon et le pas varient d’une région a I’ autre.

Explicitons, en coordonnées cylindriques, la loi fondamentale de la dynamique einsteinienne pour
un champ magnétique non uniforme. Il vient, sachant que la norme de la vitesse et donc le facteur
relativiste y sont des constantes :

Tm{b_p;pz) b B, ymijp — pg*) = qpiB; (1

ymipd +2pp) =g pg x | 0 soit — ym(p§+2pp) = —qp(pB. — B,) (2]
3 7 B . .

yme £ : ymi = —qp¢B, (3)

Supposons que le champ magnétique non uniforme présente la symétrie de révolution; il a prin-
cipalement une composante axiale B;, suivant 1'axe défini par les pigces polaires de 1'électro-aimant,
et une composante radiale B, bien plus faible. Ces composantes sont reliées par I'équation divB =0
(cf. Electromagnétisme ),  laquelle satisfait tout champ magnétique. Il vient alors, en coordonnées cy-
lindriques :

1 d{pB dB dB. B dB.
_(P.o} 2% g soit B(Pp}:p z
p dp ple Oz dp dz
On trouve, en intégrant, sachant que JB,/0z ne dépend que de z et que la constante d’intégration est
nulle, puisque la solution doit aussi convenir pour p =10 :
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La deuxiéme équation du mouvement peut alors se mettre sous la forme :

E‘d(f’zf"} = —gB,pp — £%i= _ld—(quBz}
p dt : 2 O 2p dr

On en déduit, en simplifiant et en intégrant :

B
ympte = —% +Cte

Pour des trajectoires électroniques (g = —e) coupant I'axe optique ( p = 0), la constante est nulle. Par

consequent :
£ B. eB
T 1"oil s T

2 = 2ym,

ymp'p =

Une analyse détaillée montre que, sous certaines conditions, une particule peut décrire une hélice
dont le pas diminue autour de la direction moyenne du champ et rebrousser chemin comme le montre
la figure 6.14. Cette derniére a été obtenue par simulation en considérant un champ magnétique dont la
composante selon 'axe z varie selon (cf. annexe 3) :

3;(:}:3.;(1+§u)

Ces résultats sont utilisés pour confiner des plasmas i trés haute température, dans le but de créer
en laboratoire des réactions de fusion entre noyaux légers, tels que le deuton et le triton, noyaux du
deutérium et du tritium respectivement (ctf. chapitre 8), réactions analogues & celles qui se produisent
dans les étoiles.

Az

lignes de champ

trajectoire

FiG. 6.14.

VI.2.— Microscopie électronique

En raison des propriétés de focalisation des champs électrique et magnétique, 1"optique corpuscu-
laire constitue, i elle seule, un vaste champ d’application de la dynamique des particules chargées dans
un champ électromagnétique stationnaire non uniforme.

a) Canon de microscope électronigue

Les canons de microscope €lectronique, ainsi que les tubes de téléviseurs, utilisent les propriétés
accélératrices du champ électrique.
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Dans le canon d’un microscope électronique, les électrons sont émis par une cathode, avec une
vitesse initiale négligeable, par effet thermoélectronique ou i I'aide d’un champ électrique extracteur
non uniforme. Ils sont alors accélérés vers une anode trouée, grice & une tension d'accélération V,
(Fig. 5.1).

La relation entre la vitesse acquise par la particule et la tension d'accélération V, s obtient aisé-
ment a partir de la conservation de 1'énergie (cf. chapitre 5). En effet, =i la vitesse initiale est nulle, il
vient :
eV,

mec?

04 mec® + (—e)(~Va) = (y - I)mec + med® dobl y=1+

(On en déduit : "
1 1/2 1
""‘f(“vz) _c{l_[l—evaf("!ef2}]z}

Lorsque ce potentiel accélérateur est de 1 MV , les électrons émergent du canon du microscope avec
une vitesse quiest d'environ 0, 94¢c .

b) Lentilles magn étigues

A la sortie du canon, les électrons sont soumis i 1’action d’électro-aimants qui modifient leurs tra-
jectoires, comme le font les lentilles de verre avec les rayons lumineux. Dans ces lentilles magnétiques,
le champ magnétique n’est pas uniforme mais présente la symétrie de révolution; il a principalement
une composante axiale B; , suivant I’axe défini par les pieces polaires de 1'électro-aimant, et une com-
posante radiale B, bien plus faible.

En général, la composante B, du champ B, produit par une lentille magnétique, varie avec z
selon une loi lorentzienne : By

B2 = 1 a2
dans laquelle b estune longueur caractéristique de 1’extension de ce champ autour de z = 0.

Les équations du mouvement, en coordonnées cylindriques, sont les mémes que précédemment, la

charge étant —e et la masse des particules m, :

yme(p — p§’) = —epB; (1)
yme(p@ + 2pp) = ep(pB; — iB,) (2)
ym.i=epgB, (3)
La deuxiéme équation donne, en tenant compte de la relation entre B, et B; :
ympt = TP i bmw =

car la constante est nulle, les trajectoires coupant I'axe optique ( p = 0), étant aussi solution de 1'équa-
tion. On voit ainsi que la trajectoire ne reste pas dans un plan méridien, mais subit une rotation dont
la vitesse angulaire est la pulsation de Larmor wy, relative d la composante axiale du champ magné-
tique. Notons qu’elle est égale & la moitié de la pulsation cyclotron associée a cette méme composante.

¢) Focalisafion
Intéressons-nous i la composante radiale, dans les conditions de Gauss, ¢’est-a-dire lorsque la dis-
tance i1’ axe optique est sufisamment faible (cf. Oprigue). Il vient, en négligeant les termes quadratiques
en p:
ymep = ym.pw; — epw B, soit p+wip =0
Ainsi, la coordonnée radiale satisfait 4 une équation d’oscillation dont la pulsation est précisément la
pulsation de Larmor; les points pour lesquels p = 0 sont des points de focalisation.
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Ainsi, méme un champ non uniforme a des propriétés focalisatrices. Les trajectoires provenant d' un
point objet A, convergent en une ou plusieurs images ponctuelles A; stigmatiques, comme en optique
des rayons lumineux. On établit alors une correspondance entre les positions de I'objet et de 1'image
semblable i celle donnée par les formules de Descartes (cf. Optigue). Cependant, la composante du
champ magnétique suivant I'axe optique des z fait tourner le plan de I'image.

VI.3.— Prisme magnétique

Lorsqu’on souhaite analyser I'énergie d’un faiscean d’électrons dans le plan image, on utilise un
spectrometre magnétique que 1'on place a la sortie du microscope ; ce spectroméfre est souvent un
prisme magnétique avec des propriétés dispersives analogues a celles d’un prisme en verre (cf. Optigue).

C’est un électro-aimant dont les piéces polaires produisent un champ magnétique non uniforme
(Fig. 6.15a). La composante B, de ce champ selon la direction axiale z,définie par les piéces polaires
de I"électro-aimant, a pour expression, en fonction de la coordonnée radiale p :

a) b)
Fi1G. 6.15.

a) Equations du mouvement
Explicitons, ici aussi en coordonnées cylindriques p, ¢, z,laloi fondamentale de la dynamique
relativiste. Il vient, pour un électron (masse m, et charge —e), en posant @, = eBy/(ym.) eten
négligeant 7B, devant pB;, ce qui est justifié :
“ . ep . s -
p—pi? =———¢B, = —w.¢R"p'™" (1)
d(pé?)

= Rﬂl 1—n - 2
i w; o 2)
z= ?mpsvﬂp (3)

b) Focalisation radiale

La premiére équation montre que, pour p =R ,ona:

0-Rjp*=—w pR"R'"" = —w Ry doi ¢=w,
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Comme la vitesse v, qui est de norme constante, s'écrit pg ou R, , 1l vient :

R ~w (1 r)
R+r ¢ R

en introduisant 1'écart faible r = p — R <. R de la coordonnée radiale.

;b—wR soit ¢ = w,
(p c

Remplagons ¢ par son expression approchée et p par R + r, dans la premiére équation différen-
tielle ; on trouve :

(i ot (- ) 2o pywn(oe )

r r” r
Mwa(hﬁ) [1—ﬁ —1—(1—n}§]
ce qui donne, en simplifiant et en négligeant les termes d’ordre denx en 2 :
F4+(l—noir=0

1l est commode d’introduire la variable spatiale d’évolution Z = Rw,. 1, définie le long de la trajectoire
moyenne des particules, cette derniére jouant le rile d'axe optique curviligne. L'équation précédente
devient alors :

w l—n_ ,,_dzr_ 1 d*r

ro+ 2 r=0 avec r _ﬁ_m—wfﬁ
On voit que, en fonction de Z , la coordonnée radiale p oscille, autour de la valeur R, avec la pulsation
spatiale &, = (1 —n)"2/R ,pourvuque n < 1.

Pour n = 0, ce qui correspond 4 un champ uniforme, cette pulsation se réduit & 1/R ;il y a alors
focalisation radiale des trajectoires (cf. annexe 3).
c) Focalisation axiale
Etudions la focalisation axiale, ¢’est-d-dire le mouvement de 1'électron selon I'axe des z a I'aide
de la troisiéme équation :
. e
= »B
z ?mPP 3

On obtient la composante B, du champ magnétique B 4 'aide de I'équation d’Ampere réduite
(cf. Eledmmagnéﬁsm) :

JB dB
rotB=0 cequidonnpe —F - = =
dz  dp
11 vient : 9B - B 8.7
P _ o _ B0 [ ~ _n 0
9z = "B"pn+1 R d'ol B, R
La troisiéme équation du mouvement s'écrit donc, de fagon approchée :
dz 1 d:

n

P+ nwlz=0 soit z"-}—Rz

2=0 puisque =10 = pa df

Ainsi, la variable axiale z oscille, elle aussi, mais avec une pulsation spatiale différente &, = nlfz,fR .
Notons que, pour n < 0,1l n'y pas de focalisation axiale.
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d) Double focalisation

Dans la pratique, on incline les faces d’entrée et de sortie afin de réaliser la double focalisation,
radiale et axiale. Le prisme magnétique peut alors former une image stigmatique du point objet d’ol
partent toutes les trajectoires électroniques.

CONCLUSION

Rappelons les résultats essentiels.
1) Le mouvement rectiligne d une particule chargée, initialement au repos, soumise i 1'action d'un
champ électrique constant, est caractérisé par une équation horaire x(r) hyperbolique :

x4y 2 \? [& gE
— | =|-] =1 avec 1= — et ay=—
n I ay n

2) La trajectoire du mouvement curviligne d'une particule, de quantité de mouvement initiale, p;
perpendiculaire au champ électrique, et d’énergie initiale £, est une chainette et non une parabole :

£
x=— [oosh (QE}I) - l]
qE pic
3) Le mouvement le plus général d'une particule chargée dans un champ magnétique constant seul
est, comme en mécanique newtonienne, hélicoidal. Sa projection, dans un plan perpendiculaire & B | est
un cercle de rayon algébrique :

) ) B
_vL_ymvi PL o w‘:q

R
), qB qB ym

est la pulsation cyclotron. En bref, les résultats obtenus en relativité sont ceux déja établis en mécanique
newtonienne, mais la masse m est multipliée par le facteur relativiste y .

4) Les applications d'une telle émde sont nombreuses puisqu’elles concernent les accélérateurs de
particules et tout ce qui reléve de 1'optique corpusculaire (déviation de trajectoire, focalisation, etc.).

Retenons que, dans 1'étude du mouvement des particules chargées, la théorie relativiste est indis-
pensable dés que la tension d’accélération est supérieure & 7 kV pour des électrons et & 13 MV pour
des protons. Enfin, les champs magnétiques sont largement utilisés dans les accélérateurs, non pas pour
augmenter la norme de la vitesse des particules, mais pour amener périodiquement les particules dans
les zones d’accélération créées par des champs électnques. Un exemple typique d’accélérateur est le
synchrotron.

EXERCICES ET PROBLEMES

P6- 1. Accélération d’une particule dans un champ électromagnétique

Une particule élémentaire acquiert une vitesse v sous 'action d'un champ électrique E et d'un
champ magnétique B.

1. Montrer que 1"'accélération a peut se mettre sous la forme :
o v

a=2[E+vxB ——E-v]

L SE-V)

o étant un coefficient que 1'on exprimera en fonction de la charge et de la masse de la particule.
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2. Etudier les quatre cas particuliers suivants en les commentant :
E=0 B=10 v=10 E=-vxB
P6- 2. Indice en optique électronique

1. Exprimer la vitesse et la quantité de mouvement acquises par un électron sous 1'action d'un
potentiel d'accélération V, ; on introduira la quantité & = e/(2me*) .

2. En optique électronique, I'indice est une quantité proportionnelle & la quantité de mouvement.
Montrer que, dans |’approximation newtonienne, n est proportionnel a V,,u 2 , et qu’en théorie relativiste
tout se passe comme si V, €tait remplacé par un potentiel dit relativiste, V; , que I'on exprimera en
fonction de V. Calculer V; pour V, =0, 1MV, 1MV et 3 MV .

P6- 3. Particule dans un champ électrique constant

Une particule chargée A a sa position repérée dans un référentiel du laboratoire R = Oxyz . Elle
est soumise 4 un champ électrique constant E = Ee, (E > 0); en oufre, a I'instant pris comme
origine, la particule esten O, avec la vitesse v =v; e, (v; = 0).

1. Déterminer 1’équation de la trajectoire ; on désignera par 7 la quantité yumc/(gE), y; étant le
facteur relativiste associé i la vitesse initiale ;.

2. On se propose d’éudier le mouvement pour v; = 0. Etablir la fonction ¥(f) donnant, au cours
du temps, la position de A sur I'axe Oy .

3. On applique entre deux électrodes, distantes de d = 40 cm, une différence de potentiel U
de facon a créer dans cet espace un champ électrique constant. Ce systéme accélérateur permet de
communiquer i des protons ou i des électrons initialement au repos, une énergie cinétique & = 4 MeV .
Que vaut U ? Calculer, pour des protons et pour des électrons, les valeurs finales du facteur relativiste
y=(1-12/c2)~12 delavitesse v etdela durée detransit # des particules entre les deux électrodes.
En fin d'accélération, les particules sont-elles einsteiniennes ou newtoniennes 7

P6- 4. Electron freiné par un champ électrique

Un électron, émis par une source ponctuelle, est soumis & 1'action d’un champ électrique E. On
choisit un systeme d’axes tel que Ox soit orienté suivant le champ ; la quantité de mouvement initiale
p; en O est elle-aussi orientée selon Ox .

1. Montrer que la trajectoire est rectiligne. Au bout de quelle durée r;, 1'électron rebrousse-t-il
chemin ? Calculer #; lorsque p; = 1 MeV-c ! et E=10kV -m™!.

2. Quelle est1’équation horaire ? En déduire la distance x; parcourue pendant la durée 1, .

3. Comparer I'énergie ymc? de 1'électron i I'instant initial et 4 I'instant #, .

P6- 5. Proton dans un champ électrique E faisant ’angle «; avec sa vitesse initiale

Un proton (masse m, etcharge ¢)estsoumis a1'action d'un champ électrique constant qui fait un
angle w; avec le vecteur vitesse Initiale. On se propose d’établir I'équation de son mouvement dans le
plan Oxy formé par E dirigé suivant O'x et v;, sachant que O est le point ol se trouvait la particule
1nifialement.
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1. Trouver les équations différentielles auxquelles satisfont les composantes du vecteur position du
proton.

2. En déduire les équations horaires x(z) et y(f) ; on posera u = c(eEr + p; ).

3. Retrouver les équations horaires dans I"approximation newtonienne.

P6- 6. Rigidité magnétique dans le cas d’électrons rapides

1. Montrer que la rigidité magnétique BR , produit du champ magnétique par le rayon de courbure
R dela trajectoire, dans le cas d'électrons, peut se mettre sous la forme :

B(T)R(m) = a(y® — 1)'/2

v étant le facteur relativiste et a un coefficient que I'on calculera.

2. Calculer BR pour les tensions d’accélération V, suivantes: 100kV, 1 MV, 3 MV . Quel est
le champ magnétique B nécessaire pour V, =200 kV et R=8cm ?

P6- 7. Rayon de la trajectoire d*un deuton dans un champ magnétique

Un deuton (masse m = 1875, 56 MeV - ¢~ 2, charge e ) pénétre dans une région oil régne un champ
magnétique constant B , normalement aux lignes de champ, avec une vitesse vy .

Calculer le rayon R de la trajectoire circulaire qu’il décrit, ainsi que la période de révolution T,
sachant que B=1,65T et 1p =2 x 108m-s~t.

P6- 8. Filtrage magnétique des mésons K

Les mésons K, de masse mg = 495 MeV-c~? et de charge e, sont filtrés par un systéme
magnétique, en fonction de leur énergie. Comme le montre la figure 6.16, ce systéme, qui a la forme
d'un prisme, est un électro-aimant qui impose aux particules, grice & un champ magnétique constant,
une trajectoire ayant la forme d’un quart de cercle, de rayon R.

1. Etablir I'expression de B en fonction de I'énergie des mésons. Sachant que B = 2 T et
R = 2,5 m, calculer en MeV 1"énergie cinétique des particules incidentes. Préciserle sens de B surla
figure.

2. A la sortie du filtre, les mésons K ont i parcounr une distance SD = d = 2,5 m avant
d’atteindre le détecteur qui permet de les compter. Dans leur référentiel propre R, le nombre de
mésons N , existant 4 I'instant propre 1, , est donné par I'expression :

N,(t,) = Aexp (_ :'i)

P
ol A est une constante et 7, = 12, 3 ns est la durée de vie des mésons.

a) Trouver 1'expression du nombre de mésons, en fonction du temps ¢, dans le référentiel du
laboratoire ‘R, sachant que les origines de temps sont les mémes dans R et dans R, ?

b) Quel est le rapport entre le nombre de mésons comptés par le détecteur et le nombre de mésons
qui sortent du filtre ?
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Détecteur I

FiG. 6.16.

P6- 9. Action simultanée d’un champ électrique et d'un champ magnétique

Un électron pénétre, avec une quantité de mouvement p; , dans une région ol régnent un champ
€lectrique E et un champ magnétique B constants, paralléles entre eux et perpendiculaires 4 p; . Pour
la commodité, on choisit I'origine du référentiel du laboratoire R au point ot 1'électron se trouve i
I'instant initial, et les axes de telle sorte que p; = pje;, E = Ee¢; avec E > 0 et B = Be; avec
B=0.

1. Trouver la loi de variation de la composante p, de p suivant z au cours du temps.

2. Exprimer les équations différentielles donnant les composantes p, et p, en introduisant I'éner-
gie £ = ymc® . En déduire que pf +p§ est une constante que I'on déterminera en fonction de p; .

3. Etablir I'expression de I'énergie £ en fonction du temps. En déduire £ en fonction de £(0) et

du paramétre # défini par :
. E ecE
sinh| —# ] = ——1
(50) - 5w

Sachant que les valeurs de E, Bc et £(0) sont:
E=03x10V-m™!' Be=0,15x108V.m™' et £(0)=3Im

calculer # al'instant t = £(0)/(ecE) .

4. Montrer que les équations différentielles donnant p. et p, s’écrivent :

dp:_ dp}?_
ap P gy Tk

En déduire p,(#) et p,(#) .
5. Trouver ve(#), vy(#), ainsi que les équations paramétriques x(6), y(#).

6. A I'aide du théoréme de I'énergie, établir I'expression de z(#) . Quelle est la trajectoire de
I’électron ?

P6- 10. Synchrotron a protons Saturne de Saclay

Dans le synchrotron Satume de Saclay en France, la trajectoire des protons qu'on veut accélé-
rer est rendue circulaire au moyen d'un champ magnétique B uniforme. Cette trajectoire a un rayon
R = 8,42 m. L'accélération tangentielle est produite & chaque tour au moyen d’un champ électrique
sinusoidal, de fréquence f . Ce champ accélére les protons lorsqu’ils passent dans une cavité accéléra-
trice.
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1. Quelle équation relie R, B et 1'énergie cinétique £ des particules.

2. Trouver la fréquence f du champ électrique. En déduire que B et f doivent varier en satis-
taisant i une relation que 1'on établira. Quelle est la fréquence limite f; lorsque I'énergie des protons
augmente 7

3. Les protons sont injectés avec 1'énergie cinétique &, = 3,6 MeV et sortent avec I'énergie
cinétique & = 2,9 GeV . Calculer les valeurs initiale et finale de B.

4. Etablir la relation entre f , fy et B.

P6- 11. Super Synchrotron & Protons du CERN

Dans le SuperSynchrotron a Protons (SPS) du CERN, les protons injectés proviennent d'un Syn-
chrotron & Protons (SP), avec une énergie cinétique minimale &; = 28 GeV . Le rayon du SPS est
R =1,1km et le champ magnétique final vaut By = 1,36 T .

1. Retrouver les expressions du champ magnétique et de la fréquence cyclotron f; = . /(27) en
fonction de I'énergie cinétique réduite x = & /(mpc?) .

2. Quelles sont les valeurs initiales B; et f.; du champ magnétique et de la fréquence cyclotron,
ainsi que les valeurs finales & et f.; de I'énergie et de la féquence cyclotron 7

3. Etablir I'expression de la variation AR du champ magnétique qui permet de maintenir la parti-
cule sur la trajectoire circulaire lorsqu’elle acquiert, dans une cavité accélératrice, une €nergie supplé-
mentaire AE faible devant son énergie. Applications pour A& = 50 keV , dans les deux cas extrémes
suivants : x = 30 et x = 500,

P6- 12, Effet de la charge d’espace dans le référentiel propre des particules

Un faisceau cylindnoque de particules identiques (masse m, charge g ) de vitesse moyenne
u = ue, dans le référentiel R du laboratoire, a un rayon R 4 1'abscisse x ; Ry est le rayon du fais-
ceau i 1'origine x . La charge volumique est uniforme ; on la désigne par p, dans le référentiel R, de
vitesse u par rapport 4 R .

1. En supposant le faisceau cylindrique infini selon I'axe Ox, déterminer la direction du champ
électrique E' créé par le faisceau. En déduire la force F' que subit, dans R’ , une particule située a la
périphérie du faisceau.

2. En appliquant la loi fondamentale de la dynamique relativiste, 4 une particule du faiscean dans

R’ ., trouver la loi de variation de R en fonction du temps 7 dans R'. On supposera que le mouvement
transversal dans R’ est trés lent. Evaluer la variation relative du rayon, AR/Ry , en fonction de 7.

3. Exprimer AR/R; en fonction du temps  dans R . En déduire AR/Ry en fonction de x .

P6- 13. Effet de la charge d’espace dans le référentiel du laboratoire
On se propose d’étudier I'effet de la charge d’espace dans le référentiel du laboratoire R , pour le
faisceau cylindrique étudié dans le probléme précédent.

1. En supposant le faisceau de particules cylindrique infini dans la direction x, déterminer les
directions du champ électrique E et du champ magnétique B créés par le faiscean en tout point de
I'espace. On désigne par r la distance d’un point & 1"axe et par p la charge volumique dans R .
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2. Quelle est la force F qui s’exerce sur une particule située & la périphérie du faisceau 7 En com-
parant F & la force F' relative au référentiel R’ lié aux particules, établir la relation entre p et la
charge volumique pgy dans R'.

3. On considére le point de vue d’un observateur de . Trouver AR/R,;, en fonctionde x . Calculer
AR/Ry pour un faisceau d’électrons, de rayon Ry = 20 pm, d’intensité [ = 1 A , aprés un trajet égal
4 L =1 m et pour des tensions d'accélération de 100kV etde 1 MV .

4. Retrouver AR/R;y & 1'aide des résultats de la question 3 du probléme précédent.

P6- 14. Rayonnement d’une particule chargée accélérée par un champ électrique

Une particule (masse m, charge g), accélérée a partir du repos par un champ électrique E
constant, rayonne de I'énergie électromagnétique. La puissance rayonnée est donnée par 1'expression
d’Abraham : e

Pr= barepc? y'a' - (; * ?38)2}

ot y désigne le facteur relativiste, a 1'accélération, v la vitesse et ot 1,/4msg =~ 9 x 10° SL

1. Donner I’expression de la puissance P, dans le cas particulier considéré.

2. Comparer P, ala puissance fournie par le champ électrique. Conclure pour des particules ultra-
einsteiniennes.

3. La particule, en mouvement dans un champ magnétique uniforme B, décrit un cercle de
rayon R .Déterminer 1'énergie rayonnée par tour. Etudier le cas ol la particule est ultra-relativiste.

P6- 15. Accélérateur linéaire (Widerie, Sloan et Lawrence)

Un accélérateur linéaire est constitué de plusieurs cylindres métalliques coaxiaux sur I"axe desquels
on injecte un faisceau de protons (masse m, charge e ) avec une vitesse initiale vy . Entre les cylindres
successifs, existe une différence de potentiel sinusoidale a laquelle correspond un champ électrique de
la forme E = E,sin(wr) le long de I'axe. A I'intérieur des cylindres, le champ est nul. La longueur
des cylindres et des espaces entre cylindres est choisie de telle sorte que la durée de transit des protons
4 I'intéreur d un cylindre et dans 1'espace entre deux cylindres soit égal 4 une demi-période T/2 du
champ.

1. Analyse newtonienne

a) Trouver, en fonction de E;, et w, la variation de vitesse Av = v, — v,_, enfre les passages
dans deux zones accélératrices consécutives n — 1 et n.

b) Exprimer, en fonction de ly = wwy/w et Al = wAv/w, les longueurs [, et I, de la nidme
zone accélératrice et du niégme cylindre respectivement.

c) Les particules ont une énergie cinétique initiale de 0,5 MeV , une énergie cinétique finale de
5MeV ;en outre, Eg = (7/2) x 10°V-m™! et w/(2m) =2 x 10°* Hz . Calculer le nombre total N
de cylindres et la longueur totale L; del’accélérateur.

d) Comment faudrait-il modifier Ey et @ pour que 'accélérateur puisse fonctionner avec des
particules d'énergies cinétiques différentes ?

2. Selon le point de vue d’Einstein, déterminer la variation de vitesse Av lors de la transition entre
deux zones accélératrices consécutives. Trouver L, et [, .
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P6— 16. Prisme magnétique

Des électrons pénétrent dans un espace en forme de prisme d’angle @ . Dans cet espace régne un
champ magnétique B constant, paralléle i 1'aréte du prisme et dirigé snivant I'axe Oz, du référentiel
du laboratoire R.. La trajectoire moyenne du pinceau incident, est normale i la face d’entrée, laquelle
est représentée par I'axe Ox, passant par le point E tel que OF = py (Fig. 6.17).

1. a) Ecrire, sous forme vectorielle, la loi fondamentale de la dynamique d’Einstein, en introduisant
le vecteur unitaire e porté par I'axe Ozp et w, = eB/(ym.), e étant la charge élémentaire, m, la
masse de 'électron et ¥ le facteur relativiste.

b) Expliciter la relation précédente en coordonnées cylindriques ( p, ¢, 2o ).
¢) Déterminer la vitesse angulaire ¢ pour que la trajectoire dans le plan Oy, soit une portion
du cercle Cy de rayon gy .

2. On se propose d’étudier les trajectoires des électrons au voisinage de la trajectoire moyenne Gy ;
cette derniére est constituée par la droite tangente en E & Cp avant le prisme, par Cy dans le prisme et
par la droite tangente en § 4 Cy aprés le prisme. Le pinceau électronique incident, issu d’un point A,
situé sur Cp, , est assez peu ouvert pour que I'on puisse négliger la composante radiale de la vitesse des
électrons i I'entrée du prisme ainsi que sa composante suivant I'axe Oz .

a) Montrer que ¢ s’exprime en fonction de w, et de 1'écart relatift Ap/p, sous la forme :

n(i) 5 e

b) Quelle est 1'équation différentielle i laquelle satistait Ap ?
¢) On pose x = Ap et z = pyw,r. On introduit ainsi le systéme d’axes Axyz ol A estun point

de C, repérant le plan de front, perpendiculaire & C, , dans lequel se trouve la particule. Le vecteur
unitaire e, de 'axe Ay est ainsi égal & —e;, etl'axe Az esttangentd Cp, .

i) Trouver I’équation différentielle reliant x i sa dérivée seconde x” parrapporta z.

ii) En déduire les expressions de x et ¥ = dx/dz en fonction de leurs valeurs x, et x, ilentrée
du prisme.

3. On définit la matrice colonne X formée par les deux lignes x et x'.

a) Exprimer, en fonction de @ et py , lamatrice de transfert P du prisme permettant de déterminer
la matrice colonne X, , a la sortie du prisme, & partir de la matrice colonne X, al'entrée.

b) On désigne par z; et z» les abscisses curvilignes de deux points A; et A; de Cn ., situés de
part et d’autre du prisme. Exprimer, en fonction de Az = 73 — 71, la matrice de transfert 7 reliant les
matrices colonnes X; et X3 dans les deux plans de front passant par A; et Az .

¢) Déterminer, en fonction de z; = SA; et po , la matrice de transfert entre le plan de front situé en
A, ,enavant du prisme, et un plan de front passant par un point A; de C,, , aprés le prisme, dans le cas
particulier ot @ = /2.

d) Quelle est la relation entre z,, z; et py pour que A; soit I'image de A, au sens de 1’ optique
géométrique ? En déduire que A,, O et A; sont alignés.

e) Trouver les éléments cardinaux du prisme /2 : distances focales objet et image, plans princi-
paux et foyers pancipaux.
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Fic. 6.17.

P6- 17. Focalisation radiale & 1’aide d’un champ magnétique

Les particules émises, avec une vitesse v, par une source § décrivent des cercles griice dun champ
magnétique transversal B . Le pinceau corpusculaire incident est défini par une fente d’entrée placée a
la distance d de § (Fig. 6.18). On détecte ces particules par un détecteur plan placé dans le méme plan
que la fente.

1. Quel est le rayon R de la trajectoire circulaire en fonction du champ B, de la masse m des
particules, de leur charge g et de leur vitesse v ?

2. Etablir la relation entre la coordonnée y; du point d’impact, lors de la détection et I'angle o
que fait la vitesse initiale v avec la normale a la fente d’entrée.

3. On désigne par # I'angle tel que tan# = vz /d, vy étant la coordonnée suivant I'axe Sy du
point E d’intersection de la trajectoire circulaire considérée avec la fente d’entrée. Montrer que :

vi = 2Rcosa — dtan fl = avec ¢p=0+a

d
tan ¢
4. Quelles sont les valeurs maximale et minimale de la coordonnée y du peint d’impact sur le
détecteur ? En déduire 1’expression suivante de la distance Ay entre les points d"impact correspondants :
Ay = (4R? - 4z - (4R cos? = — 4412
£ étant la valeur maximale de # définie par la fente d’entrée. Que devient cette distance lorsque = est
sutfisamment petit 7 Commenter.



7

Collisions de particules rapides

Comme en mécanique newtonienne, on dit que deux particules entrent en collision lorsque, du fait
de leur interaction, elles subissent des variations brutales de vitesse dans une zone quasi ponctuelle de
I'espace.

Cette définition exprime soit notre incapacité d analyser la complexité de ce qui se passe dans la
zone d’interaction, soit une attitude délibérée qui consiste 4 ne s’intéresser qu’aux états initial et fi-
nal du systéme des deux particules. Ce mangue d’information concernant la nature exacte de 1'interac-
tion se traduit nécessairement par une indétermination. En revanche, 1l conduit & établir des relations
trés générales puisque indépendantes de I'interaction. Dans beaucoup de problémes concrets, les infor-
mations que nous tirerons d'une analyse générale s’aveéreront trés instructives.

L'étude des collisions en dynamique einsteinienne constitue le prolongement indispensable de ce
qui est bien connu en mécanique newtonienne (cf. Mécanigue), puisque les valeurs des vitesses consi-
dérées sont, le plus souvent, proches de ¢.

Enongons d’abord les propriétés générales des collisions, précisément les lois de conservation.

1. — PROPRIETES GENERALES DES COLLISIONS

1.1. — Lois de conservation

a) Conservation de la quantité de mouvement totale

La propriété de conservation de la quantité de mouvement totale, au cours d'une collision entre
particules, est une généralisation de celle, bien connue en mécanique newtonienne, relative i un systéme
isolé ou pseudo-isolé (cf. Mécanigue) : au cours d'une collision, la quantité de mouvement totale d'un
systéme de particules se conserve, ce qui s"écrit, dans 1"hypothése d’additivité :

Puy =Py solt pr = pr avec p; = yimiVi et Py = yeevy
i f

car on admet que la quantité de mouvement est une grandeur cinétique vectorielle additive ; I'indice
est utilisé pour les particules initiales et 1'indice [ pour les particules finales.

Notons que cette loi est indépendante de la nature précise de la collision.
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Remargque : Dans la technique du calcul, il est judicieux de se garder d’expliciter trop t6t les quantités
de mouvement en fonction des vitesses.
b) Conservation de ’énergie totale
La propriété de conservation de I'énergie totale, au cours d'une collision entre particules, est aussi
une généralisation de celle, bien connue en mécanique newtonienne, relative & un systéme isolé ou
pseudo-isolé dont les forces intérieures dérivent d'une énergie potentielle : 1'énergie d'un systéme isolé
de particules se conserve. Ainsi :

g = Egp  s0it ZSU + &0i+ Epav = Z‘S‘U’ +&5+ S
i I

en explicitant les différentes énergies. Comme la collision est un phénomeéne localisé, 1'énergie poten-
tielle se conserve aussi &p a0 = &pap - L équation de conservation de 1"énergie se réduit donc & :

Z&,f+mx2=Z€;J+»yc2 avec &= (yi— Dmid et Eyp=(yr— Dimed
i 7

Le tableau 7.1 donne la masse de quelques particules en MeV - ¢~2 . Une autre unité, souvent employée
dans ce contexte, est I'uniré de masse atomique (u). On appelle ainsi la masse d’une particule fictive telle
que, Ny = 6,02 x 10 mol~! étant le nombre d’ Avogadro :

Nyx uma=1g doit lu=1,6604x 1077 kg = 931,468 MeV -c2 =931, 5 MeV -2

Particule Masse en MeV-c—2 | Masseenu
proton (pt)) iH* 938,27 1,007 276
neutron (n) in 939,565 1,008 665
deuton () it 1875,61 2,013553
triton (1 1H* 280884 3,015501
hélion (@) $Het 3727,27 4,001 505
électon () e 0,511 0,000 549
deutérium ig 1876,07 2,014 102
tritium " 21809,35 3,016 050
hélium iH, 3728,30 4,002 603

Tap. 7.1.

1. 2. — Collisions élastiques et collisions inélastiques
a) Collisions élasfigues
Les collisions sont dites élastigues lorsque le nombre et la nature des particules sont inchangés.

Une telle collision sera représentée par une réaction oii I’on retrouve dans 1'état final les mémes
particules que dans I"état initial, mais avec des propriétés cinétiques différentes :
Aj+ Ay — AL+ A
Comme la somme des énergies de masse ne varie pas, au cours d'une collision élastique :

Zm,fz = Zm}cz

H
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la conservation de 1'énergie se réduit & celle de 1'énergie cinétique de 1’ensemble :
D Eei=D &y
i i

Cependant, en raison de la relation £* — p?c?* = m*c* qui relie la quantité de mouvement p = ymv
al'énergie £ = ymc® d’une particule, il est généralement plus commode d’écrire, en relativité, dans
le cas de collisions élastiques, la conservation de la somme des énergies cinétiques, en y incluant les
énergies de masse des particules.

Exemple :e” +¢e — e +e
Dans cette collision €lastique entre deux électrons, ni le nombre de particules en interaction ni leur
nature ne sont modifiés ; seules leur quantité de mouvement et leur énergie cinétique ont changé.

Remargque : Le concept de collision élastique est en réalité une idéalisation, puisque toute collision
modifie nécessairement la nature des particules. Cette idéalisation doit étre rapprochée de
la notion de réversibilité en physique, définie comme une invariance par changement de
signe de la variable temps (cf. Thermodynamique).

b) Collisions inélastigues

Les collisions sont dites inélastiques si le nombre ou la nature des particules sont modifiés aprées
collision. Aussi les représente-t-on par la réaction suivante :

Ar+Ar = Ay +As+As+ -

Comme :
ZMJ'CZ ?5 Znycz alors ZE&,;‘ :,é ZS&J’
i f i f
la conservation de 1'énergie dans une collision inélastique conduit & 1"équation :
Pt Yo = Ve + Yo dan Yby - Y= Yome - Yo
i i f f i i i f

Par conséquent, la variation d’énergie cinétique est directement reliée i la variation de la somme des
masses des parficules qui constituent le systéme. Cette transformation de 1'énergie cinétique en masse
et vice-versa exprime 1'équivalence masse-énergie . 1l est alors commode d’introduire le défaut de la
somme des masses des particules, historiquement appelé défaur de masse :

#=Zj:mf—;mf

Exemple : pt +pt = pt +pt +7°

Etablissons, pour une collision inélastique, dans laquelle la cible est au repos, la relation entre la
masse M du systéme des deux particules en interaction et la somme des masses des particules inci-
dentes. D’aprés la définition de la masse, il vient :

e 2z
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puisque & = mac® et p, = 0. Par conséquent :
M2t = mic* + mict + 2Emye? = (my + my) et + 2(8) — myc)myc?
On retrouve bien la non-additivité des masses en relativité (ctf. chapitre 5).
Remarque : 1l convient de ne pas confondre le défaut de la somme des masses avec une variation

hypothétique de la masse M du systéme. Nous avons vu que la masse M , définie & partir
de la norme du quadrivecteur 4-P , était invariante au cours d’une collision (cf. chapitre 5).

I1. — REFERENTIEL DU CENTRE DE MASSE

L'analyse newtonienne des collisions montre que le référentiel du centre de masse, appelé par-
fois référentiel barycentrique, est un intermédiaire commode pour résoudre les problémes de collision
(cf. Mécanigue). Il en est de méme en relativité.

I1. 1. — Définition de R*

On appelle référentiel du centre de masse R* le référentiel en translation par rapport au référentiel
du laboratoire R , tel que la quantité de mouvement totale du systéme y soit nulle :

P* =0 soit aussi Zpi‘zﬂ
i

Lorsque le systéme de particules en interaction peut étre considéré comme isolé, comme ¢’est générale-
ment le cas, ce référentiel R* est aussi galiléen.

Remarque : La définition précédente de R* généralise celle, adoptée en mécanique newtonienne, qui
s’appuie sur la définition préalable du centre de masse par le barycentre du systéme de
particules atfectées de leurs masses respectives (cf. Mécanique).

Pour déterminer la vitesse d’entrainement v, de R* par rapport 4 7, écrivons les formules
de transformation du quadrivecteur 4-P = %, 4-p; . Appelons Ox I'axe dirigé suivant la quantité de
mouvement totale P ; il vient :

£ E - -
P;=T'e(Px—ﬁeE)=ﬂ Py=P,»=U et P,=F=0
d'on :
v, P P

Be="7 =g o Vesm g

c
Exemple : Déterminons la vitesse de translation de /R* associé i deux particules, I'une animée

d’une vitesse v; , par rapport au référentiel du laboratoire R, et I’autre A, fixe dans R (Fig. 7.1).
Comme ¥, & = yymc® + myc® et 3, p;, = yymyv; , on obtient :

c2ymin _ A1 2 _ (yumi + mz)?

U = d'ou =
Ye -'f!% +M% +2}"1M1M2

T oy mpc? T 1+ myfyum

Dans le cas d’un électron projectile et d'un proton cible, on a généralement m, 3 yym; ; v, estalors
négligeable et R* coincide pratiquement avec R . En revanche, si le mouvement de A, est ultra-
einsteinien ( my /= ymy ), v, n'est plus négligeable.
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¥ y*
Ve R*
R
ol O 5—O—=x
Al Az
FiG. 7.1.

51 les deux particules sont 1dentiques, m; = mgz , on trouve :

_(1+m 2
Ye a2

Pour deux photons, de fréquences différentes »; et vz, dont les directions font, avec I'axe Ox,
les angles #, et 6, ,0na:

vy cos B + v cosfly

E=h(y +1) et Pic=h(ycost +vacosfy) don B.= _———

Si les photons ont méme fréquence (» = #»') et s’ils sont émis dans une méme direction mais dans
des sens opposés (1 =0 et #p = 7 ), alors v, = 0. §'1ls sont émis dans le méme sens (#; = 0
et # = 0), le résultat précédent donne 1, = c, ce qui doit étre exclu, car les expressions utilisées
supposent que ‘y, soit fini ; physiquement, aucun référentiel ne peut se déplacer i la vitesse ¢ .

II.2.

Propriétés générales des collisions dans R~

Le systéme considéré étant isolé, les propriétés générales des collisions dans R* s’écrivent :
2P =D p=0 et 3 E=3 8
i f i f

Sur la figure 7.2, on a représenté les quantités de mouvements de deux particules en interaction, avant
et aprés une collision élastique, dans R et dans R”.

Id
Al P

Gp—]~ O p2=10 '.= th
A Avant A Aprés
a) Collision élastque dans T2
PN P
AL At Az Aprés P}

b) Collision élastique dans R*
Fic. 7.2,
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II.3.

Propriété caractéristique des collisions dans R*
Considérons une collision €lastique entre deux particules A; et A; . En primant les grandeurs aprés
collision, il vient, relativement & 7%° :
PiAp =P P =0 et 4+ =6"+8"

On trouve, en introduisant la relation entre £ et p pour chacune des particules :

PR =R = £ —mic = 7 —mdet @ pyR = piict = £ —mict = £ — it
Par conséquent :

€ =67 - % =mic - mid soit (& ~EN(E +E) = (& - E)E +E)
d’oil, en tenant compte de la conservation de 1'énergie dans R* :
& -& =g &

Finalement, la comparaison avec 1’équation de conservation de 1"énergie dans R* donne :
g=8° &=8' =K==

Ainsi, dans R*, au cours d'une collision élastigue entre deux particules, chacune d’elles conserve son
énergie et la norme de sa quantité de mouvement. 5'il n’en est pas ainsi, la collision est inélastique.

Cette propriété de conservation de 1'énergie de chaque particule dans R* est précieuse, car il
suffit d'évaluer la variation d’énergie de la particule projectile pour savoir si la collision est élastique ou
inélastique.

Remarque : Cette propriété caractéristique des collisions élastiques, dans le référentiel du centre de
masse, est valable aussi en mécanique newtonienne (cf. Mécanigue).

Le résultat précédent est utilisé en permanence en microscopie €lectronique oti, en raison de la
taible masse de 1’électron, comparée i celle des atomes constituant 1'objet & observer, R et ™ coin-
cident. Les collisions élastiques se réduisent alors i celles pour lesquelles les électrons incidents n’ont
pas perdu d’énergie cinétique.

11 est instructif d’exprimer les énergies £ et £ en fonction de I'énergie totale £ . D aprés ce
qui précéde, on a :

&~ &7 = (& — E)(& + &) = myc* — mic*
Par conséquent, puisque £ = £ + & :

2.4
§-6="2

— mict

gn
Il en résulte que :

£ (i —mdet) . 72— (et~ mich)
281

& =
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II1. — COLLISIONS ELASTIQUES
De telles collisions entre une particule projectile A; (masse m; ) et une particule cible A; (masse
miz ) au repos satisfont i la réaction (Fig. 7.2a) :
A +A; — A+ Ay
dans laquelle la quantité de mouvement totale et I'énergie totale se conservent :
P =P +py et & 4mcd =&+ &
Il est naturel d’introduire les angles de diffusion des particules, par rapport i la direction incidente :

61 = (p,,p)) et 82 = (p,,p5) ou bien I'angle & = (p},p}) que font entre elles les particules
émergentes.

III.1.— Collision entre deux particules dans le référentiel R

Afin d’exprimer 'angle a éliminons p, et £ entre les deux équations de conservation de la
quantité de mouvement et de I'énergie. Il vient :

(&1 + & — mye®) = (p} + py)*e” = mric?
soit : , ,
El 4 EN? = 2mac® (& - ) — pict — ple? - 2p\pid cosa = mic?
1 2 1 1 2 P2 1
On obtient, en développant et en simplifiant :
mict + ELE] — mycX(E] + £3)

2mict + 28185 — 2myct(E] + E) - 2piphctcosa =0 doi cosa= 2
e

On en déduit en exprimant les quantités de mouvement en fonction des énergies :

mict + E]E) — mact(E] + &)

(67 —mch) 2 (ef — mich) 172

5i la collision conceme deux particules de méme masse m , la relation précédente devient :
(] —me) (& —m®) (&) = mc)/HE — m)'?

(EF — m2cAN2(ER —m2eh)12 — (&) + mc2) 12 (E) + me2) 12

Cosax =

CoOs =

On voit que cos o n'est pas nul et par conséquent que la collision entre deux particules, de méme masse,
n’implique pas, comme en mécanique newtonienne, un angle de # /2 entre les particules émergentes
(cf. Mécanigue). On retrouve aisément le résultat newtonien en faisant dans la relation précédente :
E mme® et & = mc?

Pour une telle collision entre deux particules de méme masse, par exemple des protons (Fig. 7.3a), on
peut vérifier que que larelation vectorielle de conservation de la quantité de mouvement est bien vérifiée
(Fig. 7.3b).

En effet, en mesurant les rayons de courbure des trajectoires incurvées par un champ magnétique
(cf. chapitre 6), on obtient les normes des quantités de mouvement connaissant p; , puisque :

PP

R R R
On en déduit p}, pi, & . & et &£ ; on constate alors que la relation scalaire de conservation de
I'énergie est bien satistaite.
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Fic. 73.

Lorsque ce n’est pas le cas, il est nécessaire de revenir sur 1'hypothése méme d'une collision élas-
tique : on a pu oublier la création d’une particule neutre (neutron, neutrino, photon, etc.) qui, elle, ne
laisse aucune trace dans un détecteur sensible uniquement aux particules chargées (cf. chapitre 8). Nous
reviendrons plus loin sur ce point en analysant en détail les collisions inélastiques.

Remargue : Lexploitation technique des résultats expérimentaux est grandement facilitée si 'on
adopte comme unité le MeV pour les énergies, le MeV-c~! pour les quantités de mou-
vement et le MeV -¢~2 pour les masses. Par exemple, pour la collision élastique entre
deux protons de la figure 7.3, on écrit :

p1 = 2607 MeV-c! pa=0 et m=m=my,s= 938 MeV.c2

III. 2 . — Détermination de la masse d’une particule projectile

Supposons que la collision €lastique concerne une particule cible connue et une particule projectile,
de masse inconnue, dont on sait déterminer la valeur p, de la quantité de mouvement, griice & un champ
magnétique. Comme on souhaite éliminer les caractéristiques de la particule projectile aprés collision,
écrivons les équations de conservation sous la forme :

Pi=p -y et & =&—&+md
ce qui donne :
(& = &+ mcf — (py - py)’c” = miic*
1l vient, en effectuant et en simplifiant :
E + (8 = mac®} = 261(8] - mod) — pic — pii +2p, - pi? = mic

s0it :

(& — myc?)? — 26(E5 — myc?) — P2 + 2p, - Pyt = 0
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On trouve :
Slfé—plp;cz cosfly = M2£'2(MZC2—(_‘.;+£1} solt plc(f'g—mzc"}uzcos = (& +mzc2}(£;—mzc2}

si I'on remplace p5 par son expression en fonction de 1'énergie et si 'on désigne par #, 1'angle de
diffusion expérimentalement accessible que fait la cible avec la direction incidente, aprés collision. Il en
résulte, en élevant au carré :

p2 2(812

& - 2}2 cos By = (E1 + mac }

Plagons-nous dans le cas ot 'énergie de masse mc? de la particule cible est faible devant 1’énergie
&1 du projectile, avant collision. I1 vient :

pz 2(&‘!2 mcq}

(& —mpar < b =& =pic” +md

mz-t 22 (Sz—mzf}

2
= #—1
©EPE (g Ty O 72

C’est ainsi que fut déterminée, pour la premiére fois en 1943, par L. Leprince-Ringuet et M. Lhéri-
tier, la masse de la particule Kt . aucours d' une collision €lastique avec un €lectron au repos (Fig. 7.4) :
Kt4e = Kt +e

Les valeurs des quantités mesurées étaient les suivantes :
P =510 MeV -c! £ =1T7TMeV et 6 =20° doi mec* =510MeV

sachant évidemment que mac® = mc? = 0,511 MeV < & . Cette valeur expérimentale de 510 MeV
pour mgc? est i comparer i celle retenue actuellement de 493,7 MeV .

III.3 . — Etude générale d’une diffusion élastique par une cible au repos

Dans une collision élastique entre deux particules, le probléme posé est généralement le suivant :
une particule projectile trés rapide A; est diffusée élastiquement par une particule cible A, , fixe dans
le référentiel du laboratoire R . Comment exprimer les angles de diffusion des particules, par rapport i
la direction incidente (Fig. 7.5): 6, = (p;, p}) et 6; = (p;, p3) ?

Laforme de I'interaction n’étant pas connue, il est impossible de déterminer ces valeurs ; cependant
on pourra relier #, et #, i un méme paramétre qu’il est commode de prendre égal 4 'angle de diffusion
de la particule incidente dans R* (Fig. 7.2b): 6* = (p,, p;‘}
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a) Expression des angles de diffusion

Ecrivons les formules de transformation de 4-p; et 4-p, dans un changement de référentiel gali-
léen entre R et R . En introduisant les quantités p* = |pj| = |p;°| = |pi|l = Ipy°|, & = &° =t
& = £ ,on obtient, pour A; :

preos @y =y, (pTcos " + B,E fc) et plsinf, =p”sind”
d’o, en divisant membre 4 membre :

sin#*
y.(cost* + B.E /p*c)

tan 1y =

De méme pour A; :
pPycostly = y.(—p cos8° + B.E; [c) et phsinf; = —p°sinf”
d'ol :
sin#*

‘}'t(OCIS o= — )Bt“:z’i{p‘c}

tan 2 =

Pour une collision élastique entre deux particules idenfigues, nous avons, puisque £ = £ :
& _ o &

¢ - - ¢ -
pre pTc

B

B

D’antre part, les formules de transtormation de Lorentz appliquées &4 4-p; entre R et ™ donnent,
puisque la cible est au repos dans R :

&
pe

=1

0= ?f{_p‘ +.Be£2‘f£'} soit lBt
Il en résulte que :
sin #* sin 8°

tmfhy = ——— et tmfh=-— ——
! YelcosB* + 1) € : Yelcos = — 1)

soit, puisque y> = (14 v,)/2

tan f#; = 2 1Mtzm " et tanth = 2 1JJ2c:cnzm o
A+ 2 T\t 2

Larelation entre #, et #, peutdonc s’écrire simplement :

1
tan#; <tanfp = —-2———— d'oll tan#; xtanfh = -1 s y; =1
y1+1

b) Perte d’énergie de la particule incidente
Dans le rétérentiel du laboratoire, la perte d’énergie de la particule incidente est 1'énergie
0 =&, — & acquise par la particule cible A; . Comme I'énergie et la quantité de mouvement de Az
valent respectivement Q + mac? et p; — p , on ala relation suivante :
1 o

(Q+mzc2}2 - (p - pi)ct =mic*  ce qui se met sous laforme Q= 2y [{pl —pi)* - c_z}
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Par conséquent :
1 & - &
=——|4-P||* avec 4-P= PP
0= 5l =
Comme |[4-P|* est invariant par changement de référentiel galiléen, il vient :
oo fprogop -8
ZH‘IQ 1 1 2

La collision étant élastique, on a £ = £ et p] = p," . [l en résulte (Fig. 7.2b) :

6: i ﬂt A pa — p'a zpaz . ﬂt
2 = ap;?sin® ( )=4 *2 sin’ (—) d’oin ==L 2L = §in®| -
(pi — p1 ) pl 2 P 2 e 2y My 2

D’ autre part, la vitesse de A, parrapport &4 R*, avant la collision, étant —v, , p* vaut :
Pt = Yeav, = Boye Betmze = {'yf - 1}1;2m2‘: avec Y. =(1- t%,fcz}_l”z
Finalement, on obtient :

Q =2(y* = 1) mae? sin? (%)

soit, en tenant compte de 1'expression de yf en fonction de 7y :

-2..“2 2 _ 1 ﬂ‘
0= 12(?1 ) mac si.nz( )
my + m3 + 2yimimy 2

On en déduit la valeur maximale de @ :

_ 2mi(y} - 1)
m + w4 2ymyms

Pour une collision entre deux particules identiques (my = my = m), O, se réduiti :
I — (?1 - l}m‘:z

Hiz (Z'2

Omax

La particule incidente peut donc perdre complétement son énergie cinétique en la cédant a la particule
cible.

Remarque : Ce résultat suppose admise 1"hypothése classique de la discernabilité de deux particules
identiques en interaction. En physique quantique, cette hypothése étant exclue, la valeur
maximale admise de Oma est, dans ce cas, non pas (y; — l}mc2 mais la moitié de cette
valeur.

c) Approximation newtonienne

On retrouve les expressions newtoniennes de tan #; et tan #; , en faisant v < ¢ dans les expres-
sions précédentes :

veml  Eamd  Gamd  ptamp] smy - )
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Comme v, = B.c = v /(1 + ma/m;), on obtient :

- Mz pc
e et —amcz
F 1+"12;"m1 ! B. :
Alnsi :
sin #* sin #* 1 T 8"
tan 6 = t  tanf; == = it = -
! cosf* +my/m e S e — 1 tan 6° /2 soit |64 2 2
Lorsque les particules sont identiques, ces expressions deviennent :
sin #* #* sin #* 1
tanfh = ————— =tan | — | et tanfy = == d'on tan#; x tanf; = —1
1™ Cost +1 (2) MO2= Coser —1 wnerj2 C 00 A0 2

Les deux particules identiques sont diffusées 490 ° (cf. Mécanigue). On retrouve aussi la perte d’énergie
maximale de la particule incidente, dans 1’approximation newtonienne, en faisant ﬁ - 1= ﬁ% dans
I'expression générale de Oy :

2mipi 4mymy
~ 2= m
Onee (1 + mz)? " (my + ma)

5 Ck,1

IV.— COLLISIONS ].NfILASTIQUES
Il est commode de représenter les collisions inélastiques par une réaction de la forme :
A +Ary — Az +A + A5+ -
dans laquelle A; et A; désignent les particules incidentes et Az, A4, As, etc. les particules émer-

gentes. Cette notation souligne que, dans de telles collisions, le nombre ou la nature des particules sont
modifiés.

IV.1.— Lois de conservation supplémentaires

Les collisions inélastiques sont répertoriées différemment suivant la nature des particules incidentes
et émergentes. Comme le nombre et la nature des particules changent, il est intéressant de prendre
en compte les lois de conservation supplémentaires auxquelles elles doivent satisfaire en dehors de la
conservation de la quantité de mouvement et de celle de I'énergie :

i) la conservation de la charge €lectrique Q ;

i) la conservation du nombre B de baryons, lesquels sont des états liés de trois quarks (cf. chapitre
8); le nombre baryonique des protons et des neutrons vaut 1, alors qu’il vaut 0 pour les leptons,
lesquels sont des particules légéres, telles que les électrons, les muons et leurs antiparticules (cf. chapitre
8).

iif) la conservation du nombre L de leptons, lequel vaut 0 pour les protons, les neutrons et leurs
antiparticules (cf. chapitre 8).

Le tableau 7.2 fournit les valeurs de @ et B pour quelques particules. On en déduit celles des
antiparticules correspondantes en changeant les signesde O etde B.
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Particules Masse Charge @ Nombre
(MeV ¢~ %) (en unité e) baryonique B

proton pt 938,27 +1 +1
neutron n 939,565 0 +1
électron e~ 0,511 -1

positron et 0,511 +1 0
photon 0 0 0
neutrino ¥, 2,8x 10°% 0
méson 7" 135 0 0
méson 7+ 1396 +1 0
méson 7 1396 -1 0
méson K+ 4937 0
méson K° 498 0 0
méson ut 1056 0
mESon i 1056 =1 0

TaB. 7.2.
Exemples

1) Formation de I’atome d'hydrogéne & partir d'un électron et d'un proton :
p+ +e — H

2) Particule donnant spontanément deux particules ; désintégration du méson 7+ en un méson

ut et un neutrino » :

+ o out

T
3) Collisions entre particules donnant deux ou plus de deux particules
pt +pt STHY ot

oil H le deuton.

Remargue : Historiquement, on a proposé d'autres lois de conservation, comme la conservation du
nombre d'étrangeté § (de strange en anglais), appelée ainsi car les particules i 1'époque
se comportaient de fagon étrange. Cependant cette loi est parfois violée, comme dans
la désintégration d’'un méson K de nombre d'étrangeté 1, selon la réaction suivante,
établie expérimentalement en 1947 :

Kt -7t +4°
En effet, les pions o+ et #” étant des particules de nombres d’étrangeté nuls, 1’étrangeté

n'est pas conservée.

Iv.2.

Transformation réciproque de masse en énergie

La transformation réciproque de masse en énergie est plus ou moins importante selon la nature des
collisions inélastiques. Dans la physique atomique ou moléculaire, sa contribution est négligeable, aloms
que son role est décisif dans les réactions nucléaires.
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a) Défaut de la somme des masses dans Uatome d’hydrogéne

Analysons la réaction de formation d’un atome d’hydrogéne dans son état fondamental, & partir
d'un proton et d'un électron selon la collision inélastique :

p+ +e — H
Dans le référentiel du centre de masse R*, 1'énergie de 1'atome s’écrit :
£ =mpe? soit £7 =mue +mct +E + &

en séparant les énergies de masse, I'énergie cinétique et 1’énergie potentielle d’'interaction électrosta-
tque :

mgct = n'li,cz-}—m,.cz +E + & e et = m*f._,,c'z-|~J"ﬂ,.c‘2 —mpct =& + & =—13,6eV
car, dans 1'état fondamental :S; + E.'P = —13,6 eV. On voit que le défaut de la somme des masses est
ici négligeable, puisqu’il ne représente qu'une trés faible fraction ( ~ 10~* ) de I'énergie de masse des
réactifs :

pet =0 et mpc = muc + me?

Il en est de méme pour toute la chimie atomique et moléculaire ot les énergies mises en jeu sont trés
faibles devant les énergies de masse. Aussi, dans ce contexte, admet-on la conservation de la somme des
masses d'un systéme et identifie-t-on la masse de ce dernier & la somme des masses de ses constituants.

b) Défaut de la somme des masses dans la fission d'un noyau lourd

La réaction suivante est une réaction importante de fission d'un noyau lourd, le noyau de 1'uranium
235:
BU+n — PY+E I+3n

Parmi les produits de réaction, I désigne l'iode et Y I'yttrium. Dans cette réaction, le défaut
de la somme des énergies de masse est e’ = 240 MeV, d’oil I'énergie libérée par mole de
noyaux ( = 240 g ):

On = pc® X Ny =240 % 6,12 x 102 MeV =2 x 107 ]

Ce résultat est énorme, comparé 4 1'énergie 4 x 10° ] fournie par la combustion de 12 g de carbone
dans 32 g d'oxygéne.

La fission de noyaux d’uranium 235 est & la base du fonctionnement des centrales nucléaires :
I'énergie cinétique des neutrons est récupérée pour produire de la vapeur d’eau, laquelle fait tourner une
turbine qui produit de 1'électricité (cf. chapitre 8).

Remargue : Laforme guerriére d'une centrale nucléaire est la bombe A (atomigue).

c) Défaut de la somme des masses dans la fusion de deux novaux légers

Une réaction de fusion typique est 1’interaction d'un deutéron d (noyau de deutérium fH+ ) et
d'un triton f (noyau de tritium ‘;'H+ ) donnant un hélion e (noyau d’hélium 3Hez+ ) et un neutron :

d+1r— a+n
Le défaut de la somme des énergies de masse vaut ici (cf. TAB 7.2) :

pet = mge? + mt — my — mye? = 1875, 56 + 2808, 84 — 3727,27 — 939,55 = 17,6 MeV
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ce qui représente la fraction 3,8 x 10~? de la somme des énergies de masse des réactifs. On en déduit
I’énergie libérée par mole de réactifs (deutéron et triton), ¢’est-d-dire pour 5 g de matiére :

On = uc® x Ny = 17,57 % 6,02 % 102 MeV = 1,7 x 1012]

Compte tenu de la masse molaire, ce résultat est du méme ordre de grandeur que celui obtenu dans la
fission.

Remarques : 1) La fusion de noyaux légers permet de comprendre le rayonnement énergétique des
étoiles (cf. chapitre 8).
2) La fusion est aussi & la base du fonctionnement de la bombe H (4 hydrogéne). La bombe
4 neutrons ou bombe N, congue en 1979, n’est qu'une bombe H de faible puissance. Dans
ce cas, les effets mécaniques destructeurs sont plus faibles que les effets d'irradiation qui
déciment I'ennemi, d'ot son intérét guerrier.

IV. 3. — Seuil énergétique d’une collision inélastique

Une collision inélastique, entre deux particules A; et A;, qui donne de nouvelles particules Az,
A4, As, etc., ne peut se produire qu’i la condition que 1'énergie totale du systéme soit suffisante. Nous
nous proposons d’établir 1'expression du seuil énergétique.
a) Cas ot la cible est au repos

Soit deux particules, le projectile A; etlacible A; au repos par rapport au référentiel du labora-
toire R . Supposons qu'aprés la collision apparaissent plusieurs particules A, , Ay, A5, etc.

Ay +Ay — Ay +A4+ A5+ -

Une telle réaction n’est possible que si I'énergie du systéme {A;, Az} est supérieure i une valeur mini-
male appelée énergie seuil £, .

Pour déterminer ce seuil, il est commode de se placer dans le référentiel &* , seul référentiel o,

en mison de la définition de R* (P* = 0), les particules émergentes peuvent &tre simultanément au
repos (p; = 0 quel que soit f ). Ainsi :

E'z(mitmytmst . )F soit E°2Y myc
f

Afin d’exprimer cette condition en termes énergétiques du référentiel R , utilisons I'invariance de la
norme 4-P :
E_PF="-Pr =7 sit (& +md) —pict =€
La condition précédente peut ainsi s"€crire :
2

2V (i 24 4
(& +m/zC'2}2_P¥C2 2 mecz ce quidonne &, = (wa J m +my)e
f

2mac?

Il vient, pour I'énergie cinétique & ;. qui est aussi celle des deux particules incidentes, puisque
Sk,g =0:

£ =F£ . .=F —MC2> (me2}2_(m%+m%}c4_mlm2c4
k k.1 1 1 = znlzcz
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Retenons donc :

(5 me) = (5 mic)?

1 2 &, avee &, = 2myc

Ce résultat peut &tre obtenu a 1’aide de la représentation pythagoricienne de la relation entre 1'énergie et
la quantité de mouvement d’une particule (cf. chapitre 5). En effet, sur la figure 7.6a, on voit que :

AB® = (p3+patps+ o Feh 4 (my+ my+ms + - )

Or, dans cette représentation, une ligne brisée entre deux points est plus longue qu’une ligne droite. Par

conséquent :
S+&h=E+m=E+E+E+ - 2AB e pi+pi=pr1<pi+patps+--

puisque & = mact et p» = 0. Il en résulte (Fig. 7.6b) :
(& +mac?)? = AR avec AB* zpid + (ma + my + ms A

On en déduit :
(ma 4+ my +ms + - )2t — (m} + mi)ct
2mye?

(& +mc?)? = Pt 4 (ma+my +ms+-- - Pt osoit & =

On retrouve bien le résultat déja établi.

P,
Py

Py

a) b)
F1G. 7.6.
Exemples :

i) Senil énergétique du proton incident dans la réaction p* +pt — pt +n+at.
La formule précédente donne :
_ (mp My et = 4m§c4

£s == 203 MeV
k1 2mipc?

ii) Découverte de 1’antiproton
Une collision inélastique entre protons peut produire une paire proton-antiproton selon la réaction
sulvante :
pt+pt = ptapt +pt+p7)
Dans le référentiel du laboratoire R ot le proton cible est fixe, I'expression du seuil énergétique de
production de la paire proton-antiproton donne :
_ (4mpct)? — (2myc?)y?

&= =6mpc’ ~ 6GeV

2
e
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C’est par cette réaction que les physiciens américains E. Segré et O. Chamberlain ont pu mettre en
évidence |'antiproton en 1955, sur le synchrotron de 6 GeV a Berkeley ; cette découverte leur a valu,
peu aprés, le prix Nobel en 1959.

b) Cas ot la cible est en mouvement

On a toujours £*2 = (m3y +my + ms + -+ - )2c* avec:
E=8 Pl =(6H+&6)1 - (m+p)d
Par conséquent, en développant et en simplifiant, on obtient :
mict + mict + 26,E — 2p\pacicosf = (my +my +ms + - - Pt

# étant 1'angle que fait p, avec p, . Pour déterminer 1'énergie-seuil, il est nécessaire de connaitre #.
Il est intéressant de noter que la condition énergétique pour qu'une réaction de collision puisse se
réaliser est toujours moins cofiteuse dans le référentiel du centre de masse que dans tout autre référentiel.
En effet :
PP =£"T implique £ 3= &°

C’est précisément ce que les scientifiques européens du CERN ont réalisé avec succés dans le cas de la
production d’une paire proton-antiproton ; le proton-cible est mis en mouvement de telle sorte que R et
R* coincident. Pour la réaction de production des antiprotons 4 partir de protons incidents, on a, dans
R :

E" = dmpe? dont £ = £ = 2mpdt = 2mye?

au lieu de E; = 6mpc2 !'Un tel gain énergétique a été obtenu pour la premiére fois au CERN, en 1971,
par la technique des anneaux de stockage (Fig. 7.7a). Cette technique consiste & donner aux protons
inifiaux, projectile et cible, des vitesses opposées. Précisément, i 1" alde de champs magnétiques, on fait
décrire aux particules incidentes des trajectoires sensiblement circulaires, en sens opposé. Sur la figure
7.7a, on a représenté le collisionneur ISR (Infersecting Storage Rings) du CERN, avec ses huit zones de
collision, dans lesquelles on a produit des antiprotons 4 moindre cofit.

Is
Anneau 2 b Brahms

Ty
Is

Iz

Is

Zones de
Li collision

a) b)
FiG. 7.7.

Depuis, cette technique des anneaux de stockage s’est largcement développée. Ainsi, récemment on
a construit sous terre, i Brookhaven (Long Island, Etats-Unis), un collisionneur d"ions lourds relativistes
(RHIC pour Relativistic Heavy lons Collisionor), de 3,8 km de diamétre (Fig. 7.7b). Les ions, dont
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la masse est comprise entre 1 GeV -c~2 et 190 GeV - c~2, seront accélérés jusqu’a des énergies cent
fois supérieures. Ils peuvent entrer en collision en six points de leurs trajectoires. Le but recherché
est de se rapprocher de conditions énergétiques analogues i celles présumées de 1'Univers primordial
(cf. chapitre 10).

Remargue : Dans le prochain collisionneur du CERN, LHC (Large Hadron Collider), 1'énergie de
chaque proton sera de 7 TeV . Calculons 1'énergie équivalente d'un proton-projectile en-
voyé sur un proton- cible :

£ =2~ PP = (&1 + mpc?)? — pic® = 2mpc® + 261mpc?

£ 2m§c2 ~ 142
2m,® " 2x 0,938 x 103

&= = 104,5 x 10° TeV

V.— DIFFUSION INELASTIQUE D’UNE PARTICULE PAR UN ATOME

L'importance de ce sujet est considérable puisqu’une telle diffusion concerne tout le domaine de
I'excitation des atomes d’un matériau quelconque traversé par une particule incidente. On peut schéma-
tiser une telle diffusion par I'équation de réaction :

Ay 4+ Ay — AL+ A
oil I'atome cible A, change d’'état par excitation ou lonisafion. Notons que le projectile A, peut étre
absorbé comme dans I'effet photo-électrique, auquel cas A{ disparait.

La diffusion inélastique des particules chargées par des atomes a été beaucoup étudiée, en particu-
lier par le physicien allemand H. A. Bethe (récompensé par le prix Nobel en 1971 pour ses travaux sur
les réactions de fusion dans les étoiles) ; elle fait encore I'objet de recherches, notamment dans le do-
maine des rayonnements ionisants.

Les collisions inélastiques entre particule et atome sont plus précisément des collisions entre la
particule projectile et I'électron atomique en interaction avec le ceeur de I'atome (Fig. 7.8).

O .~ "8, Electron aomique
X A L .«- Noyau atomique
Particule projectile J
Atome cible Az
Fic. 7.8,

Linteraction étant coulombienne, on montre alors que la diffusion i faible angle est beancoup plus
probable que celle i fort angle et que les valeurs minimale et maximale de 1"angle de diffusion jouent
un rile important dans la détermination du pouvoir d’arrét des matériaux traversés par des particules
chargées (cf. chapitre 8).

Comme pour la diffusion élastique, il est commode d’introduire le carré de la pseudo-norme du
quadrivecteur 4-P égal a la différence des quadrivecteurs 4-p; et 4-p; de la particule projectile A;,
précisément la grandeur énergétique (7, suivante :

_llaP® _

_ B I
g= 2 2y [(Pl—Pl} -

(& - &)

o2
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my étant la masse de la particule cible, c’est-A-dire celle m, de I'électron atomique. Notons qu’en
raison de I'interaction de 1'électron avec le noyau de 1'atome, I'énergie transférée a 1'atome O ne
s'identifie plus & & — &/ .

Lavaleur maximale (. est facile a déterminer, puisque 1’ énergie transférée a I’ électron atomique
est dans ce cas trés grande devant son énergie de liaison (£; — £]) : I'électron atomique peut &tre
considéré comme libre et (J,, Interprété comme le transfert maximal d'énergie au cours de la collision
élastique particule incidente-électron atomique. Il en résulte, d’aprés 1'analyse déja faite, que :

my +mk + 2y1mm,

Si la particule incidente est un électron, on trouve :

Omax = (?1 = l}mwfz
c'est-d-dire la valeur de I'énergie cinétique de la particule incidente, ce qui était prévisible. En réalité,
la valeur retenue pour Q,,,, dans ce dernier cas est (¥, — 1)m,c?/2 enraison de I'indiscernabilité des
particules en interaction, €lectron incident et électron atomique.
Quant i la valeur minimale (O, . €lle correspond i I'existence d'une valeur minimale des énergies
d'excitation atomique. Explicitons —||4-P||? en fonction de I'angle de diffusion 8; :
(& —-&)?

- ||4"P||2 :P% “"Pi2 — 2pypycos b — 3

c
Or, pour les faibles valeurs de @, 6, est petitet p = p'. Par conséquent :
, & - &)
1P~ oy — i)+ piot - G ED
D’autre part, comme & — pic® = &> — p%c® ,on a:
E-& & & -§&

+ pj .
£ — & =(p—p )2 LTl it —-pp = x— =
1 1=(p1—pie & +E& 14 S 1 Pre P Bic

Ainsi, —||4-P||? s'écrit :
(& —&P (1 2 (& - &)
—|4-PPEm=pe+ " 1) =plet
e g ) T e
La valeur minimale de I'énergie transférée i I'atome ' est donc :
l4-PI? _ (& - &)
2m.  2yiBimec?

Omin = —

VI. — COLLISIONS AVEC PHOTONS

Les photons sont des particules de masse nulle qui ont été infroduites en 1905 par Einstein pour
interpréter le rayonnement des corps et 1'effet photo-électrique, ¢’est-a-dire I"action d’un rayonnement
lumineux sur la matieére (cf. Quantigue). Rappelons que cette parficule est caractérisée par une énergie
S, directement reliée a la fréquence » du rayonnement ou i sa longueur d’onde A, dans le vide :

he 11,2398

he
E,=hw=— soit £(eV)= =
y =W it £,(eV) 107%eA( pm) A pm)

A
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VI.1.

Collision élastique Compton

On appelle effet Compton 1"apparition d'un rayonnement diffusé par un maténau, avec une fré-
quence différente de la fréquence du rayonnement incident, selon 1’angle de diffusion # .

a) Nature du phénoméne

Comme son nom 1'indique, cet effet a été découvert par le physicien américain A H. Compton, en
1923 En irradiant du graphite avec des rayons X associés i laraie K ; du molybdéne, il a obtenu, avec
un spectrométre i réseau cristallin (cf. Optigue), deux raies spectrales (Fig. 7.9a):

i) la premiére centrée autour de la fréquence » des photons incidents, qui correspond & une lon-
gueur d'onde de 71,1 pm, soit & une énergie :

1,24

S =
TTT1,1 % 10-6

=17, 4 keV

i) la seconde centrée sur une autre fréquence »', inférieure & » et dépendant de 1'angle de dif-
fusion # . Expérimentalement, Compton a trouvé, entre les deux raies (Fig. 7.9b), I'écart en longueur
d’onde suivant, en picometre :

AA(pm) = A" — A = 4, 8sin® (g)

TN
| N
1 ™
: *, Détecteur
Fentes U Fc:ntmi T
| \
! * [
' \
Tube & ‘ ‘Hl Cible en I
i
rayons X graphite ;'
£
'
ra
r
s
a) < b)
Fi1G.79.
b) Interprétation

Compton expliqua le résultat précédent en considérant la collision élastique entre un photon X,
particule se déplacant a la vitesse ¢ de la lumiére dans le vide, et un électron libre du graphite, selon la
collision :

y+e =y 4+

dans laquelle I'électron cible ¢~ est au repos et le photon projectile  est diffusé sous 1'angle # par
rapport i sa direction incidente. Comme il y a conservation de la somme des masses des particules en
interaction, la collision est élastique :

Zm,fz = ij{z = m,c*
i f
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Exprimons la conservation de la quantité de mouvement et de 1'énergie :
p+0=p +p, et E+m=E+E

avec £ =pc, £ =p'cet £2 - pld =mil.
En éliminant p, et £ entre les deux équations de conservation, on trouve :

(S_SJ +mc2}2 _ (p_ p!}Zc2 =MEC4
SOt :
(£ - &V +2m. (€~ £ — pPe? — p*c* + 2pcplecos B =0

SiI'on tient compte des relations entre énergie et quantité de mouvement des photons, du type £ = pe,

on trouve : . 1 .
dy ' _ o o= _
2me (€ — £') =2£E'(1 — cosh) doit & F m‘,cz(l cos )

ce qui donne, en introduisant les longueurs d'onde A = hc/E et A' = he/E' :

h
A —A=Ac(1—cosd) on Ac=m

L

= 2,4263089 pm

est la longueur d'onde Compton.

En déterminant la longueur d’onde du rayonnement diffusé pour plusieurs angles de diffusion #,
on constate que la prévision des résultats expérimentaux est remarquable. Pour # # 0, on observe deux
pics, I'un centré sur la longueur d’onde incidente A, I’autre centré sur la longueur d’onde A’ reliée &
A et 6, par la relation précédente (Fig. 7.9b). Notons que A’ > A, puisque le photon diffusé perd de
I'énergie.

L’écart observé peut &tre aisément expliqué par le modéle approché de I'électron cible libre. Ce
modele est d"autant plus satisfaisant que 1'énergie acquise par 1'électron sous forme cinétique est plus
grande.

La présence du premier pic doit étre attribuée i la diffusion Compton par les particules lourdes
de la cible, précisément les cceurs des atomes, pour lesquels la longueur d’onde de Compton est beau-
coup plus faible que celle associée aux €lectrons externes, qui sont pratiquement libres. Quant au fond
continu, qui s"étend sur tout le spectre, il est dii 4 ladiffusion Thomson que 1'on explique & 1'aide du mo-
deéle de 1"électron élastiquement lié, soumis au champ électrique de 1’onde électromagnétique incidente
(pulsation w ), loin de la résonance : @ 3 wy (cf. E’Eecfromgnéﬁsm}.

Remargques : 1) Il convient de bien distinguer I'effet Compton et I'effet photo-électrique. Ils font inter-
venir tous deux un photon incident et un électron cible. Cependant, contrairement a 1"effet
Compton, I'effet photoélectrique est le résultat d'une collision inélastique entre un pho-
ton incident et un métal par 1'intermédiaire d'un électron en interaction avec le reste du
métal. Aprés collision, la cible métallique a changé de nature puisqu’un électron a été ar-
raché i I'édifice.
2) On introduit parfois la longueur d'onde de Compton « barrée » pour 1'électron :

Ac = E = 0,386 15905 pm
2T

3) Ce travail a valu &4 Compton le prix Nobel en 1927.
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VI.2.

Création d*une paire électron-positron
L'action d'un photon sur une cible matérielle telle qu'un électron peut donner, en plus de 1" électron-
cible, une paire électron-positron :
y4+e —e +le” +eh)
Calculons I'énergie-seuil, a partir de I'expression générale, établie au paragraphe V :

Imct)? — 22
g7, = Cme?)” —meC)" _ 412 ~ 2,044 MeV
’ 2m,c?

Cette énergie correspond i une longueur d’onde dans le domaine du rayonnement ¥ :

1239, 8

=—""" _=~0,6x107? it A=0,6
2,044 x 10° fm - so P

A(nm)

Le positron fut découvert par I'américain d’origine suédoise C. Anderson, en 1932, alors qu'il observait
les traces produites par les photons ¥ du rayon cosmique dans une chambre de Wilson (ct. chapitre 8);
dans ce cas, la particule cible de la collision était un noyau d"hydrogéne.

Remargue : lIgnorant les prévisions de Dirac sur les antiparticules, Anderson établit le premier, par
I'expérience, I'existence du positron ; les trajectoires analysées sur les clichés ressem-
blaient en tout point & celles décrites par des particules ayant la masse d’un électron,
mais dotées d'une charge électrique €gale & ¢ et non —e . Dautres physiciens, comme L.
Curie et F. Joliot, avaient observé de telles trajectoires, mais les avaient interprétées
comme des €lectrons se déplacant vers la source de rayonnement qu’ils utilisaient.

La présence de la particule-cible est indispensable ; en effet, les lois de conservation de la quantité
de mouvement et de I'énergie de la réaction :

y — e +et

sont incompatibles. En effet, d'une part, la conservation de la quantité de mouvement donne :

v . hr
o €=P2tp; soit — <prtps et hv<petpae

en raison de la régle des longueurs dans le triangle de conservation des quantités de mouvement. D' autre
part, la conservation de I'énergie se traduit par 1'équation :

hy =8+ & doi hy = pic+ psc
puisque & = (pfc? + mfc“}uz et & = (picd +mfc“)1f2 . On trouve ainsi, de fagon contradictoire :
hv Spyct+pic et hv=E+E& 2 pac+ pac

ce qui établit I'impossibilité de la matérialisation d’un photon en I'absence de cible.

VI.3.— Emission et absorption de photons par un atome

L'émission et 1'absorption de photons par un atome doivent étre traitées comme des collisions
inélastiques dans lesquelles on exprime la conservation de la quantité de mouvement et celle de 1'énergie
du systéme total.
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a) Emission

L'émission d'un photon par un atome ou un noyau, passant d'un nivean excité d’énergie
£ya = mye? 4 son niveau fondamental d’énergie &£, = myc? < &, peut étre considérée comme
une collision inélastique (Fig. 7.10a) :

atome excité — atome + ¥
Désignons par p, la quantité de mouvement acquise par I’atome, par &, son énergie et par £y, = hv,

I'énergie du photon émis. Les conservations de la quantité de mouvement et de 1'énergie du systéme,
qui est isolé, s'écrivent, respectivement :

0=p,+

£
e ot fon=E+E, = (I +E) +E,
En utilisant la relation entre p, et &, , on élimine ces deux quantités selon :

G2~ &

(Eo2— &) =& ,+&, don &= v

ce qui s"écrit aussl :

Loz + & _ o2 — &
£,.=(Eo2 —£01) (%) soit &= (£02 - &0,1) (1 - “;T;l)

Comme &, — & < &2, 'énergie £,, duphoton émis ne différe que 1égérement de la différence
&np — &, - Posant, &5 — & 1 = vy, larelation précédente s’écrit aussi :

Ve — V12 _ hvyy
M2 2#12(‘2
fuz 50.2
LAVAY LAVAY
he, hy,
& &
o Fmission 0.1 Absorption
a) b)
FiG. 7.10.

b) Absorption
Leffet photo-électrique est un exemple d'absorption de photon par un métal avec émission d'élec-
tron (cf. Quanfigue). On résume cette absorption par 1I'équation de réaction :
v+ métal — métal ionisé + e~

Un autre exemple important est I’absorption d'un photon par un atome, ce qui produit un atome excité
(Fig. 7.10b) :
Y + atome — atome excité



Collisions de particules rapides 159

Avec des notations analogues aux précédentes, &£, , = hp, étant I'énergie du photon absorbé, les
conservations de la quantité de mouvement et de 1'énergie donnent respectivement :

£
;’:’a e+ 0=p, et E1+E&.a=~E = (plcd+&)'7
puisque &2 est 'énergie de masse de I'atome dans 1'état final. Comme précédemment, il vient, en
éliminant p, et & :
62— Ena

2801

(fon +Eya) =&+ Ey dod Eya=
ce qui s'écrit aussi :

Eo,2 + o

Sy,a = (&J,Z _é:l.'l,l]I ( 2801

) soit  Ey0= (52— Eo1) (1 + M)

250,1

Comme &2 — o1 < &g, énergie £, , du photon émis ne differe, ici aussi, que légérement de
la différence £ 2 — & . Posant, comme pour I'émission &2 — &1 = hwyz, la relation précédente

devient :
Vg — V2 hvyy

P12 - 2}1‘!1(‘2
c) Absorption résonnante par les atomes

Les photons émis ou absorbés par les atomes ont une €nergie de quelques eV, alors que leur masse
est de 1'ordre du GeV. Il en résulte que les effets de recul sont faibles. Ainsi pour les atomes de mercure,
ona &, ~ 187 GeV et &z — &1 =5 V. llen résulte que :

&2 — &) Eoz — &y )?
Epe=Ex—Ey1— (’2—1 &y —E&gy et £ a=E82-E,+ (u,z—m =& —E&y
280,2 2Sl],l
avec une précision égale i :
Ens — Loz — & 5
02 — & &2 — b0 ~1,3x 107!

2802 2861 2x 18T x 10°
On en déduit la différence, notée 2R , entre 1'énergie du photon absorbé et celle du photon €mis :

(€02 — £0a)?
=&, &, ™ Y

11 est naturel de comparer ce décalage énergétique i la largeur spectrale 4 mi-hauteur A&, de la
raie d'émission ou d’absorption. Un ordre de grandeur réaliste de cette derniére est fournie par I'effet
Doppler-Fizeau (cf. chapitre 3). Les atomes, initialement au repos, sont mis en mouvement par I’ émis-
sion ou |'absorption d'un photon. On sait que la variation relative de fréquence est donnée, a faible
vitesse, par |'expression :

Av

1

EH

o €

Sil'on donne & v la valeur v, de la vitesse quadratique moyenne des atomes ou des molécules, dans
une lampe spectrale, de température T, on a (cf. Thermodynamigue) :

A 3kT\ 2 7 3RT \ 2 1 3
1 :( B ) ( ) car zmvgzzkﬁr

v mc? My,c?

BF
M, étant la masse molaire.
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Pour une lampe & vapeur de sodium, & 7 = 500 K, qui émet une double raie intense, i la longueur
d'onde Ap = 589, 3 nm, on trouve, puisque &p = he/(eAp) =2,108eV :

Ay
‘Tm =245 107% don Az =hAr2 =245 x 107" x £, =5,2x 107 %eV
DF
. Eo2— E0.1)? 2,108%
alors que : IR = (fo2 — &01)" _ ! =2x 107 0evy

Eo T 23 % 0,938 x 10°
Ainsi, 2R < A8, 5 .

L'énergie de recul dans les atomes est donc trés faible devant la largeur des raies. Il en résulte que
ces atomes peuvent absorber le rayonnement qu'’ils émettent (Fig.7.11a). C’est 1 absorption résonnante
que 'on peut mettre en évidence expérimentalement en éclairant, & I'aide d'une lampe a vapeur de
sodium, une enceinte contenant des atomes de sodium, & une température de 500 K (lampe de sodium
récemment éteinte dont on a enlevé la cache protecteur). La lampe éteinte s'illumine dans toutes les
directions (Fig.7.11b).

Atomes
ST_%j/i | \<"° absorbé
I
i
Lampe Vapeur de Na
R <<AZ vapeur de Na
a) b)
Fia, 7.11.
Effet Missbauer

a) Absorption résonnante par les noyaux

Avec les noyaux, les effets de recul sont plus importants, car &2 — £o,1 ~ 1 MeV . Par exemple,
pour le noyau de nickel 60 :
&z — &y =1,33 MeV et mye? = 55,8GeV  doit 2R =
Or, avec de tels noyaux, ona :
A&y n
&

Il en résulte que, contrairement & ce que 1'on a trouvé avec des atomes, 2R = A& ;.

(o2 = Lon)*

i

= 31, 7eV

~107% & ~1MeV dot A&, ~1eV

Ainsi, I"absorption résonnante est difficile 4 réaliser avec les noyaux (Fig. 7.12).

Noyaux p
-/ AL —— i - AF
1\ Spectre émis 1| Spectre absorbé
i —
L — |
2R >> AE

FiG. 7.12.
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b) Effet Miisshauer

En 1958, le physicien américain R. Mossbaner fut surpris de constater, en abaissant la tempéra-
ture, que 1'absorption résonnante de photons, d'énergie 129 keV , produite avec des noyaux radioactifs
d'iridium 191, augmentait, alors qu'un refroidissement implique généralement une réduction de la lar-
geur spectrale des raies et donc une diminution de 1’absorption.

1l attribua ce phénomeéne & la forte énergie de liaison de ces noyaux avec les atomes du cristal, de
l'ordre de 10 eV . Si la température est inférieure a la température de Debye, qui est la température
caractéristique de la décroissance de la capacité thermique du cristal (cf. Thermodynamique), c’est ce
dernier, avec une masse de ’ordre de 10 fois la masse du noyau, qui participe au recul, et non les
seuls noyaux radioactits ; il en résulte que les énergies de recul sont alors extrémement faibles, et que,
comme pour les atomes, on a, i basse température : 2R < AE .

Cette découverte, qui valut le prix Nobel & son auteur en 1961, est appelée depuis ['effer Mdssbauer.
Elle est & 1'origine d'une technique de détermination précise de I'intensité spectrale d’une source : la
spectrométrie Mossbauer.

CONCLUSION

Rappelons les points essentiels.
1) Les deux lois principales de conservation dans une collision quelconque sont :

SNpi=Yp et Y E=)&
i f i f

2) On distingue les collisions €lastiques, pour lesquelles le nombre et la nature des particules sont
inchangés, des autres collisions qualifiées d’inélastiques. Dans ces dernitres, I'énergie cinétique totale
n'est pas conservée.

3) Le référentiel du centre de masse R*, qui est galiléen et tel que la quantité de mouvement
totale du systéme est nulle, présente un intérét technique considérable. Par exemple, dans R* , on peut
savolr s1 la collision est élastique ou non en comparant la perte d’énergie subie par la particule incidente
uniquement.

4) La variation d’énergie cinétique d’un systéme de particules est égale au défaut de la somme des
énergies de masse du systéme :

M= pd avee =Y met - Y mc
i 7

C’est cette équation qui traduit le plus clairement 1'équivalence masse-énergie.
5) La réalisation d'une collision inélastique est soumise A une condition énergétique sur les parti-
cules en interaction. Dans le référentiel du centre de masse, cette condition s"écrit :

£z md
f

car, dans R* , toutes les particules émergentes peuvent étre simultanément au repos. Dans le référentiel
du laboratoire ol la particule cible A; est au repos, cette condition devient :

(X, )~ (3, mie)?
- 2!‘1‘12(‘2

6) Le cas particulier des photons s’inscrit dans 1'analyse générale des collisions. Il suffit simplement
de prendre en compte la valeur nulle de leur masse.

1 = &, avec &,
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EXERCICES ET PROBLEMES

P7- 1. Collision élastique symétrique

Une particule heurte élastiquement une particule identique dans le référentiel du laboratoire R .
Ladiffusion des deux particules est symétrique par rapport & la direction incidente. On appelle & 1'angle
que font entre elles les trajectoires aprés collision.

1. Donner I'expression de « en fonction de 1'épergie cinétique &, de la particule projectile.
Retrouver le résultat newtonien.

2. Pour quelle valeur de £, 'angle & entre les trajectoires est-il égal & 45° , lorsque les parti-
cules sont des protons 7

P7- 2. Collision élastique entre deux électrons

Un électron A, , d'énergie cinétique £ ; =3 MeV dans le référentiel du laboratoire R , rencontre
un second €lectron au repos A; . La collision est €lastique. On désigne par # 1'angle de diffusion que
fait, avec la direction incidente, la quantité de mouvement p| del’électron diffusé Aj , par £, 1'énergie
de A; etpar £ cellede A].

1. a) Quel est le facteur relativiste y; de l'électron projectile 7 Application numeérique.

b) Etablir, en fonction de ¥, , I'expression du rapport 8. de la vitesse du référentiel du centre de
masse R* du systéme sur la vitesse de la lumiére dans le vide. Application numérique.

¢) Méme question pour le facteur relativiste yo associé & R . Application numérique.

2. a) Calculer la vitesse du projectile par rapport &4 R” .

b) En déduire son énergie cinétique en MeV dans 7R* . Que devient cette derniére aprés la colli-
sion 7

3. a) Ecrire, dans R, les équations caractéristiques de cette collision relatives a la quantité de
mouvement et i 1'énergie.

b) Montrer que I'angle 6 est relié aux énergies cinétiques &£ et ‘5:,1 par la relation suivante :

o6 — & 1(Ekp + amee?)
5&,1(5;,1 + am, )
o étant un facteur numérique i déterminer.

c) En déduire I'énergie cinétique &f; de A] enfonctionde @ etde & ;. Application numérique
pour @ =@ /3.

d) Quelle est la valeur maximale de £} ; ? Ce résultat était-il prévisible ?

P7- 3. Angle minimal de diffusion entre deux particules identiques

On étudie une collision élastique entre deux particules identiques dont I'une A; aune vitesse vp,
avec v; =0, 6¢, et 'autre Az est immobile.

1. Exprimer, en fonction de 1'angle de diffusion #* dans R* etde v, , facteur relativiste de A, ,
les tangentes des angles de diffusion : #; = (p;,p}) et #; = (p,,p}).

2. Trouver tan#th — tan@y et tan @) x tan #5 . En déduire que la différence angulaire #; — #5 est
minimale pour #° = /2.
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3. Calculer I'angle minimal de diffusion # = (p’z, p‘i} que font entre elles les vitesses des particules
émergentes.

P7- 4. Angle maximal de diffusion

On considére, dans le référentiel du laboratoire, la collision élastique d’une particule projectile A, ,
de masse m, , et d'une particule cible Az, de masse my < m; . L'angle de diffusion de A; est1'angle
#, égala (p,,p}). p, et pj €tant les quantités de mouvement de A, avant et aprés la collision.

1. Exprimer tan#; en fonction de I'angle de diffusion #”, de I'énergie &£, de la quantité de
mouvement p* de A; dans le référentiel du centre de masse R” . Onintroduit les grandeurs habituelles
associées i la vitesse de R™ parrapporta R : B, et y. = (1 — pyur,

2. En différentiant (tan#;)~!, montrer qu’il existe un angle maximal de diffusion #%' défini par
le rapport des masses ma/m,; . Application i la collision d'un proton sur un électron.

P7- 5. Energie communiquée & une particule

1. Exprimer, en fonction de I'angle de diffusion #* dans le référentiel du centre de masse R* , la
perte d'énergie ) d'une particule A, (masse my ), au cours d'une collision élastique avec une particule
Az (masse mg ), au repos dans le référentiel du laboratoire R . On note y; le facteur relativiste de A;
dans R .

2. Evaluer le rapport r; = (E¢1)m €k des énergies cinétiques de Ay, (& )m étant 'énergie
cinétique minimale de A; apres la collision.
3. On suppose que mz & my . Comparer les valeurs de r; dans les limites newtonienne et ultra-

einsteinienne (7y,m; 3 m3) . Conclure.

4. Mémes questions pour my < m; : limites newtonienne et ultra einsteinienne (y1ma = m ).

P7- 6. Désintégration d’une particule immobile en deux particules

Une particule, de masse mi , immobile dans le rétérentiel du laboratoire, se désintégre en donnant
naissance a deux nouvelles particules, de masses respectives m, et m; .

1. Calculer les énergies des deux nouvelles particules, en fonction des masses my , m2 et ma .
2. Application aux réactions suivantes :

(D Ktsgmgt4qt

(1) K' s ot o

(1) ot = ut v

(IV) Kt —ut +v

P7- 7. Désintégration d’un méson K +

Unméson K+ (énergie de masse mget = 493, 7 MeV ), au repos, se désintégre en plusieurs pions
chargés, de méme masse ( myc® = 139, 6 MeV ).

1. Montrer qu’il peut se désintégrer au plus en trois pions.
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2. Quels sont les angles que font entre elles les trajectoires des trois pions issus de la désintégration,
lorsqu’ils ont méme énergie ?

3. Trouver les énergies minimale et maximale que peut avoir I'un des trois pions. Application
numeérique en MeV .

P7- 8. Perte d’énergie au cours d*une collision inélastique électron-atome

Au cours d'une collision inélastique électron-atome, 1'angle de diffusion de 1'électron incident de
vitesse v, est # et I'énergie qu'il perd pour exciter I’atome est AE . Cette énergie est trés inférieure
i son énergie cinétique ; en outre, I'atome est initialement immobile. On désigne par p la quantité de
mouvement acquise par 1'atome.

1. Sachant que la norme de la quantité de mouvement de I'électron varie peu (py, = pj ), trouver
une relation entre p; — p} , A et vy.

2. On définit I'angle #, par #; = AL /(pyv,). Exprimer P = [|p, — pj|| en fonctionde #, et &,
lorsque # est petit.

3. Calculer 6y pour y; =3, lorsque AE = 15eV, puis lorsque AL = 1550eV .

P7- 9. Seuil énergétique de I’excitation d*un atome d*aluminium par un éectron

Une particule A; (masse my ) subit une collision in€élastique avec un atome Az au repos (masse
mty ). Aprés collision, les deux particules A; et A deviennent A3 et A4, A; Stant identique & A; et
A4 désignant I'atome excité, ¢’est-i-dire I'atome Az avec une énergie interne augmentée de AE, .

1. Déterminer le seuil énergétique de la collision.

2. Comparer le résultat trouveé & celul obtenu en mécanique newtonienne.

3. Application lorsque A; est un électron, Az un atome d’aluminium et AL, = 1550 &V (raie
caractéristique K). On donne mac® = 25,132 GeV .

P7- 10. Anneaux de stockage

Pour produire des collisions proton-proton i trés grande énergie, on utilise des anneaux de stockage,
lesquels permettent de réaliser des collisions entre deux protons, de méme énergie cinétique & etde
quantités de mouvement opposées.

Quelle devrait étre 1'énergie cinétique & communiquée i un proton pour que, lors d'une collision
avec un proton cible immobile, on dispose de la méme €nergie dans le référentiel du centre de masse ?
Application : & = 28 GeV .

P7- 11. Transformation réciproque paire proton-antiproton en paire électron-positron

On étudie latransformation réciproque d'une paire proton-antiproton ( p-+ p ) en une paire électron-
positron (e + ) dans le référentiel du centre de masse R* :

p+p—e+e et et+e—pt+p

1. Montrer qu'une paire proton-antiproton au repos peut toujours se transformer en une paire
€lectron-positron.
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2. A quelle condition sur I’énergie cinétique du systéme, exprimée dans 72", une paire électron-
positron, initialement au repos, peut-elle se transformer en une paire proton-antiproton 7 Application
numeérique en utilisant le GeV comme unité.

P7- 12. Production d’une paire proton-antiproton

On produit une paire proton-antiproton par collision d'un proton projectile et d'un proton cible, en
réalisant la réaction :
p+p—p+p+p+p)

1. Quel est, dans R* , le senil énergétique de 1’ensemble 7 En déduire le seuil énergétique de la
particule A; , lorsque la cible est au repos dans R.

2. Dans la suite, on suppose que, dans le référentiel du laboratoire TR, le proton cible est en mou-
vement vers le proton projectile, dans la direction définie par ces particules, avec une énergie cinétique
de &2 = 30 MeV . Montrer que I'énergie £; du proton projectile, dans 7, satisfait & I'inégalité sui-
vante :

EL—MEE +E +a<0
o étant une quantité que 1’on déterminera, en fonction de mpcz .

3. En déduire que :
&1 2 U~ [48(€F — mpeh))'?

U étant une énergie que 1’on exprimera en fonction de &; . Calculer, en GeV, le seuil énergétique du
proton projectile dans le référentiel du laboratoire.

4. Retrouver, a1'aide de I'expression précédente, le seuil €énergétique demandé la question 1.

P7- 13. Production d’un deuton par une collision proton-proton
On produit un deuton en réalisant la collision suivante entre deux protons incidents :
p+p—d+wt

1. Quel est, dans R* , le seuil énergétique de la réaction ?

2. Calculer le seuil énergétique du proton projectile dans le référentiel R ot le proton-cible est au
repos.

P7- 14. Désintégration d’un hypéron A"
Un hypéron A” au repos se désintégre en un proton et un méson =~ selon la réaction suivante :
AV o p+ + o

1. Montrer que la quantité de mouvement p; des protons issus de la désintégration est telle que :
AA, 1/2
c=a|———
P2 Ao
ol @ estun facteur numérique i déterminer et :

Ag = nﬁc“ A = Ag = (mpfz + m,.,f:z}2 Ar =Ag — (m.,c2 - m,..cz]-2
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2. Calculer les valeurs des quantités de mouvement et des énergies cinétiques des particules émer-
gentes. On donne mic® = 1115,6 MeV .

P7- 15. Désintégration d’un hypéron -

Un hypéron 2~ , d'énergie cinétique 0,25 GeV , se désintégre en un neutron et un pion #~ , dont
le vecteur quantité de mouvement fait un angle /2 avec la direction de la particule initiale.

1. Trouver les énergies cinétiques des particules émergentes. On donne mgc? = 11974 MeV .

2. Quel est I'angle que fait le vecteur quantité de mouvement du neutron avec la direction initiale
de I'hypéron ?

P7- 16. Energie et masse d’*un systéme de particules

1. Systéme isolé de particules en interaction
On étudie la réaction suivante de matérialisation d'un photon en une paire €lectron-positron :
Y+e  — e +(e +et)
dans laquelle I'électron cible est immobile dans R .
a) Trouver, en justifiant le calcul, le seuil énergétique de la réaction, en fonction de mec* , dans

R" et dans R . En déduire le seuil énergétique du photon incident et sa longueur d’onde ; quel est le
domaine spectral concerné ?

b) Calculer la masse M du systéme, au seuil, en fonction de m, . Comparer cette masse i la somme
des masses avant et aprés la collision. Commenter.

2. Systéme isolé de particules sans interaction

Un systéme isolé est constitué de N particules, de masses {m;} , dont les vitesses {v;} sont toutes
dirigées suivant I'axe Ox du référentiel galiléen R . On suppose que leurs distances sont assez grandes
pour que I'on puisse négliger leurs interactions.

a) Etablir 1a relation entre la vitesse du centre de masse v, du systéme, sa quantité de mouvement
P et son énergie £ .

b) En utilisant la loi de conservation de la quantité de mouvement totale du systéme, montrer que
la somme des énergies des particules libres se conserve dans 2.

¢) Quelle est I'expression de la masse M du systéme en fonction des masses {m;} et des facteurs
relativistes {y?} dans R* ?

P7- 17. Désintégration d’une particule étrange en trois particules

Une particule (masse m; ), au repos dans le référentiel galiléen R , se désintégre en trois particules
(masses respectives ms , mq , ms ), d’énergies &3, & , &5, etde quantités de mouvement p;, p; . Ps -

1. a) Expliciter les relations entre les énergies et les quantités de mouvement des particules issues
de la désintégration.

b) Etablir la condition sur les masses pour qu’une telle désintégration soit possible.

c) Que se passe-t-il lorsque la particule initiale est un photon 7 Comparer 4 la réaction suivante de
matérialisation d'un photon en interaction avec un proton au repos :

y+pt = pt (e +eh)

Calculer, en MeV, 1'énergie du photon pour que la réaction précédente puisse se produire.
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2. On considére la réaction suivante de désintégration d’un méson étrange K° en trois mésons  :
K = 7' +at4a

a) Trouver, en fonction des masses, les énergies des particules produites lorsque la quantité de
mouvement de 7 est nulle.
b) Méme question si les quantités de mouvement de 7+ et 7~ sont égales.

c) Montrer, par des considérations simples, que le cas précédent correspond i une valeur maximale
de I'énergie de 7" . En déduire, en MeV, I'étendue du spectre énergétique des mésons .

P7- 18. Collision élastique d’un photon avec un miroir mobile

Un miroir plan, de masse M , se déplace a la vitesse constante u, perpendiculairement & son plan
par rapport au référentiel du laboratoire R : u < ¢. Une source lumineuse ponctuelle § fixe dans R
émet, dans la direction et le sens opposé de u, des photons dont la fréquence dans R est ». On se
propose d’étudier la collision de ces photons avec le miroir, sachant que hy < Mc* .

1. Ecrire les lois de conservation de I'énergie et de la quantité de mouvement au cours de I'inter-
action photon-miroir. En déduire la relation approchée donnant la fréquence »* du photon réfléchi en
fonction de v et 8, = u/c. Application numérique pour 1= 0,01c.

2. Retrouver cette relation en utilisant les formules de I'effet Doppler-Fizeau.

P7- 19. Energie acquise par I'électron dans I’effet Compton

On étudie 1'énergie acquise par un électron, initialement au repos, & la suite d"une collision Comp-
ton, dans le référentiel du laboratoire T, ainsi que dans le référentiel du centre de masse R*.

1. a) En guol consiste 1'etfet Compton ? La collision Compton est-elle élastique ou inélastique ?
Justifier.

b) Etablir I'expression de 1’ énergie £, du photon diffusé en fonction de celle £, du photon inci-
dent et de I'angle de diffusion #. Application & la diffusion de rayons X d'énergie £, = 12keV par
du graphite. Calculer, en keV, 1’énergie des photons diffusés sous un angle de 60°.

2. a) Exprimer, en fonction de I'angle de diffusion @ et du rapport & = £, /(m.c?), 'énergie
cinétique acquise par I'électron, aprés ditfusion Compton.

b) En déduire sa valeur maximale. Quel est, en pm, 1'écart spectral dans le cas de photons incidents
d'énergie 12 keV 7

3. a) Exprimer, en fonction de . le rapport 5, de la vitesse v~ du centre de masse sur la
constante ¢. Application & la diffusion de rayons X d’énergie 12 keV . Comparer ce rapport a ce-
lui que I'on aurait obtenu en adoptant la définition géométrique du centre de masse en mécanique new-
tonienne.

b) A I'aide des formules de transformation du quadrivecteur quantité de mouvementi-énergie, entre
R et K", trouver, en fonction de £, et B.,'expression de I'énergie du photon dans R” , avant la
collision. Y-a-t-il un lien entre le résultat trouvé et 1'effet Doppler-Fizeau ? Si oui, justifier.

Application numérique pour des photons incidents de 12 keV .

¢) Quelle est, en fonction de B, . I'énergie cinétique de I'électron dans R*, avant la collision 7
Application numérique pour des photons incidents de 12keV .

d) En déduire les énergies du photon et de 1’électron dans R* aprés la collision.
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4. En projetant la relation vectorielle de conservation de la quantité de mouvement dans R , établir
la relation suivante entre ’angle de diffusion # et la valeur absolue de I'angle ¢ que fait la vitesse de
I’électron aprés collision avec la direction du photon incident :

tan o * tan |¢| = !
2 AR Y ¢
K étant un facteur que 1’on exprimera en fonction de a . Calculer || pour des rayons X de 12 keV,
diffusés sous I'angle # = 60° .

P7- 20. Effet Compton avec 1'électron cible en mouvement

Dans le rétérentiel du laboratoire, un laser envoie des photons, de fréquence », sur des électrons
qui se déplacent dans le sens opposé avec une énergie totale £ .

1. Quelle est 1’expression de la fréquence »’' des photons diffusés, en fonction de », £, de la
quantité de mouvement p des électrons et de 'angle de diffusion # des photons ?

2. Retrouver I'effet Compton avec 1"électron-cible au repos.

3. Calculer I'énergie des photons diffusés sous ’angle # = «, lorsque 1'énergie cinétique des
électrons est 3 MeV et I'énergie des photons incidents 2 eV . En déduire la nature du rayonnement
diftusé.

P7- 21. Désintégration symétrique du méson #° en deux photons

Un méson 7°, de vitesse v, se désintégre en vol, symétriquement, en deux photons de méme
énergie.

Déterminer la valeur des angles de diffusion des photons par rapport 4 la direction de la particule
incidente. Application: v =¢/2.

P7- 22, Matérialisation d*un photon
On considere les réactions de matérialisation d’'un photon y sulvantes :
y = et te et y+XT o X4 (et +e)
ol Xt, ¢~ et ¢t désignent respectivement un noyau lourd, un électron et un positron.
1. Montrer que la premiére réaction est impossible.

2. Trouver le seuil énergétique de la seconde.

P7- 23. Collision inélastique photon-proton

On réalise la collision suivante entre un photon et un proton immobile dans le référentiel du labo-
ratoire R :
y+pt —n+at

1. Etablir la relation entre 1'énergie £, dans R du photon incident et I'énergie totale du systéme
dans le référentiel du centre de masse R” .

2. Quel est, en MeV, le seuil énergétique de la réaction dans R* 7

3. Calculer le seuil énergétique du photon dans R.
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P7- 24. Annihilation d*une paire électron-positron

Un électron et un positron, de méme énergie cinétique &, s’annihilent en produisant deux photons
suivant la réaction suivante : "
e tem =it n
1. Les particules incidentes se déplacent avec des vitesses opposées. Calculer les énergies £, et
&y des photons produits, pour & = 3 MeV .

2. Les vitesses des particules incidentes font entr’elles un angle « au moment de leur rencontre,
et les photons sont émis dans la méme direction et dans des sens opposés. Etablir les expressions des
énergies &£, et £, 2 enfonction de & etde e. Application lorsque & =3 MeV et a =27 /3.

P7- 25, Désintégrations successives

Un méson K%, au repos dans le référentiel du laboratoire, se désintégre en un méson 7+ etun
méson 7" . Ce dernier se désintégre & son tour, en deux photons de méme énergie dans des directions
faisant les angles #, et & avec la vitesse du méson " . On a donc successivement :

K s atia’ e 7' 5 yi4m
1. Trouver les énergies &, et £,y des mésons aprés la premiére désintégration.
2. Calculer les angles de diffusion #, et #;.

3. Montrer que la relation entre la fréquence » des photons émis et celle ¥y des photons émis par
un méson #° immobile, peut se mettre sous la forme :

Yo

v= ¥(1 - Beos d)

# étant un angle que 1'on préciseraet y le facteur relativiste associé & une quantité § que 'on déter-
minera. Commenter.

P7- 26. Emission et absorption d’un photon par un atome et un noyau

On étudie 1" émission ou I"absorption d'un photon par un atome ou un noyau, de masse m, au repos,
lors d'une transition entre deux niveaux d’énergie qui différent de AE .

1. Déterminer la longueur d'onde Ap du rayonnement émis ou absorbé en négligeant 1'énergie
cinétique de 1'atome ou du noyan aprés 1'émission ou 1'absorption. Application i 1'atome de sodium
(A£ =2,1eV)et au noyau de fer 57 ( AL = 14,4 keV) .

2.a) Pourquoi 1'atome ou le noyau peuvent-ils étre considérés comme des particules newto-
niennes 7

b) Montrer que les longueurs d'onde A, et A, des photons respectivement émis et absorbés sont
légeérement différentes de Ay, sion ne néglige pas 1'énergie cinétique de I’atome ou du noyau.

¢) Exprimer, en fonction de AE et mc? , les écarts relatifs (Ae = Ap)/Ag et (Ag — Ao)/Ag . Appli-
cations. On rappelle les valeurs des masses molaires du sodium et du fer : 23 g-mol~! et 57 g-mol™!
respectivement.

3. Enréalité, 'atome ou le noyau ne sont pas fixes. Il en résulte, en raison de 1’effet Doppler-Fizeau,
que les longueurs d’onde A, et A, ne sont pas uniques. On doit les considérer comme des distributions
spectrales, de largeur AA, autourde A, et A,.
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a) Le sodium est sous forme d'un gaz monoatomique en équilibre thermique 4 la température
T = 300 K. Calculer I'ordre de grandeur de la vitesse d’agitation thermique des atomes ainsi que
I’élargissement AA .

b) Les noyaux de fer sont ceux d'un cristal de masse m = 1 g.Le noyau qui émet un photon peut
étre considéré comme rigidement li€ au cristal, de sorte que ¢’est I'ensemble qui recule lors de I'émission
du photon. Comparer (A, —Ag) /Ao & AE, /(mc?) sachant que la largeur énergétique naturelle de la raie
émise vaut 4, 6 neV .

P7- 27. Perte d’énergie maximale d’une particule au cours d’une collision élastique

En traversant la matiére, des particules trés rapides perdent une partie de leur énergie incidente
par collision avec les électrons atomiques. En raison de la grande €nergie cinétique que ces derniers
acquiérent au cours d'une collision, on peut considérer que la collision entre la particule-projectile A, ,
de masse m; , et]’électron atomique-cible au repos (masse m, ) est élastique. On désigne par #; 1'angle
de diffusionde A; et par #, 'angle que fait, aprés collision, I'électron cible avec la direction incidente
du projectile. On étudie les trois cas suivants :

i) Ay est un hélion (particule « ), d’énergie cinétique £ ; = 5 MeV,

ii) Ay estun électron, d’énergie cinétique £, = 3 MeV ,

fii} A, estun photon, d'énergie cinétique ER,I =2 MeV.

1. Calculer, dans les trois cas, pour le projectile A, , I'énergie & en MeV, le facteur relativiste

¥1, le facteur B, , rapport de sa vitesse sur ¢, et la quantité de mouvement p; en MeV-c~!. Quelle
est, en pm, la valeur de la longueur d'onde du photon incident ?

2. a) Exprimer les lois auxquelles satisfont le vecteur quantité de mouvement et I'énergie du sys-
téme de particules.

b) On désigne par p} la norme de la quantité de mouvement de I électron cible A3 , aprés collision
et par £ , son énergie cinétique. Quelle est la relation entre pic et £, ?

c) En éliminant, dans les lois précédentes sur les collisions, les caractéristiques dynamiques de la
particule incidente diffusée A] . établir la relation suivante entre £, , pyc et 62 :

E12(& + K) = prepiecos by

dans laquelle K est une combinaison de constantes fondamentales dont on donnera la dimension phy-
sique, I'expression et la valeur.

d) Déduire de 1’équation précédente et de la relation entre pyc et £, obtenue en b), I'expression
de E;,z en fonction de #;.

3. a) Montrer que la perte d’énergie maximale (. du projectile a pour expression :

_ 2(yy + Lyme? myc?
T mict + miet + 2yimeE my2

Om

b) Que vaut (. lorsque le projectile A; est1'électron 7 Approximation newtonienne.
Commenter.

c) Méme question lorsque A; est]'hélion. Approximation newtonienne. Montrer qu’en mécanique
einsteinienne, (Jy,, peut étre de I'ordre de Ek,l , pour une certaine valeur du facteur relativiste y; que
I'on calculera. Quelle est alors la vitesse de 1'hélion ?
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4. a) Trouver (g, lorsque A; est un photon de fréquence » . Application numérique.

b) En déduire la fréquence »' du photon diffusé en fonction de » . Quelle est la valeur de 1'écart
correspondant en longueur d’onde, AA = A’ — A 7 Commenter.

P7- 28. Fusée rapide

Une fusée se déplace, a la vitesse v = wve,, suivant un axe Ox, dans 'espace intersidéral
R = Oxyz, en éjectant un gaz avec une vitesse u = —wue, par rapport i la fusée. On se propose
d’établir I'équation du mouvement du centre de masse de la fusée en dynamique d’Einstein.

1. Quelle est la vitesse d'éjection w de la masse élémentaire dm de gaz, par rapport & R, en
fonction des vitesses u et v 7

2. Exprimer les lois de conservation de 1'énergie et de la quantité de mouvement, entre les instants
volsins 1 et r4+dr.
3. En déduire, en introduisant y, = (1 — t'z,fcz}_uz et yu = (1- tuz,"cz)_uz,que :
dM  yidv

d(y,M) = —y,dm et S

4. Etablir la relation entre v, u et M, sachant qu’a 'instant initial © = vy et M = M, . Calculer
le rapport M/My pour v =0,3¢c, u=0,1c et 15 =0.

5. Que devient la relation précédente dans 1"approximation newtonienne 7

P7- 29, Trajet d"un électron dans un microscope entre son émission et sa détection

Dans un canon de microscope électronique, des électrons sont arrachés, sans vitesse initiale, d'une
cathode métallique puis accélérés, grice i une anode portée au potentiel V, par rapport & la cathode.

1. Exprimer le facteur relativiste ¥, ilasortie de I'anode, en fonction de V, . Calculer sa valeur
pour V, = 1,5 MV . En déduire la valeur du rapport 3, de la vitesse v, de la particule sur ¢, vitesse
de la lumiére dans le vide, ainsi que celle de la quantité de mouvement p, en MeV -c~!.

2. Une fois la vitesse v, acquise, I'électron pénétre dans une région ol régne un champ magnétique
constant B, normal 4 la direction de v, . Calculer, en mT, la valeur du champ magnétique qui est
nécessaire pour que la trajectoire des électrons soit un cercle de rayon R = 12¢cm .

3. Les électrons, qui émergent de la zone d’action du champ magnétique, pénétrent dans un détec-
teur et y subissent la collision suivante avec des noyaux immobiles :

e +N—=e +N+vy

y représentant un photon émis. Le photon émergent interagit alors avec ce méme type de noyau selon
la collision :
cotision Y4+N—=e +et &N
a) Les deux collisions précédentes sont-elles élastiques ou inélastiques ? Justifier.

b) Quel est le seull énergétique du projectile dans la premiére collision ? Conclure.
¢) Méme question pour le photon dans la seconde collision 7 Trouver, en pm, la longueur d'onde

seuil du photon y dans la seconde collision. Comparer sa valeur & la longueur d’onde Compton relative
aux électrons. Quel est le domaine spectral concerné, rayonnements IR, V, UV, X, y 7
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Physique nucléaire et applications

L’étude des collisions inélastiques a révélé la possibilité de produire de nouvelles particules, pourvu
que 1"énergie des particules incidentes soit suffisante. Rappelons que ¢’est dans ce contexte qu'ont été
inventées puis découvertes des particules telles que les neutrinos, le positron et 1’ antiproton.

Comme les énergies mises en jeu dans I'exploration des constituants des noyaux atomiques sont
bien plus élevées que dans le cas des atomes ou des molécules, un domaine spécifique de la physique a
émergé, la physique nucléaire. Son objectif principal est la détermination des éléments irréductibles i
partir desquels les noyaux se sont constitués.

Il convient avant tout de rappeler les caracténstiques du noyau des atomes.

1.—LE NOYAU

La premiére expérience permettant d’analyser le noyau atomique fut réalisée par le physicien néo-
zélandais E. Rutherford en 1911, a I"'Université de Manchester en Angleterre. Il eut I'idée de bombarder
une cible d'or avec des particules « qui sont des noyaux d’hélium de charge 2e, appelés hélions,
d’énergie cinétique suffisante (cf. Mécanique). Il constata que seule une faible proportion d’hélions,
environ 10—, étaient déviés et que les angles de déviation étaient en général trés faibles.

Il put ainsi en déduire que, contrairement & I'hypothése de J.J. Thomson, les centres répulsifs étaient
chargés positivement et concentrés dans une zone de trés faible dimension par rapport a 1’atome, appelée
le noyau, autour duquel gravitaient des charges électriques négatives, les électrons. L'atome se présente
alors comme une structure pratiquement vide, entre le noyau, de trés forte concentration matérielle, et
les électrons relativement trés éloignés du noyau.

I.1.

Ordre de grandeur des dimensions du noyau

Connaissant la valeur de I'énergie cinétique des particules o, dans 'expérience précédente,

& = 7,68 MeV, on peut estimer 'ordre de grandeur de la taille d'un noyau en calculant la lon-

gueur d'onde de De Broglie associée aux particules « incidentes qui heurtent la cible (cf. Quaniigue).

Comme £ < Mg c® qui vaut 3727 MeV ,ona:
r* h he

m— dol Apm=—-=——-——5

& 2 b8 P (2metE)?

Retenons que la taille d'un noyau est de 1'ordre du femtométre, appelé aussi le fermi, en hommage au
physicien italien E. Fermi ( 1F =1 fm = 10~ m).

~52x107% m soit Apg=5fm
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I.2.

Constituants du noyau
De multiples autres expériences de bombardement d’atomes, par des particules @ ou des électrons,
ont été réalisées depuis, notamment par Rutherford et le physicien britannique J. Chadwick.

Dans ce contexte, le premier établit, en 1919, la présence, dans le noyau, du proton, lequel fut
découvert par Goldstein en 1887. Le second mit en évidence, en 1932, I'existence de 1'autre constituant
du noyau, le neutron, en envoyant des particules « sur une cible en bore selon la réaction :

a+""B — YN4n
Ces expériences ont permis d'établir que le noyau est constitué de nucléons, d'une part les protons,

de charge ¢ et de masse m, ~ 938,27 MeV -c~2, les neutrons, de charge nulle comme leur nom
I'indique, et de masse voisine de m, , m, = 939,565 MeV 2,

On désigne généralement par A le nombre de nucléons, Z le nombre de protons dans le noyau et
N le nombre de neutrons. On a, ainsi :

A=Z+N
Ainsi, on désigne le noyau d uranium 238 par 2U avec :

A =238 nucléons Z =92 protons et N =A — Z = 146 neutrons

I.3.

Relation entre le rayon du noyau et le nombre de nucléons

Il existe une relation simple, entre le nombre de nucléons A etle rayon r du noyau, que I'on a
vérifié expérimentalement en bombardant diftérents noyaux :

r=mA1’J3 avec rp=1,1fm

On interpréte simplement la dépendance en A'? en admettant que le volume ¢ du noyau est propor-
tionnel au nombre de nucléons : @ =47 /3=Cte x A.

Par exemple, selon ce modele, le rayon d'un noyau de carbone est re = 1,1 x 1213 = 2,5fm,
résultat que confirment des expériences de diffraction d’électrons par des noyaux de carbone.

On peut déduire du rayon d'un noyau un ordre de grandeur de sa masse volumique. Ainsi, pour un
noyau de carbone :

_ ome  12x1,67x10°%
T Amrd /3 4w x 2,7 % 10-%5/3

P =2,4x10"kg-m—?

ce qui est considérable, comparée i la masse volumique de 1'eau (l(:l:'l kg-m"") . Ainsi, la presque
totalité de la masse des atomes est concentrée dans le noyau.

Remarque : Des expériences plus fines ont montré que 1'on pouvait adopter le modgle suivant pour la
masse volumique du noyau p, en fonction de la seule coordonnée radiale r :

p(0)
I + exp|(r — ro) /(0,228r,)]

plr)= avec rp=24fm et rp=1,1fm
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1.4.

Isotopes et isoméres
a) Isotopes

Les noyaux qui ont un méme nombre de protons ne contiennent pas nécessairement le méme
nombre de neutrons. On les appelle des isofopes. Le nombre d’électrons des atomes correspondants étant
le méme, leurs propriétés chimiques sont identiques. Conventionnellement, on désigne un noyau selon :

axnt  soit 3 Felf
pour I'isotope 57 du fer. Trés souvent, on se contente de I'écriture moins explicite ;gFe, en omet-
tant le nombre de neutrons et la charge des noyaux.

Autres exemples :

i) Le noyau d"hydrogéne a trois isotopes, le noyau le plus simple le proton % H, le deuton f Hetle
triton ‘;' H. Les nombres de neutrons contenus dans ces noyaux sont respectivement 0, 1 et 2.

ii) Le noyau d’hélium a deux isotopes : le noyau d’hélium 4, 2 He, qui est superfluide i trés basse
température (cf. Thermodynamigue), et le noyau d’hélium 3, 3 He, qui a des propriétés ordinaires i cette
méme température. Les nombres de neutrons sont respectivement 2 et 1.

iii} Le noyau d'uranium a trois isotopes naturels : le noyau d'uranium 238§, 523‘3 U, le plus ré-
pandu sur Terre ( 99,27 %), le noyau d'uranium 235 33° U ( 0, 72 %), et le noyau d’uranium 234 34 U
(0, 0055 %) ; les nombres de neutrons sont respectivement 146, 143 et 142. On sépare ces noyaux
par diffusion, car leur coefficient de diffusion D varie avec la masse selon la loi de Graham, selon la-
quelle D proportionnel & m™/? (cf. Thermodynamique).

b) Isoméres

Comme en chimie, les isoméres des noyaux sont caractérisés par des valeurs identiques de A, de
Z et donc de N, mais ils se trouvent dans des états d’énergie différents ; 1"état fondamental correspond
@ la valeur la plus faible de cette énergie, alors que les états excités sont d'énergie plus élevée. En se
désexcitant vers I’ état fondamental, ils émettent un rayonnement  dont1'énergie est de 'ordre du MeV.

1.5. — Cohésion du noyau

On explique la cohésion des nucléons (protons et neutrons) dans un noyau par 'existence d'une
force entre nucléons, capable de compenser la répulsion électrostatique entre protons. Cette force, dite
d’interaction forte, est donc, i 1'échelle du noyau, plus intense que la force de répulsion coulombienne.

Comme cette force s’oppose a l'interpénétration des nucléons, elle est répulsive lorsque les nu-
cléons sont trop proches les uns des autres. Pour des distances plus grandes, de I'ordre de 1 fm, elle est
attractive. Enfin, elle s’effondre lorsque la distance est de quelques fm ( ~ 5 fm ) ; elle est donc de trés
courte portée. Cette interaction ne dépend pas uniquement de la distance r entre les nucléons; elle est
aussi une fonction de 1'état de chaque nucléon, précisément de leur moment cinétique interne ou spin
(cf. Quantigue).

Sur la figure 8.1, on a représenté le graphe donnant la dépendance de 1'énergie potentielle d'inter-
action forte &,(r) avec la distance r entre deux nucléons. L’énergie potentielle passe par une valeur
minimale pour r = ry : la force est répulsive lorsque r < ry, et attractive si r > rg .

On peut mettre &;(r) sous une forme proche de I'interaction coulombienne &, = K/r :

2
&= —gf exp(—pur)

g2 et p étant des caractéristiques de I'interaction forte (strong en anglais), le facteur exp(—ur) tra-
duisant un écrantage ; le signe moins exprime le caractére attractit de 1'interaction forte.
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i) Le coefficient d’interaction g2, qui s'exprime en J-m ou mieux en MeV -fm, est de 'ordre
de fic, précisément :
1,05 x 10-* x 3 x 108

2 .
~ be = == 200 MeV - fm
8 106 % 1,6 x 10-9 <

i) La distance 1/, qui traduit un affaiblissement exponentiel de 1'interaction, s obtient & 1'aide
de I'énergie de masse myc® = 138 MeV des mésons w , lesquels peuvent étre considérés comme des
intermédiaires entre nucléons :

1 he _1,(]5><1(]‘34><3><10“

—~— = =1,4fm
u omg 138 10°x 1,6 x 10-7

Remargque : La force correspondant i 1'interaction forte se déduit de 1'énergie potentielle précédente
selon :
dé&

F=
dr

2
e = —‘%“’(l + pur) exp(—pur) e

En raison de la faible portée de I'interaction nucléaire, chaque nucléon n’est attiré que par ses
proches voisins, indépendamment de la taille du noyau, contrairement a la répulsion électrostatique qui,
elle, de portée infinie, implique tous les protons du noyau. Finalement, la cohésion des noyaux et donc
leur stabilité dépendent & la fois de 'attraction forte et de la répulsion électrostatique. Sur la figure
8.2, on a représenté la vallée de stabilité des noyaux i I'aide d'un diagramme Z N, dans lequelon a
porté en abscisse le nombre Z de protons et en ordonnée le nombre N = A — Z de neutrons. Pour
Z < 20, les noyaux stables sont ceux pour lesquels Z = N ; pour Z > 20, I'influence de la répulsion
€lectrostatique implique que les noyaux stables alent plus de neutrons que de protons. La vallée de
stabilité suit la bissectrice du diagramme ( Z, N ) pour Z faible et passe au-dessus de la bissectrice pour
Z grand.

Deux autres raisons limitent la stabilité des noyaux :

i) L'agitation des nucléons i 1'intérieur des noyaux, surtout quand ces derniers possédent un excés
de nucléons de méme nature,

ii) L'impossibilité pour deux nucléons, de méme type, de se trouver dans le méme état, car les
nucléons sont des fermions (cf. Thermodynamigue).

La grande stabilité de certains noyaux lourds, pourtant riches en protons, conforte le modéle des
états des nucléons disposés en couches fortement remplies ; c’est le cas de 1"étain 100.
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I.6.

Niveaux d’énergie des noyaux

On peut estimer 1’ énergie d’un nucléon du noyau en assimilant 1’ énergie potentielle de confinement,
due & I'interaction entre nucléons, & un puits d'énergie potentielle, carré et infiniment profond, de largeur
L =1 {m .1l vient, pour I'état fondamental ( n = 1), d"aprés I'analyse quantique (cf. Quanfigue) :

Kt 10~ %8 52
£= it £= 7= 200 MeV
gz 2% 1,67 x 10-27 x 1030 x 1,6 x 10-19 €
Ainsi, I'énergie d"un noyau, dont le nombre de nucléons est A, est de 'ordre de 2004 MeV . I est ins-
tructif de comparer cette énergie i 1'énergie potentielle électrostatique de Z protons distribués unifor-
mément dans un volume sphérique de rayon R . Il vient (cf. Electromagnétisme)
3 7%? 7’q? &

— e ] ‘6_e 2 -
& = S @meo)R R

dareg

On trouve :

0,6 x 230,71 »x 107
10-1% % 1,6 x 10-19

ce qui est nettement inférieur i la valeur 200A MeV calculée précédemment : pour Z = 50 et N = 50,

£ =20000 MeV , alors que £, = 2150 MeV .

& =272 = 10,8622 MeV

I.7. Ermrgie de liaison d’un noyau atomique

a) Définition

Lénergie de liaison & du noyau 42X est I'énergie qu'il faut fournir au noyau, au repos, pour
séparer, sans énergie cinétigue, les Z protons et les A— Z neutrons qui le forment. C’est donc 1’ énergie
que nécessite la réaction génémle suivante pour se produire :

X — Zpt (A —Z)n

Le bilan énergétique de la réaction s’écrit, en fonction des masses M, mi, et m, dunoyau, du proton
et du neutron, respectivement :

&+ Mc* = Zmpc* + (A — Z)m,

On en déduit I'expression de I'énergie de liaison :
& =Zm,P + (A — Z)m,c* — M

Comme 1l est nécessaire, pour dissocier un noyau atomique, de vaincre les forces nucléaires responsables
de sa cohésion, cette énergie de liaison est toujours posifive. Les masses sont le plus souvent données
en unité de masse atomique (u). Rappelons sa valeur :

Lu=1,66054 x 107 kg = 931, 468 MeV - ¢ 2 =~ 931, 5 MeV - ¢ 2
Exemple : Calculons I'énergie de liaison du noyau d"hélium 4 1'aide de la réaction :

Het — 2pt 4 2n
Ona:

Er = 2mpe® + 2mpc® — mae® =2 % 938,27 + 2 x 939,565 — 3727,27 = 28,4 MeV
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b) Energie de ligison par nucléon
Désignons 1'énergie de liaison moyenne par nucléon par b (de 'anglais, binding energy qui signifie
énergie de liaison) :
&

b= 4

Sur la figure 8.3, on a représenté la courbe donnant 1" énergie de liaison par nucléon b en fonction
de A : b augmente d’abord rapidement pour les noyaux légers, passe par un maximum large pour les
noyaux moyennement lourds puis diminue lentement pour des valeurs plus grandes de A .

b(MeV)
8 Fe
o 4He
6 B
Li

He
2
H

010 50 100 130 200

=4

Fic. 8.3,

La valeur maximale est celle du noyau de fer [gFe }: bp = 8,79 MeV . Pour le noyau d’hélium
( g He?t ), cette énergie est by, = 7,07 MeV , alors que, pour un noyau lourd, tel que celui de 1" uranium
Esz ,elle vaut by = 7,6 MeV . Il en résulte que la rupture d’un noyau lourd en deux parties (fission)
ou 1"agrégation de deux noyaux légers libérerait de 1'énergie (fusion).

Remarque : A I'aide de la figure, on voit que 1’hélium et le fer apparaissent comme les éléments les
plus stables, le premier parmi les éléments légers, le second parmi les lourds.

I.8.

Transmutation nuecléaire

Lapremiére transmutation nucléaire fut réalisée en 1932 par les physiciens britanique J. Cockroft et
irlandais E. Walton , a partir d’une prévision et d'une suggestion du physicien d’origine russe G. Gamow.
En projetant des protons sur des cibles de lithium 7, ils observérent la production de paires de noyaux
d’hélium ; en pénétrant dans les cibles qui contiennent trois protons et quatre neutrons, ils forment des
noyaux de bérylium 8, avec quatre protons et quatre neutrons, lesquels fissionnent en deux noyaux
d’hélium. Le bilan énergétique confirme bien la transformation einsteinienne d'énergie en masse.

Jusqu’en 1939, on pensait qu’il était impossible de créer des noyaux transuraniens, c’est-a-dire plus
lourds que le noyau d'uranium. C’était une erreur, car deés 1940 on put fabriquer le neptunium ( Z =93 )
et le plutonium ( Z = 94 ). Puis, en bombardant des cibles d'uranium ou de plutonium avec des neutrons
ou des particules o, on produisit successivement :

— en 1944, I'américium, Z =95,

— en 1944, le curium, Z = 96,

— en 1949, le berkelium, £ = 97,

— en 1950, le californium, Z =98,

— en 1952, I'einsteinium, Z = 99 et le fermium, Z = 100,

— en 1955, le mendelevium, Z = 101.
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Pour obtenir des éléments plus lourds, on a bombardé des cibles de plutonium, de californium,
d’américium et de plomb avec des noyaux de carbone, d’oxygéne, de néon, de bore et d’azote. On a pu
ainsi mettre en évidence, par cette technique dite de fusion chaude :

— en 1957, le nobelium (de A. Nobel), Z =102,

— en 1961, le lawrencium (de E. Lawrence), Z = 103,

— en 1969, le rutherfordium (de E. Rutherford), Z = 104 ,

— en 1967, le dubnium (du centre russe de Dubna), Z = 105,

— en 1974, le seaborgium (de G. Seaborg), Z = 106.

Depuis 1981, on fabrique des €léments encore plus lourds, en projetant, sur des cibles d’éléments
moins lourds comme le plutonium, des projectiles un peu plus lourds tels que des noyaux de calcium :

— en 1981, le nielsbohrium (de N. Bohr) Z = 107,

— en 1984, le hassium (de N. Hasse), Z = 108,

— en 1982, le meitnerium (de L. Meitner), Z = 109.

Par opposition i la précédente, cette technique est dite de fusion froide, 4 ne pas confondre avec
I’hypothétique fusion froide électrochimique évoquée plus loin.

Les éléments Z =110, Z= 111, Z= 112 et Z = 114 ont été obtenus respectivement en 1994,
1996 et 1999. Le dernier est issu de collisions produites au centre russe de Dubna, entre des projectiles
de 33Ca et des cibles de 33*Pu ; il 2 un nombre de nucléons égala A =289 etil est relativement stable
puisque sa demi-vie estde 30 s . Notons qu'a ce jour I'élément Z = 113 n’a pu &tre mis en évidence.

Remarque : Jusqu’a présent, aucun noyau sans profon, et donc constitué de neutrons uniquement, n’a
pu étre mis en évidence ! Les physiciens pensent créer bientdt de tels noyaux en provo-
quant une désintégration du bore 15.

II. — RADIOACTIVITE

La radioactivité a été découverte par le physicien francais H. Becquerel en 1896 sur des cristaux
de sulfate double d'uranium et de potassium : 1'élément uranium émet spontanément un rayonnement
intense capable d’impressionner une plaque photographique. Ce phénomeéne a €té ensuite longuement
étudié par M. Curie, physicienne francaise d’origine polonaise, et P. Curie, son époux spécialiste de
piézo-€électricité. Ils prouverent 1'existence de corps de radioactivité aussi forte ou plus forte que celle
de I'uranium : le thorium, le polonium et le radium.

Im.1.

Nature des rayonnements des corps naturels radioactifs

Historiquement, 1’analyse soignée des rayonnements provenant d'une source naturelle mdioactive
a montré que, contrairement a toute attente, les noyaux n’émettaient pas leurs constifuants mais trois
rayonnements bien distincts par leurs propriétés.

i) Rayonnement & : ce sont des noyaux d’hélium 3He , de charge positive 2e, qui sont trés vite
arrétés par la matiére.

ii) Rayonnement S~ : ce sont des électrons, évidemment de charge négative —e , trés pénétrants
en raison de leur énergie cinétique importante,

iif) Rayonnement ¥ : c’est un rayonnement électromagnétique trés énergétique, puisque les pho-
tons associés ont une énergie de 'ordre de 1 MeV .

Sur la figure 8.4, on a représenté ces trois rayonnements, les deux premiers déviés par un champ
magnétique dans des directions opposées, le troisiéme insensible i ce champ.
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Remargue : Notons que le troisiéme rayonnement conceme des particules de masse nulle, contraire-
ment aux deux premiers.

(2 4
Champ magnétique
Source radioactive \

Fic. 8.4,

II. 2. — Loide désintégration radioactive
a) Caractére aléatoire de la désintégration radioactive

La désintégration radioactive est un phénoméne aléatoire : on ne sait pas quel atome va se désinté-
grer, mais la probabilité P(r) pour qu'un noyau ne soit pas désintégré, i I'instant ¢, varie au cours du
temps, selon la loi exponentielle décroissante suivante :

Py(1) = exp (— 5)

C’est bien ce que montre I"’analyse expérimentale faite, par exemple, sur le noyau de radon 222 ( %?Rn )
qui donne, par désintégration e , du polonium 218 selon :

ngn —>§}1”P0+:r

On compte, 4 plusieurs instants f;, pendant une méme durée # < |f; — 1|, quels que soient i et j,
le nombre n(f;,t; + #) d'impulsions recues par le détecteur et donc le nombre de noyaux qui se sont
désintégrés, pendant #. On a donce :

ni(ti, ;i + 8) = N(t;) — N(t: + 8) = N(0)exp(—Ar;) [1 — exp(—A8)|
On en déduit, si fy est I'un de ces instants :

n(t;, b + )

T exp[-A(G — 1)) d'oi In (%) —In [M] = At — 1)

0 nito, fo + @)

En tragant le graphe de In(n;/ng) , en fonction de #; , on en déduit la pente A de la droite obtenue. Cette
quantité, homogéne a 'inverse d'une durée, est appelée la constanfe radioactive de la désintégration
(Fig. 8 5a) . Il en résulte que la réaction de désintégration suit la loi radioactive :

N(r) = N{0)exp(—Ar) = N(0)exp (_i)
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Une maniére de justifier la loi expérimentale précédente consiste 4 effectuer un bilan de particules.
Entre les instants voisins 1 et <+ df,lavariation d/N du nombre de particules N, qui ne se sont pas
encore désintégrées, est 'opposée du nombre dN; de particules qui se sont désintégrées, pendant la
durée dr. Or ce nombre est proportionnel & la fois & N eth dr :

dN _ dr
N 7

dN =—Cte x N dt soit

en introduisant la constante de temps caractéristique 7. On trouve alors aisément, par intégration de
I'équation différentielle précédente (cf. annexe 1) :

1 f
N(r) = Cteexp (— 7) = N(0) exp (— -r) puisque Cte = N(0)
Sur la figure 8.5b, on a représenté le nombre de noyaux non désintégrés au cours du temps. La pente &
I'origine de N(r) coupe I'axe des abscisses & I'instant 7 =1/A .
Une autre fagon plus rapide pour déterminer A consiste & porter directement sur un graphe le
nombre d"impulsions détectées, en fonction de f; , puis a faire passer numériquement, par tous les points,
une courbe ayant la forme d'une exponentielle décroissante.

;) A N}
. ( "u)
N(O)
0 t ——t—+— = @
2
0 T
a) b}

F1G. 8.5,

b) Justification probabiliste de la loi de désintégration radioactive

La loi exponentielle P(r) = exp(—r/7) peut étre établie simplement & partir de considérations
statistiques associées & la distribution de Poisson (cf. Thermodynamigue). En effet, la probabilité é1é-
mentaire p, pour que se produise une désintégration, pendant la durée élémentaire dr, est trés faible,
puisque p, = d /7, alors que, pendant la durée finie f, le nombre d’épreuves est un nombre trés grand
N =1t/dr. Onadonc:

i
pes1l et N>31 ave p,NzT

Ces conditions définissent une loi statistique de Poisson , donnant la probabilité pour qu'un noyau ait
subi n désintégrations, a I'instant f :

1 [ t
P (5) @ (=)
On en déduit la probabilité pour qu’il n'y ait eu aucune désintégration, entre les instants =0 et ¢ :

Py =exp (—;)
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Ladurée 7 représente aussi la durée moyenne entre deux désintégrations ; en effet
= di
tdP(t) avec dP(r) = Py(r) x ;
0
puisque la probabilité pour qu'un noyau se désintégre, entre les instants r et 4 df, est le produit des

probabilités de deux événements indépendants, la probabilité Py(r), pour qu'al'instant 7, le noyau ne
soit pas encore désintégré, par celle d /7 pour qu’il le soit pendant la durée dr (cf. Thermodynamique).

Il en résulte :
j;mf dP(r) = j:o (—%)exp (—%) dr= rj;m(—x} exp(—x) dx

/umf dP(r) = 'r{[xexp(—x}]ﬁ"’ + fum EX]J(—x}dx} 0

dou :

Remarque : On peut établir autrement la loi de décroissance exponentielle de la probabilité Py(r) .
Comme précédemment, on découpe I'intervalle de temps ¢, entre I'instant origine 0 et
I'instant #, en un grand nombre N d’intervalles élémentaires di. Entre 0 et di la
probabilité pour qu’il n'y ait pas de désintégration est 1 — dt/A. La probabilité pour
qu’il en soit encore ainsi, & I'instant ¢ est donc, puisque les événements successifs sont

(-2) (-2~ (-4)" -

Cette derniére expression donne précisément la loi recherchée puisque, en faisant tendre
N vers l'infini, N = r/dr étant trés grand, on trouve :

Pt - e (1)

c) Demi-vie d’une substance radioactive

On introduit généralement la demi-vie Ty, d’une substance radicactive qui est la durée au bout
de laquelle le nombre de noyaux non désintégrés est égale i la moitié du nombre initial de noyaux. Elle
estreliéed 7 ou A selon:

N(t+Tip2) = %N(r} soit  N(0)exp (—@) - A@ exp (—i)
dou :

In2 0,693
Tip=rh2=—""="2
A A

En général, on caractérise la décroissance radioactive par Ty , de laquelle on déduit, si besoin est,
et A.

d) Vitesse de désintégration radioactive
La vitesse de désintégrarion est définie par 1'équation suivante :
dN N
vy =-——— SoIt vy=—=AN
dr T

si la source considérée est seule i contribuer i la variation de la population des noyaux considérés. Elle
est représentée graphiquement par 1'opposé de la pente du graphe N(r) .
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e) Activité d’une substance radioactive

Nous définissons I'acriviré d’une substance radioactive par la quantité A :

N t N
A=AN= ce qui s'écrit A=Auexp(— ) avec Ap= ANg= —°
T T T

Comme on 1'a vu précédemment, 1 activité mesure la vitesse de désintégration pour un corps radioactif

seul, car alors :
A== __9N
T dr
Elle s’exprime en nombre de désintégrations par seconde, unité appelée le becquerel Bq. Comme cette
unité est trés petite, on utilise le plus souvent le curie Cl qui est approximativement 1"activité d'un
gramme de radium 224 :

1Ci=3,7x10"Bq

A titre de comparaison, le corps humain a une activité de 10* Bq, alors qu'un gramme d’uranium
naturel a une activité de 1,3 x 10" Bq, soit environ 0,35 Ci.

II. 3. — Radioactivité o

Une désintégration o d’unnoyau 4X est décrite par la réaction suivante :
X 3¥+e

la particule o« étant un hélion 3H2+ . Une telle désintégration est due i 'instabilité des noyaux de fort
A et i la stabilité des noyaux d"hélium.

On voit que le nombre de nucléons et le nombre de protons sont bien conservés dans cette réaction.
Ecrivons les lois de conservation de 1'énergie et de la quantité de mouvement, sachant que le noyau est
initialement au repos :

Myt =&+ & et 0=p, +p,
Pour établir I'expression de I’énergie cinétique de la particule & en fonction de I'énergie libérée uc?
€liminons 1'énergie et la quantité de mouvement du noyau Y :

m?‘c4 + miC4 - mf.,e:‘1

(myc? — Eo P —pret = mict dov &=

2myc?
On en déduit
£ — (mxc® — mac®)® —mic*  (mxc® — mac® + myc®)(myc® — mac” — myc®)
ka ZMsz 2.‘!1)((2

soit, puisque pc? = myc? — mye? — mge? :

— uct myc? + myc? — muc?

&
ko
2myc?

51 on néglige les énergies de liaison des noyaux, ce qui est le plus souvent 1égitime, 1’ expression précé-
dente se simplifie :

. A -4
Era = uc? don &, R —

mxc? +mye? —mac* A+ (A-4)-4

2y - 24
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Exemple : Dans la désintégration suivante de 1'uranium 238 3%‘3U — ﬂ’“Th + @ ,o00:
myc? = 221697, TMeV  mpc® = 217966 MeV et mgc® = 3727, 4 MeV

on trouve 0 = 4,3 MeV et &, = 4,3 x 0,983 = 4,23 MeV . Notons que, &£, étant trés faible
devant les énergies de masse des noyaux, le calcul de cette énergie cinétique peut &tre conduit dans
I’approximation newtonienne.

L'interprétation de ladésintégration o a été proposée en 1929 par le physicien américain d’origine
russe G. Gamow. Elle suppose qu’une particule « , formée a 1'intérieur d’un noyau, puisse franchir une
barriere d’énergie potentielle, d'origine €lectrostatique, dont la hauteur est supérieure a son énergie
cinétique. Un tel franchissement n’est interprétée que dans le cadre de la mécanique quantique, par effet
wunnel (cf. Quantique).

Dans le tableau 8.1, on a rassemblé les valeurs des demi-vies T, pour quelques noyaux subissant
une radioactivité o .

Noyau 26Ry 2Ry aAN mp 3T
Ty 1,9 ans 45 ps 3, 82 jours 7,04 x 10° ans 5s
Noyau »'U 32U % Np 54 Pu

Ti2 4,17 x 10° ans 20,8 j 2,14 x 10° ans 88 ans
TaB. 8.1

A titre d’exemple, la demi-vie du radon 222 est 0, 33 x 10% soit 3,82 Jours, d'ol I'on déduit la
constante de désintégration A et sa durée de vie 7 :

0, 693 1
A= =21%x10%""! e 7=-=0,4Tx10°s
Tl.."Z J\

On peut calculer la probabilité pour qu'un noyau de radon se désintégre au bout d’une seconde :
1-P(1)=1—exp(-A) mA=21x10"°

51 la masse initiale de radon est de 1 g, son activité initiale est :

=35,7% 10° Bg

A(ﬂ}:ﬁN{ﬂ}:ANA%"zz,l % 107% % 6,02 = 102 x

Au bout de 1, = 30 jours , I'activité se réduit & :

A = AN = AN(0) exp(— Aty ) = A(0)exp(—Atn) = 24,5 x 10°Bq

II.4.

Radioactivité g~
Dans la radioactivité 8~ , qui est caractérisée par I'émission d'un électron, un neutron du noyau
est transformé en proton. La désintégration 8~ d’un noyau ‘;X se traduit donc par la réaction :

X oduY+e +7

Ce type de désintégration conceme des noyaux de faible stabilité, car, si N est trop grand, cette désin-
tégration provoque un rapprochement vers le centre de la vallée de stabilité nucléaire (Fig. 8.2). L'anti-
neutrino ¥ permet de satisfaire i la conservation de I'énergie de la réaction.
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La radioactivité 8~ n’a pu étre interprétée que par I'introduction de 1'interaction faible a la base
de la transformation d'un neutron en trois particules, proton, €lectron et antineufrino :
n — p+ +e +7
Cette réaction est effectivement possible car la masse du neutron est supérieure i la somme des masses
du proton et de 1'électron.
Exemples
i) Désintégration B~ du noyau d'azote 16:
IN » B0 +e +7
Cette désintégration est possible car la masse du noyau d’azote est supérieure i la somme des masses
du noyan d’oxygene et de 1'électron :
myc® = 14906, 1 MeV  mpoc® = 14895, 2MeV et m.c* = 0,511 MeV
La demi-vie du noyau d'azote estde 7,3 s.
ii) Désintégration 8~ du noyau de carbone 14 :
é“C — .llr“N ‘e +¥
Motons que I'existence de I'antiparticule neutre ¥ aété proposée par W. Pauli en 1931, précisément
parce que la somme des quantités de mouvement du proton et de I’ électron n’était pas nulle, comme celle

du neutron, et que la conservation de 1’énergie n'était pas safisfaite. La particule ne fut mise en évidence
que 25 ans plus tard (!), par F. Reines et C. Cowan.

I1. 5. — Radioactivité y
La radioactivité ¥ des noyaux est I'émission d’un rayonnement électromagnétique de fréquence
v dont le quantum d’énergie £ = hv est de 1'ordre du MeV :

& 1,6x10°8
y=S = 20X T 4% 10 Hz et A=

K 6626x10 % ~1,25% 1002 m=1,25pm

=N

On retrouve cefte valeur en rappelant la relation bien connue entre la longueur d’onde, en micron, du
rayonnement émis et 1'énergie des photons, en électron-volt :

ke e 1,239
ACpm) = =i 10X €= 7oy

On décrit la radioactivité gamma par 1’équation :
AX* = X+

On note, dans ce type de radioactivité, aucune modification du nombre de nucléons A ou du nombre
de protons Z, mais seulement une réorganisation des nucléons a I'intérieur d'un noyan excité $X° .
Par exemple, le thorium 234 excité émet un rayonnement ¥ d'énergie 0,05 MeV en se désexcitant
(Fig. 8.6a) :
@'Th* — 'Th+y

De la méme facon, le noyau de mercure 198 peut se trouver dans deux états excités; il en résulte trois
€émissions <y associées A des transifions vers des niveaux d’'énergie plus faible (Fig. 8.6b) : la premiére
d'énergie 0,412 MeV , la deuxiéme d’énergie 0,676 MeV , la troisiéme d'énergie 1, 088 MeV .
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Thorium 234 Mercure 198
} Energie \ Energie
(MeV) (MeV)
Wrr o w
e —————— 33‘1}1‘ 1 O8% +--——o—0— }an
:
io,c.s 0412 1-- ot 1Sy ¢
: o
Lok y  28qy o 1wy
a) b)
Fi1c. 8.6.

II. 6.

Radioactivité g+

En 1934, les physiciens francais F. et I. Joliot-Curie ont €tabli expérimentalement que des noyaux
instables, produits artificiellement, pouvaient émettre aussi des positrons, antiparticules des électrons,
de charge e. Ils avalent synthétisé 1'isotope radioactif :I*EP , lequel se désintégre en donnant un noyau
de silicium, un positron et un neutrino :

P — BSipet v

La radioactivité B+ est décrite par la réaction suivante :
X =4 Y+et+w

Cette désintégration concerne les noyaux qui sont & la marge de la vallée de stabilité (Fig. 8.2), car Z
est trop grand. La aussi le neutrino » permet de satisfaire la loi de conservation de 1'énergie. Elle peut
se réduire & la réaction de transformation d'un proton en neutron :

p+ —nt+et 4w
Notons cependant que 1’énergie de masse du proton étant inférieure i celle du neutron, cette réaction
n’est possible qu’a I'intérieur d'un noyau, lequel doit modifier son énergie de liaison afin de fournir au
moins I'énergie suivante :
Mpc® + mee® — mp =939,6 + 0,511 — 938,3 = 1,81 MeV
La transformation précédente d’un proton en neutron i I'intérieur d'un noyan suggére la réaction
analogue suivante de caprure d'électron :
p+ +e = n+v
Une telle réaction ne peut pas se produire spontanément, puisque :
1'3'1.},‘:'2 + m,cz L m,,cz
Cependant, elle est plus facile 4 réaliser dans un noyan que la réaction de désintégration 8+ , car I'éner-
gie que le noyau doit fournir est plus faible. La réaction générale de capture est la suivante :
Xte” 55 Y+v
Citons deux exemples de réaction de capture :
Be+e — JLit+w et 0+e — PN4w

de demi-vies 53 jours et 2 mn, respectivement.
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Filiations radioactives
Un noyau Xj se désintégre en un noyau X; , lequel a son tour se désintégre en donnant un noyau
X3 . Le schéma réactionnel est alors le sumvant :
X, — X, — X,
SiI'on désigne respectivement par Ni(1), Na(f), Na(t), les nombres de radionucléides X; , X3, X3 &
I'instant £, les populations Ny(t), Na(t), Na(r) satisfont aux équations différentielles suivantes :

amn AN dN;
F = -1V df = Ny — AaN2 et df = A2N2

A1 et Az étant les constantes radioactives des deux réactions Xy — X3 et X; — X3 . L'intégration
de la premiére équation donne :

Ni(r) = N1(0) exp(—Aur)

En injectant ce résultat dans la deuxiéme, on obtient pour N,(r) (cf. Exercices) :

Na(r) —Nl'[ﬂ} [eXP'[ Ait) — exp(—Aat)]

Enfin, & partir de cette derniére expression, on trouve pour Ni(r) :

Na(f) = N1(0) [1 - )l.z)l_z)ll exp(—Ait) — exp(—Aat)

1
A — Ay

Surlafigure 8.7, on areprésenté la variation, au cours du temps, des populations Ny{1) , Na(f) et Nalr).

A
N
LN (D) 50
T
FIc. 8.7.

On voit que N,(r) est maximale, c’est-i-dire que la vitesse de désintégration de X, est nulle,
lorsque les activités de X; et X, sont égales :

sz

di' —4’11N1 AzNgZU pour .oth =A2N2

Cette condition se produit au bout de la durée 7 telle que :

AN (0) exp(—Ay7) = ).le((]} [exp( A7) — exp(—A;7)]
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d'on :

Az 1 AZ
— = Az — A = In| =
5 [exp(Az — Ay)7] et 7 s (4\1)

Par exemple, dans le cas de la filiation radioactive molybdéne-technétium métastable-technétium :

99 ® 9
2Mo — 3Tc™ — ;3Tc

trés utilisée en imagerie médicale, on a, puisque les demi-vies sont respectivement 73 = 67 h et
Tz =6h:
1 67
= In| — ] =22,9h
T~ 0,693/6 — 0,693/67 ( 6 )

I1.8.— Applications et effets biologiques de la radioactivité
a) Datation par la radieactivité

En 1947, le chimiste américain W. Libby eut I'idée d’utiliser la radioactivité 8~ du carbone 14
présent dans les corps sur la Terre pour les dater. Tous les corps vivants possédent une fraction détermi-
née de carbone 14, de 1'ordre de 1,3 x 10~'2, par rapport au carbone 12 qui, lui, est stable, En effet,
les neutrons, produits par le rayonnement cosmique, interagissent avec les noyaux d’azote pour pro-
duire du carbone 14 selon :

—1,4N+n — p+ +},4C
A la mort du corps, cette fraction diminue en raison de la radioactivité B~ du carbone 14 :
JC s PNte +7

On mesure alors I'activité radioactive du carbone 14 et on extrapole la courbe donnant son évolution au
cours du temps. La méthode est efficace pour des durées & mesurer de I'ordre de quelques durées de vie,
par exemple 10000 ans , puisque la demi-vie de la désintégration S~ du carbone 14 est 5 568+30 ans .

Exemple : Soit i déterminer 1'ige de résidus osseux dont 1'activité du carbone 14 est de 90 Bq,
alors qu’elle était initialement de 300 Bq.Ona:

A1) =A0)exp(—Ar) d'od 1= %m [‘%} - %m (%) ~ 9970 ans

Remarques : 1) On mesure I'ige de la Temre en comparant la quantité d'uranium 238, dont la demi-vie
estde 4,17 Gan (1 Gan = 10° années), a celle du plomb 206 qui est stable. On trouve
une valeur de I'ordre de 5 Gan, comme pour la Lune et les météorites du systéme solaire.

2) Ces travaux valurent i Libby le prix Nobel de Chimie en 1960.
b) Effets biologiques des rayonnemenis radioactifs

En médecine, on s'intéresse évidemment aux dommages provoqués par les rayonnements radioac-
tifs sur les tissus biologiques. Ces dommages sont liés a 1'énergie cédée par les rayonnements a I'unité
de masse de tissu.

Aussi introduit-on le gray, du nom du physicien anglais L. Gray, ou unité de dose absorbée, qui
est I'énergie absorbée par kilogramme de matiére exposée, et le sievert, du nom du physicien suédois
R. Sievert, ou unité équivalente de dose, car les différents rayonnements, dus i la radioactivité, ne
provoquent pas les mémes effets biologiques, & dose absorbée identique :

1Gy=1J-kg~! e 1Sv=1Gyx Q4
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Le coefficient (; vaut :

0y = 1 pour des photons ¥, des électrons et des protons de faible énergie,

0y = 2 pour des protons d’énergie supérieure & 1 GeV,

Qg4 = 3 pour des neutrons lents,

Qg4 = 10 pour des neutrons rapides,

Qg4 = 20 pour des particules a .

(rdres de grandeur : une radiographie pulmonaire correspond & une dose équivalente de 1 mSv ,
alors que la dose équivalente par irradiation naturelle moyenne en France est 2 mSv . Les doses équiva-
lentes en radiothérapie sont de I'ordre de 40 Sv, 50 Sv étant la dose létale (mortelle).

Lexpérience issue de guerres ou d'accidents (conflit de la deuxiéme guerre mondiale et explosion
de la centrale de Tchernobyl, en Ukraine, en 1986, par exemple), montre qu’ancun effet pathologique
n’est constaté lorsque 1'équivalent de dose est inférieur & 0, 3 Sv, soit 150 fois I'équivalent de dose de
la radioactivité naturelle.

De 0,3 8v a 1 Sv, les effets sont réversibles sans traitement médical.

Au-dela de cette dose, une surveillance médicale est nécessaire, avec traitement dans un centre
spécialisé, si la dose atteint 2 Sv. On attribue 1’augmentation de la probabilité de certains cancers a une
exposition accidentelle aux rayonnements radioactifs (dose supérieure & 1 Gy). En revanche, on guérit
certains cancers par une exposition maitrisée des malades aux rayonnements radioactifs (radiothérapie).

Remarque : Les anciennes unités de dose absorbée et de dose équivalente absorbée étaient cent fois
plus petites : 1rad = 0,01 Gy et 1 rem = 0,01 Sv.

¢) Traceurs radioactifs

En biologie, on se sert des noyaux radioactifs afin de repérer le cheminement de certaines subs-
tances, telles que 1"1ode stable 571 dans la glande thyroide. Dans ce cas, on mélange cet isotope naturel
i I'isotope radioactif ;ill, lequel a les mémes propriétés chimiques que 1'iode naturel, mais présente
une radioactivité 8~ , de demi-vie T2 = 8, 1 jours.

II1. — RALENTISSEMENT DES PARTICULES

Lorsque les particules se déplacent 4 grande vitesse dans un milieu, elles interagissent avec ce
dernier en subissant des diffusions élastiques ou inélastiques. Au cours de ces collisions, elles perdent
de I'énergie, ce qui les ralentit. Dans le cas du rayonnement 7, les photons sont absorbés en cours de
propagation. Concernant les neutrons, ils sont d’abord ralentis puis absorbés.

III.1.— Pertes d*énergie des particules rapides

On distingue pnncipalement quatre types de perte d'énergie des particules rapides :

i) les pertes par ionisation des particules chargées, du fait de I'interaction coulombienne avec les
électrons atomiques,

ii) les pertes par rayonnement de freinage des particules chargées (« bremsstrahlung » en allemand),

iii) les pertes par rayonnement Cerenkov des particules, chargées ou non, qui se déplacent, dans un
milien, avec une vitesse plus grande que celle de la lumiére dans ce méme milieu,

iv) les pertes d'énergie des photons par production de paires électron-positron.
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a) Pertes d’énergie par ionisation. Formule de Bethe

Les pertes des particules chargées par ionisation sont les plus importantes. L'énergie cédée aux
€lectrons atomiques d'un milieu, par une particule incidente chargée A, , durant un trajet élémentaire
de longueur d s, est proportionnelle i la perte d'énergie, notée @, relative i une collision et au nombre
de collisions subies. Ce dernier est égal au nombre de centres diffuseurs contenus dans le cylindre droit,
de longueur ds et de section égale i la section efficace de diffusion do (cf. Mécanique); il vaut donc
ng do ds, si ny désigne le nombre de centres diffuseurs par unité de volume.

1l en résulte que la perte d’énergie —d £, au cours du déplacement élémentaire ds, s'obtient en
sommant toutes les valeurs de @ :

_

—d£=ds/Qndda' avec ng=2Zn, et
M,,

n, étant le nombre d’atomes par unité de volume, p la masse volumique du milieu, Ny le nombre
d'Avogadro, Z le nombre d'électrons par atome et M, la masse molaire des atomes du milieu.

Pour calculer I'intégrale précédente, 11 faut exprimer d o enfonctionde (. En effectuant ce calcul
laborieux, Bethe a établi le résultat suivant, relatif au pouvoir d’amét des matériaux pour des particules
incidentes autres que des électrons :

d& 2wg* ZpN, 73 2yiBim, et
_d€ _2mq. Zp A% i NP ) _ g2l avec = ——
ds  mu? M, Bi I darey

ol m, est la masse d'un €lectron atomique, SB; le rapport de la vitesse ©; de la particule incidente
sur ¢, ¥, le facteur relativiste associéa B, , Z; le nombre de charges élémentaires de cette particule
et I une énergie associée i l'ensemble des états électroniques de I'atome, appelée potentiel moyen
d'ionisation. On admet souvent la formule empirique suivante donnant [, en €V, en fonctionde Z :

I(eV)=162"°

Notons que la particule incidente n'intervient que par le carré de sa vitesse [,Bf ) et par celul de sa
charge Z;. Sur la figure 8.8, on a représenté, pour des particules «, le pouvoir d'arrét de 1'hydro-
géne liquide, en fonction de (y; — 1) qui désigne I'énergie cinétique de A; en unité de masse mye?.

Danscecas,ob Z, =2, Z=1, p = 70.8kg-m‘3, M, = l(]‘lkg,onobtieml‘expmssion
suivante de —d£/ds,en MeV-m~! :

d& 4,35 1,022 x 10°87 2
“o = [N )

_dE (MeVm™)
ds

250
150

50

ril

0 1 2 3 4 5
FIG. 8.8.
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b) Rayonnement de freinage

La perte d'énergie par ionisation d'une particule incidente chargée s’accompagne nécessairement
d'un rayonnement, puisque toute particule chargée, freinée, rayonne une énergie qui est proportionnelle
au carré de son accélération (cf. Electromagnétisme). Cette perte d’énergie par rayonnement de freinage
est négligeable devant la perte par ionisation, lorsque les particules incidentes sont lourdes ou de faible
énergie. En revanche, elle est significative pour des électrons dont 1'énergie cinétique est supérieure i
plusieurs MeV .

c) Rayonnement Cerenkov

Le rayonnement Cerenkov (prononcer Tchérenkof) est le rayonnement émis par un milieu matériel,
lorsqu’une particule se déplace dans ce milieu d’indice n , avec une vitesse qui est supérieure a la vitesse
de la lumiére dans ce méme milieu. Il a été observé, pour la premiére fois en 1935, par le physicien russe
P Cerenkov, ce qui lui a valu le prix Nobel en 1958. La condition d’émission s’écrit :

c
v > — soit > =
n B n

Le phénoméne est analogue i I'onde de choc acoustique entendue lorsqu’un avion se déplace i une
vitesse supérieure i la vitesse de propagation du son dans 1'air (cf. Mécanique).

Pour une particule chargée en mouvement dans un milieu matériel, d’indice n , qui provoque 1'ex-
citation des atomes rencontrés, la vitesse de phase des ondes lumineuses sphériques émises par ces
atomes est ¢,/n. Si cette vitesse est inférieure  la vitesse v de la particule, le milieu est perturbé vers
I’arriére du projectile et non vers 1’avant (Fig. 8.9).

Désignons par A la position de la particule a I'instant 7. A un instant antérieur f — 7, la particule,
qui se trouvait au point A, , a émis une onde lumineuse sphérique dont le front, & 1'instant f, est une
sphére 3, ; cette sphére se réduit au point A 4 1’instant 7 . On peut reproduire le méme raisonnement
tous les instants antérieurs a f. [l en résulte un céne d’accumulation de lumiére dont le demi-angle au
sommet 6 est tel que :

A F
sinf = = (c/n)r = L
AA il g Bn
F étant I'un des points ol la tangente menée de A 4 X touche cette sphére. Ainsi, 1’effet Cerenkov
donne une information précise sur la vitesse de la particule chargée en mouvement. La perte d’énergie

occasionnée reste trés faible devant les pertes par ionisation.

]
S

[}
A A A

F1c. 89.
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Ordre de grandeur : Dans le verre, d'indice n = 1,5, un électron d’énergie cinétique
& = 3 MeV , provoque une émission Cerenkov, dont le cone d’émission est caractérisé par un demi-
angle au sommet # pour lequel :

&
Mec?

1/2
1
sinﬂ:ﬁ—:(],ﬁ';‘ puisque ¥ =1+ =687 et 5:(1——2) = 0,989
n ¥

L'angle & vaut donc 42,4° .

d) Matérialisation de photon

Lorsque la particule incidente qui traverse la matiére est un photon, ce dernier peut étre soit absorbé
par effet photo-électrique interne, soit diffusée élastiquement par effet Compton (cf. Quantique) soit
matérialisé par une paire électron-positron du type suivant :

y+A = (¢ +e") +4

Cependant, la matérialisation d’un photon ne joue de rile significatif que si son énergie est supérieure a
100 MeV (rayonnement 7 ).

Im.2.

Absorption du rayonnement gamma

Des qu’il y a interaction, avec la matiére qu’il traverse, le rayonnement gamma est soit diffusé par
effet Compton, soit absorbé par matérialisation (ct. chapitre 7) ou par effet photo-électrique (cf. Quan-
rigue). Il en résulte que le nombre de photons ¥, encore présents dans un falsceau incident, satisfait &
une loi de décroissance exponentielle, en fonction de 1'épaisseur x de matériau traversé. On a, en ef-
fet, la relation différentielle suivante, entre les épaisseurs x et x 4+ dx :

dN = —pN(x)dx

dans laquelle N(x) est le nombre de photons non encore diffusés, aprés traversée d'une épaisseur x de
matigre, et w un coefficient constant, appelé coefficient d’absorption . 1l vient :
dN

5 = —pdx soitenintégrant InN(x) = —px + InCte

Ainsi :
N(x) = Cte x exp(—pux) = N(0) exp(—px) puisque Cte = N(0)
Par analogie avec la loi de décroissance radioactive, on peut définir la distance caractéristique

L =1/p etla demi-distance L, telle que:

N(O 1 In2
N(Li;2) = % = N(0)exp(—puLis2) soit In (2‘,) =—plyy et Lyp= " =—

Im.3.

Ralentissement et absorption de neutrons

Le ralentissement des neutrons par la matiére est di, soit & leur diffusion élastique par les noyaux,
soit & leur absorption lorsque ces noyaux sont lourds ; ces derniers peuvent alors subir une fission en
deux noyaux plus légers. L'étude est essentielle, notamment en raison de la nécessité de ralentir les
neutrons dans les centrales nucléaires, précisément en faisant passer leur énergie cinétique initiale, qui
est de "ordre de quelques MeV, 4 quelques centiémes d’eV.



192 8. Physigue nucléaire et applicarions

Comme 1'énergie cinétique reste faible devant 1’énergie de masse des neutrons, qui est de 1"ordre du
GeV, I'analyse du ralentissement de ces particules peut étre conduite simplement dans ['approximarion
newfonienne. En outre, les collisions sont supposées élastiques, car ce sont ces derniéres qui jouent un
rile essentiel dans le processus de ralentissement.

Les lois de conservation de la quantité de mouvement totale et de 1'énergie cinétique totale, au
cours de telles collisions, entre un neutron projectile A; , de masse n , et un noyau cible au repos Az,
de masse 2, s’écrivent, respectivement :

ar ¥
p% +0=P1 +P§

0=p| 5 et
P+ P +P2 m m | ma

La variation de I'énergie cinétique d’un neutron, au cours d'une collision, est donc :

ar
p
‘-‘-‘;,1 - &,l = _2;2

Sur la figure 8.10, on a représenté le diagramme caractéristique d’'une collision élastique entre un pro-
jectile et une cible au repos en mécanique newtonienne (cf. Mécanigque) ; le cercle a un rayon égal a
pv, o= mmz/(my +my) éantla masse réduite et v la vitesse v; du projectile, car la cible est au re-
pos. L'angle (OA,OC) est I'angle #° de diffusion dans le référentiel du centre de masse R*. Ilen
résulte :

. {8 w8 My .2 8"
o , RS L _ —
Py = 2pwsin ( 3 ) dot &, - &1 =-2 " sin” | - | = 4( r 2}2«5},1 sin” { 5

Ainsi :

Hiz
A= —
1+A)? ot "

— =14 —
‘-"‘k,l (l +A]‘2

&ia A . z(ﬂ‘) 1 + 4%+ 2Acos 6"
sin? | 5 | =——y a7

est le rapport de la masse de la cible (noyau lourd) sur celle du projectile (neutron). Ainsi, le rapport
entre les énergies cinétiques du neutron, aprés et avant la collision varient entre deux valeurs extrémes :

_1n: &
A-1 < Sl o
A+1 5&,1
On voit qu'avec des matérianx, de faible A, par exemple I'hydrogéne pour lequel A = 1, un neutron
peut perdre toute son énergie cinétique au cours d'une seule collision.

Fic. 8.10.
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IV.— LES PARTICULES FONDAMENTALES ET LEUR DETECTION

IV.1.— Les quatre interactions fondamentales

L'étude des collisions entre particules a révélé I"existence de deux interactions fondamentales nou-
velles, autres que gravitationnelle et électromagnétique :

i) L'interaction forte qui permet d’expliquer la cohésion des noyaux, malgré la répulsion électro-
statique des protons. Cette interaction, de trés courte portée, est i I'origine du partage de 1’ensemble des
particules en deux grandes catégories : les hadrons (proton, neutron, pion, etc.), sensibles & I'interac-
tion forte, et les lepfons (électron, muon, neutrino, etc.) au contraire indifférents & cette interaction.

ii) L interaction faible, de portée encore plus faible, est 4 I'origine des désintégrations g~ et g*.

Contrairement & ces deux interactions, les interactions gravitationnelle et électromagnétique sont
a longue portée, puisque les forces associées varient toutes deux, en fonction de la distance r qui
sépare les particules, comme 1/r* . Cependant, elles différent fondamentalement quant i leur ordre

de grandeur, comme le montre 1'exemple du systéme forme par un proton et un électron dans I'atome
d’hydrogéne :

1 e? q° Gmgm
Fle = | == e F™M = td
=17 dareg (,2) r =1 r
Le rapport de ces forces est donc :
Gl
ToMe 0,44 x 107
%

Une fagon systématique de classer les différentes interactions consiste & comparer leurs grandeurs ca-
ractéristiques i une quantité universelle associée aux deux constantes fondamentales : h ou h et c.
Comme le produit fic est homogéne au produit d’une énergie par une longueur, on effectue le rap-
port suivant :

£R
a=" avec he=1,05% 100 %3 x10*=3,15% 1072 ].m

dans lequel £ et R désignent une énergie et une longueur caractéristiques de I'interaction.
i) Pour I'interaction forte, qui permet d’expliquer la cohésion des noyaux, & = &; et R = R;,
ona:

& xR omgi~3x107®1.m dod a,mEA-l

i) Pour I'interaction électromagnétique, £ = £, et R = R, (indice ¢ pour électromagnétique),

ona:
&t 10
SexR,,:q?,:‘leumZm,?lxlﬂ I-m
dot :
2 —30

g: 230,71 x 10 _3 1
== ————=73x107 = —
he 3,15 x 10— 137

oy, =

On reconnait en «, la constante de structure fine.
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iii) Pour I'interaction faible , on montre que 1’on peut prendre & = £, et R = R, (indice w
vient de I'anglais weak), tels que :

Ey X Ry~gh ~3x10721.m?

Il en rsulte que :
EuRy

~ 10—6
e = 10

oy ™~

iv) Enfin, dans I'interaction gravitationnelle, ot £ = £ et R = R, (indice g pour gravitation),
on adopte :
Eg xR, =Gm, ~ 1,86 x 107 J-m
d'oir :
N _Gmp 1,86 x10°%
£ he  3,15x10°%

Retenons essentiellement la hiérarchie des interactions a 1’aide des quatre facteurs o :

~6x 107%

1
a; ~ 1 mwﬁm?dxlﬂ_] o~ 107° et ap ~6x 107"

Remargues : 1) La portée infinie des interactions électromagnétique et gravitationnelle est aujourd’hui

attribuée i la valeur nulle de la masse des particules qui véhiculent ce type d'interaction.
Ainsi, I'hypothétique graviton devrait avoir, comme le photon, une masse nulle, et par
conséquent une vitesse égale & ¢ (cf. chapitre 10).
2) Depuis une dizaine d’années, se pose la question de la valeur des constantes fondamen-
tales, telles que les précédentes, et plus précisément celle du rapport entre elles, comme
la constante e, , qui est sans dimension. Cette possibilité d'une variabilité des constantes
fondamentales fait 1'objet de recherches récentes, a la fois sur le plan expérimental en as-
trophysique et sur le plan théorique, dans le cadre de la théorie des cordes, cette derniére
théorie proposant de concilier la Relativité Générale (cf. chapitre 10) et la Physique Quan-
tique (ct. Quantique).

IV.2.— Quarks et leptons

a) Quarks

Les radioactivités G~ et ,B+ ont pu étre interprétées complétement en admettant que les nucléons
ne sont pas des particules fondamentales, mais des édifices complexes, construits & partir de particules
élémentaires, appelées quarks, sensibles a I'interaction forte. Les quarks, introduits en 1964 par les
physiciens américains M. Gell-Mann et G. Zwelg, sont au nombre de six :

i) quark u (de up pour haut en anglais), de charge 2¢/3 et de masse m, =5 MeV -¢™2,

ii) quark d (de down pour bas), de charge —e/3 et de masse my = 10 MeV -c—2,

iii) quark s (de strange pour érangeté), de charge également —e /3 et de masse m, = 150 MeV -c 2
iv) quark ¢ (de charm pour charme), de charge 2¢/3 et de masse m, = 1,5 GeV-c 2.

v) quark b (de borrom ou beaury pour fond ou beauté en anglais), de charge —e/3 et de masse
my, = 5 GeV-c~?, découvert en 1977.
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vi) quark 7 (de rop ou truth pour sommet ou vérité), de charge 2e/3 et de masse my = 200GeV-c~2,
découvert en 1995.

Sur la figure 8.11a, on a représenté 1’ensemble des six quarks, auxquels il convient d’ajouter les
antiquarks correspondants. Dans ce contexte, les nucléons (protons et neufrons) et les autres baryons,
appelés hypérons, apparaissent comme les assemblages suivants de trois quarks :

p=uud n=udd et Ay=ddu
Les mésons, eux, sont des couples quark-antiquark :

7 =ddu w’ =uiu+dd Kt =us et K'=ds

Dans ces assemblages, les interactions entre quarks s’effectuent par I'intermédiaire de bosons particu-
liers appelés gluons, terme venant de la glu, matiére visqueuse et collante .

Contrairement anx leptons et aux baryons (nucléons et autres), qui sont des fermions, parce qu’ils
satisfont i la statistique de Fermi-Dirac, les mésons se comportent statistiquement comme des bosons,
car 1ls suivent la statistique de Bose-Einstein (cf. Thermodynamigue).

Remarque : Récemment, certains scientifiques pensent avoir établi expérimentalement que les quarks
pouvaient se rassembler par familles plus nombreuses : cing quarks ensemble griice i cing
gluons dans le pentaquark, et quatre quarks reliés par quatre gluons dans le X(3872), du
nom de la valeur de son énergie en MeV .

u C t e L T

5 MeV 1,5 GeV 200 GeV 0,511 MeV 1057 MeV 1,777 GeV
[ [ e D 0 0
73 73 T3

d A b Ve Vp Ve

10 MeV 150 MeV 5 MeV <28eV < 2,BeV <23eV
a) Quarks b) Leptons
FiG. 8.11.

b) Leptons
On compte six leptons :
i} 1'électron, de charge —e et de masse m, = (0, 511 MeV - o2,
i) le muon, de charge —e et de masse my, = 105,7 MeV - ¢~ 2, découvert en 1937,
iii) le lepton 7, de charge —e et de masse m, = 1777 MeV -¢~2, découvert en 1975,
iv) le neutrino associé i I'électron, v, , decharge nulle et de masse trés faible m, . <2,8eV- c 2,
v/ le neutrino associé au muon ¥, , de charge nulle et de masse tres faible m,, ,, < 2,8 eV - c 2,
vi) le neutrino associ€ aulepton 7, ¥, , de charge nulle et de masse trés faible m, , < 2,8eV- c 2.
Sur lafigure 8.11b, on a rappelé les trois leptons différents chargés, avec leurs neutrinos associés de

charge nulle. Ce sont des particules fondamentales qui jouent un réle essentiel dans I'interaction faible.
Dans ce cas aussi, chaque lepton posséde une anti-particule.
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Tout comme 1'interaction électromagnétique qui s'effectue par échange de photon, I'interaction
faible entre leptons se transmet par I'intermédiaire de trois bosons : Z°, W+ et W~ . Le premier, de
masse 93 GeV-c~2 et électriquement neutre, pemmet d'interpréter la diffusion élastique d’un neutrino
ou d’un antineutrino. Les deux autres, de méme masse 81 GeV ¢ 2 etde charges opposées (e et —¢ ),
véhiculent I'interaction inélastique avec des particules chargées.

L'existence de ces bosons, avec les valeurs correctes des masses, a été prévue par les auteurs de la
théorie électrofaible, les physiciens américains S. Weinberg et S. Glashow et par le physicien pakistanais
A. Salam, ce qui leur valut le prix Nobel en 1979. Quant a la preuve expérimentale de leur existence,
elle a été établie au CERN, en 1983, par C. Rubbia; ce dernier fut récompensé, lui aussi, par le prix
Nobel en 1984.

En 2012, le boson H, introduit par les physiciens belges R. Brout et F. Englert et par le physicien
britannique P. Higgs pour interpréter les masses de Z°, W+ et W—, a été détecté par le LHC (Large
Hadron Collider), avec une masse d'environ 126 GeV.c—2, ce qui a valu le prix Nobel de physique &
leurs auteurs.

Le tableau 8.2 permet d’avoir une vue d’ensemble des propriétés de ces particules fondamentales.

Remargue : Concernant les neutrinos, une question déja posée en 1936 par le physicien sicilien Ettore
Majorana reste encore sans réponse : le neutrino est-il sa propre antiparticule 7 La mise au
point récente du détecteur NEMO (pour Neutrino Ettore Majorana Observatory) pourrait
étre décisive dés 2005.

Masse
Nom des particules  |Charge
; - (MeV.c—?)
~électron ¢ 0,511 Sensibles
Leptons —muon o qg#0 105,65 _—
. } o la gravitation
(insensibles |- tau T 1784 = 10° . L -
. . - o l'interaction électromagnétigue
interaction |- neutrino ¢~ », = 2,5% 107" sig#0
. v
Forte) - i = —6 ) i . z
nculr_nm o e g=0 017 x10 o I'interaction faible =
— neutring T vy < 18 E
3 2
3 M - _ 2e/3 5 MeV . proton (luud) 938,21 MeV nucléons &2
£ Sensibles & % neutron (udd)|939,50 MeV
= . 2e/3 1.5 GeV / )
g o i gravitation E Ay (ddu) 11154 MeV
E| = ) €| 117 (ss5) 1615 MeV |hypérons
E g é 1| o I'interaction 26/ 3 200 GeV [=2] :
& = . :
= E| & électromagneétiqie
L d el3 10 MeV I {dﬁ)_ 139,58 MeV
= o I'interaction Forte 2 " (1w + did) | 134,97 MeV
L+
= 5 —el3| 150Mev Q| KT (us) |4937MeV
= ?
g S| KO (ds) [134.97 MeV Z
) =
Z b el3 5 MeV : S
- o
Photons g=10 0 sensibles & la gravitation )
Sensibles a
Bosons g#0 81 = 10° : o
5 o la gravitation
W W-.Z, g=0| 93x10° i
o I'interaction faible

TAaB. 8.2,
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Iv.3.

Détecteurs de particules

L'étude expérimentale de la diffusion des particules a exigé la mise au point de détecteurs de plus
en plus performants, depuis la chambre & brouillard du physicien anglais C. Wilson, qui date de 1911,
jusqu’é la chambre proportionnelle multifils, inventée par le physicien frangais G. Charpak en 1968.

a) Chambre a brouillard de Wilson

La chambre & brouillard est un récipient rempli d'air, saturé d'alcool, dont on augmente brutale-
ment le volume afin de produire un abaissement de température. Cet abaissement met la vapeur d’al-
cool dans un état métastable de sursaturation, ¢’est-a-dire préte a se condenser a la moindre perturba-
tion (cf. Thermodynamique). C'est précisément le passage d'une particule chargée qui provoque cette
condensation en ionisant le gaz de la chambre. On photographie alors, & travers une fenéfre transpa-
rente, I'ensemble de ces gouttelettes produites le long de la trajectoire des particules. On a pu ainsi
visualiser les trajectoires des rayons cosmiques.

C’est avec une telle chambre qu’ Anderson, étudiant le rayonnement cosmique, mit en évidence le
positron en 1932, La chambre était placée dans un champ magnétique, ce qui incurvait les trajectoires
(cf. chapitre 6), selon la relation R = p/(gB) ; une plaque de plomb, de 6 mm d'épaisseur, introduite
dans la chambre, ralentissait les particules. Sur la figure 8.12, schématisant le cliché photographique
obtenu par Anderson , on peut voir que la courbure est plus grande sur la partie supérieure du cliché,
ce qui prouve que la particule vient du bas, puisque son énergie y est plus forte. En outre, 1" orientation
du champ magnétique prouve que la charge est positive. Enfin, la trajectoire relativement longue de la
particule dans 1"air exclut le proton. Anderson en déduisit qu'il ne pouvait s agir que d'un positron.

La chambre & brouillard a aussi permis de découvrir le muon en 1937 et les particules étranges en
1947.

i.ll

FiG. 8.12.

b) Chambre i bulles de Glaser

La chambre & bulles, inventée par D.A. Glaser en 1952, est une enceinte close contenant du di-
hydrogéne liquide & la limite de 1'ébullition, ¢'est-a-dire & la température 20 K. Lorsqu’une particule
chargée traverse ce milieu, I'énergie qu’elle perd, en ionisant les atomes d’hydrogéne, provoque 1'ébul-
lition. L'ensemble de toutes les bulles produites visualise la trajectoire de la particule. On obtient alors,
en photographiant, des clichés de chambre a bulles.

Avec une telle chambre, précisément Gargamelle au CERN, qui valut le prix Nobel en 1960 i son
auteur, on a mesuré les interactions entre neutrinos en 1973.
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c) Chambre i étincelles

Dans une chambre 4 étincelles, on applique brutalement un champ électrique intense, de 1'ordre de
1 MV -m~!, afin de provoquer des décharges électriques qui produisent des étincelles. Ces derniéres
sont alors photographiées ou détectées par des photorécepteurs qui fournissent un signal électrique. Une
telle chambre a permis de mettre en évidence :

i)en 1974, le quark ¢ (charme), de charge 2¢/3 et de masse m. = 1,5 GeV - ¢,

ii)en 1977, le lepton 7, de charge —e, de masse m; = 1,777 GeV e 2,

d) Compteur a fil et chambre multifils

i) Compteur 4 fil de Geiger-Muller

Le compteur Geiger-Muller, inventé par H. Geiger en 1908 et modifié par W. Muller en 1920, est un
tube cylindrique en verre, de quelques centimétres de diameétre, rempli d'un gaz rare (argon) et traversé
le long de son axe, par un fil métallique (tungsténe) isolé, trés fin ( 50 pm de diamétre). Ce fil est porté
a un potentiel de quelques kV par rapport a I'intérieur du tube métallisé (Fig. 8.13). En traversant ce
gaz, les particules chargées 1onisent les atomes en leur arrachant des électrons, lesquels sont attirés par
le fil et & leur tour lui arrachent des électrons. Par suite de cet effet d’avalanche, on détecte un signal
électrique suffisamment fort au bout d’une durée d’environ 1 ps aprés le passage de la particule.

Trajectoire d’une
particule chargée

{g‘\ \ ’ ,"a Isolant
:] I\J Ar\ 5
=l B

Fic. 8.13.

Fil en tungsténe

Va=1kv1(]

i) Chambre multifils de Charpak

La chambre proportionnelle multifils de Charpak est une version démultipliée du compteur a fil
de Geiger-Muller. Elle se présente comme une série de compteurs Geiger-Muller. Elle est constituée de
deux plaques métalliques parallzles entre lesquelles on a interposé deux réseaux de fils, de 20 pm de
diameétre, dont le pas est une fraction de millimétre. Entre ces deux réseaux, orientés suivant des axes
perpendiculaires, et les plaques, on maintient une différence de potentiel de quelques kV. Le passage
d'une particule dans la chambre remplie de gaz ionise les atomes, ce qui produit localement, 4 I’endroit
ol se trouvent les fils, un signal que 1'on enregistre aprés amplification. Les performances de la chambre
multifils sont remarquables : larésolution spatiale est de 1'ordre du pas des réseaux de fils et la résolution
temporelle est de quelques nanosecondes. Aussi a-t-elle supplanté tous les autres détecteurs et valut le
prix Nobel & son anteur en 1992,

V.— ENERGIE DE LIAISON D’UNE REACTION NUCLEAIRE
V. 1. — Définition
Sur la réaction nucléaire :
Xi+Xy = X3+ X4+ Xs+ o
la conservation de I'énergie permet d'écrire :

Sl+82:g3+84+85+"'
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soit, en explicitant les énergies cinétiques et les énergies de masse :
Eea+ Sz +mict +mad = Eea+ Ega+ -+ mad +mac® +msct + -

Par analogie avec 1'énergie de liaison d'un noyau, on définit 'énergie de liaison d une réaction par
la variation de la somme des énergies de masse :

S;zZnycz—mezz—pcz ol pzZm,-—Zny
r i i f

est le défaut de la somme des masses.
L'opposée de I'énergie de liaison représente la variation de 1'énergie cinétique de I"ensemble ; ¢’est
donc I'énergie libérée par la réaction et disponible pour le milien extérieur :

=& = ZS&,{— ng,i = Zmifz - ZWCZ = #Cz
f i i f

i)Si Q@ = we? = 0 (& < 0), la réaction fournit de 1'énergie au milieu extérieur ; elle est
exoénergétique.

i) Si Q@ = uc? < 0 (& = 0), le systéme recoit de I'énergie du milien extérieur ; la réaction est
endoénergétique.

Remargque : On calcule numérnquement & en utilisant les valeurs des énergies de masse fournies par
des tables (ctf. annexe). En réalité, ces derniéres donnent généralement les masses des
atomes et non celles des noyaux ; cependant, elles suffisent lorsque les réactions ne font
intervenir explicitement ni électrons, ni positrons, car le nombre d’électrons reste inchangé
apres la réaction.

V.2.

Energie de liaison d’une réaction nucléaire et énergies de liaison par nucléon
Dans 1'expression de 1'énergie de liaison de la réaction nucléaire :
Xj+X, — N +X+ X4
remplagons la masse m; de chacun des noyaux X; par sa valeur en fonction de b; . Comme :
E1j = Ab; = Zmye® + (A; = Z)me? — mic?
il vient, avec les notations habituelles :

S; = Z%-Rlpfz + (Af - %r}m,.cz — Aftff - ZZMPCZ + (A; _ Z;}M,.Cz _ A;‘b;‘
i i

En tenant compte des équations de conservationde A et Z :
Sa-Ya a Yu-Yz
i f i f

on obtient, aprés simplification :

E1=") Aibi— ) Asy
i I

Notons que, dans cette expression de 1'énergie de lialson, en fonction des énergies par nucléon, les
réactifs (indice i) sont affectés du signe + et les produits de réaction (indice f) du signe — .
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Remargue : Les particules €lémentaires, protons et neutrons, n'interviennent évidemment pas dans
I'expression précédente de 1'énergie de liaison d'une réaction nucléaire.
Exemple : Dans la réaction nucléaire entre un deuton (noyau de deutérium) et un triton (noyau de

tritium) :
d+1t — a+n

I'énergie de liaison du neutron est nulle et les énergies de liaison par nucléon des différents noyaux
valent respectivement : b, = 1, 11 MeV, b, = 2,82 MeV , b, = 7,07 MeV . Par conséquent :

Ei=" Aibi =) Aby =2x1,11+3x2,82-4x7,07=-17,6 MeV
i I
Une réaction nucléaire libére une grande quantité d’énergie si :
Sy > b,
f i
C’est précisément ce qui est réalisé dans la fission d’un noyau lourd et dans la fusion de deux noyaux
légers.
V. 3. — Fission nucléaire

La fission nucléaire d’un noyau lourd a été observée, pour la premigre fois, par les physiciens
allemands O. Hahn et F. Strassmann en 1939, en bombardant des noyaux d’uranium avec des neutrons;
elle a été interprétée peu aprés par L. Meitner et O. Frisch.

a) Energie libérée
L énergie libérée dans une réaction de fission nucléaire est I'opposée de son énergie de liaison :
6= = Sy - b
i i
Calculons par exemple 1'énergie libérée par la réaction de fission de 1'uranium 235 en iode (I) et en
yttrium (Y), pour une mole, soit environ 235 g :
A U+n - BY +5° 1 +3n
1l vient, puisque by =7,6 MeV et by = b; = 8,6 MeV :
D Aby— > A =95 x by + 138 x by — 235 X by & (95 + 138) x 8,6 — 235 x 7,6 = 240 MeV
f i
L’uranium naturel 3* U | ou isotope 238, que 1'on extrait du minerai d’uranium (cristaux d’autunite,

¢’est-d-dire de phosphate naturel d’uranium et de calcium), n’est pas fissile, mais fertile, car il produit,
par radicactivité 8~ , du plutonium 239, lequel est fissile :

22U +n — EPu+2e

V.4,

Fission d*un noyau lourd
a) Modéle de la goutte liguide de von Weisiicker

Ce modele de noyau, dit de la goutte liquide, a €té proposé par le physicien allemand C. von
Weisiicker en 1935, dans le but de prévoir la nature des produits de fission des noyaux lourds. Dans ce
cadre, il répertorie cing contributions différentes i 1'énergie de liaison d'un noyau :

E = Zmpe? + (A = Z)mpe® — Mc* avec E=Eru+ Els+E1e+ Eta+ Ei1p

Précisons la nature de ces contributions :
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i) £ = ayA est I'énergie associée i 'ensemble des nucléons regroupés dans un volume sphé-
rique,

ii) E;; = a,Azﬁ' est la contribution des nucléons se trouvant a la surface du noyau ; ces nucléons
sont moins liés aux autres, d’oii I’exposant 2/3 rapport des dimensions d'une surface sur celles d'un
volume,

iii) Ee = —Cte x Z%/r = —a,Z° A~ | puisque r = ryA'/?  est la contribution négative de I'in-
teraction répulsive entre protons ; elle est évidemment proportionnelle au carré de Z (cf. Electromagné-
tisme),

iv) £, est une énergie introduite expérimentalement, qui exprime I'influence de I'asymétrie des
nombres N et Z dans les produits de fission ; aussi s’annule-t-elle pour N = Z,

v) enfin £, , comme la précédente, prend en compte, de fagon phénoménologique, le comporte-
ment des noyaux lourds pour lesquels N/Z = 1 lorsque Z > 20.

Ce modéle semi-empirique permit de progresser dans la maitrise des réactions de fission.

b) Fission de 'uranium 235

La fission d’un noyau lourd tel que celui de I'uranium 235 est généralement produite par 1"impact
sur le noyau d'un neutron thermique, c'est-d-dire d"un neutron dont 1’énergie est son énergie cinétique,
lorsqu’il est en équilibre thermique avec son environnement, soit une énergie I'ordre de 3keT /2, qui
vaut 0,025eV 4 T = 300 K . En effet, la section efficace d'une telle collision, 4 température ordinaire,
est suffisamment élevée, environ 580 x 1072 m? (cf. Thermodynamique), alors qu’avec un noyau
d'uranium 238, cette probabilité est pratiquement nulle.

Avec un tel projectile, le noyau d'uranium 235 se scinde en deux fragments, de masses ditférentes :
le premier est constitué de noyaux Xj ,de type A ~ 95 (zirconium), et le second des noyaux X3 plus
lourds, de type A ~ 140 (baryum). Sur la figure 8.14, on a représenté la distribution en masse des
fragments recueillis avec des neutrons themiques.

Distribution en masse
des produits de fission

Tr=300K

y

i t t t t A
80 100 120 140 160
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V. 5. — Réacteurs nucléaires

Les premiéres centrales nucléaires fonctionnaient & 1'uranium naturel 238 : c’est le cas de la toute
premiére « pile atomique », construite par E. Fermi, en 1942, i I'Université de Chicago, et de celle qui
tut construite en France en 1948. Entre 1952 et 1969, la France opta pour des centrales nucléaires de
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production d’électricité, selon la filitre Uranium Naturel-Graphite-Gaz (UNGG), car elle ne possédait
pas a I'époque d'usine d’enrichissement d’uranium. Aprés 1969, elle abandonna cette filigre, car trop
cofiteuse et de rendement médiocre, pour celle des Réacteurs & Eau sous Pression (REP). Actuellement
le parc frangais des centrales nucléaires ne comporte que deux centrales UNGG, I'une i Saint-Laurent-
des-Eaux et I"autre an Bugey. Actuellement, la plupart des réacteurs nucléaires, fonctionnent avec de
l'uranium 235, ce qui exige d’enrichir I'uranium naturel, car le minerai d’'uranium n’en contient en
moyenne que 0,7 %.

a) Enrichissement de I'uranium

Pour enrichir 1'uranium naturel en isotope 3%5 U, on transforme d'abord 1'uranium en un gaz,

I'hexafluorure d'uranium (UF ¢ ), en faisant réagir de 1'acide fluorhydrique ; on sépare ensuite par diffu-
sion gazeuse les molécules contenant de I'uranium 235 de celles contenant 1'isotope 238 (cf. Thermo-
dynamigue). Lenrchisement souhaité de 3 % nécessite environ 1500 étages. On produit alors avec
I'UF s des pastilles d'oxyde d'uranium UQ ; gue I'on empile dans des tubes cylindriques en alliage
de zirconium-fer-étain. La masse totale d'uranium enrichi, nécessaire au fonctionnement d’un réac-
teur de puissance 1300 MW , telle que la centrale de Golfech (dans le sud-ouest de la France), est de
100 tonnes .

Remargque : Luranium appauvrl est un déchet de I'industrie de 1'enrichissement de I'uranium. Il
contient 0,2 % en uranium 235. Aussi est-il radioactif. Malgré cette radioactivité, il est
utilisé dans I"industrie, pour sa grande densité qui est 1,7 fois plus grande que celle du
plomb. En raison des problémes de santé qu’il semble poser, son emploi est de plus en
plus contesté.

b) Modérateur

La réaction de fission en chaine ne peut étre entretenue que si les neutrons émergents, entrant
en collision avec d’autres noyaux fissiles, ne sont pas trop rapides, car c’est dans ce dernier cas que
la section efficace de fission est la plus élevée. Aussi, utilise-t-on, dans les centrales nucléaires, des
modérateurs, dont la fonction est de ralentir les neutrons dont I'énergie cinétique initiale est de 1'ordre
du MeV. On montre que les élements légers sont d’excellents modérateurs : 'eau H20 , ou le carbone,
sous forme de graphite (cf. Exercices). Le premier réacteur nucléaire, construit par E. Fermi, utilisait du
carbone comme modérateur, alors que, dans la centrale de Golfech, le modérateur est de I'ean ordinaire
sous haute pression.

Remarque : Leau lourde DO, présente, comme 1'eau légére, la propriété d’étre un excellent ralen-
tisseur de neutrons, mais avec I'avantage de beaucoup moins les absorber.

¢) Description d’un réacteur nucléaire

Sur la figure 8.15, on a représenté le schéma de fonctionnement d’un Réacteur & Eau sous Pres-
sion. Comme dans un moteur thermique classique (cf. Thermodynamigue), on distingue aux moins deux
sources thermiques. La source chaude est constituée d’un circuit primaire d’eau, qui comprend la cuve
du réacteur, des pompes pour faire circuler I’eau, un pressurisateur dont la fonction est de fixer la pres-
sion dans le circuit et un générateur de vapeur. La source froide, elle, est constituée d'un circuit se-
condaire de vapeur d’'eau, qui recoit I'énergie du générateur de vapeur, d'ol le nom de ce dernier ; la
pression étant de 70 bar, la température de la vapeur est de 1'ordre de 560 K . Cette vapeur d'ean ac-
tionne une turbine qui entraine un alternateur, lequel fournit & sa sortie une puissance électrique, qui
alimente le primaire d'un transformateur haute tension.
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Pour refroidir I'eau du circuit d’eau secondaire, soit on réchauffe un fleuve ou la mer, situés a
proximité, soit on réchauffe 1'air atmosphérique en favorisant sa circulation, de bas en haut, dans des
tours de réfrigérafion ; le panache blanc, que 1'on apergoit au sommet de ces tours, est formée par la
condensation de la vapeur d’eau contenue dans 1'air de refroidissement.

Tour de refroidissement

Générateur de vapeur Turbine
I ’/ Transformation HT

EE ]

Condens ateur \
Circuit de refroudissement
Lircuit secondaire

Pompe

FiG. 8.15.

d) Produits de réaction et déchets radioactifs

Sur 100 tonnes de combustible, il reste, au bout de trois ans de fonctionnement : 1 t d uranium
235; 95 t d’uranium 238 ; 1 t de plutonium 239 et 3 t de produits de fission (strontium, césium, etc.).

Le retraitement des produits de réaction consiste d’abord a séparer I'uranium et le plutonium réuti-
lisables, des autres produits, appelés déchers radioactifs, qui eux ne présentent plus d'intérét industriel,
bien qu'ils soient encore radioactifs. On réalise cette séparation en recyclant ces produits dans les com-
bustiles nucléaires.

En France, 1’ Agence Nationale pour la gestion des Déchets RAdioactifs (ANDRA) est chargée de
proposer des solutions pour la gestion des déchets et de conseiller les pouvoirs publics sur le sujet.

On distingue trois catégories, A, B et C, de déchets radioactifs, en fonction de leur demi-vie radio-
active et de leur activité croissantes.

i) Catégorie A

Ce sont les déchets a4 demi-vie courte (inférieure a 30 ans) et d’activité AN faible ou moyenne.
Leur radioactivité, de type S~ ou 7, est négligeable au bout de 300 ans. Ils représentent environ
93 % du volume total des déchets.

On stocke les déchets A de trés faible activité dans des fiits métalliques, aprés conditionnement,
c'est-i-dire aprés identification, triage, incinération, découpage et compactage. Les fiits sont alors entre-
posés sur une dalle en béton et emplilés sur une hauteur de 6 m environ. L'ensemble, recouvert d'abord
de terre argileuse puis de terre végétale, forme un fumulus.

Les déchets A, un peu plus radioactifs, sont placés, ewx, dans des conteneurs en béton et entrepo-
sés dans des tranchées bétonnées appelées monolithigues. Evidemment, ces ouvrages de stockage sont
rendus étanches aux eanx pluviales et souterraines.
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i) Catégorie B

Ce sont les déchets & demi-vie longue (plusieurs milliers d’années) et activité faible ou moyenne.
Leur radioactivité, de type o, peut donc durer des milliers d’années. Ces déchets sont issus des instal-
lations de retraitement des produits de fission ; ils constituent environ 6 % du volume total des déchets.

Moins volumineux mais plus radioactifs que les déchets A, les déchets B sont d"abord conditionnés
dans du béton, puis stockés sous terre, i une profondeur comprise entre 400 m et 1000 m, dans des
sites choisis pour leur stabilité et 1’absence de circulation d’eau.

iii) Catégorie C

Ils se distinguent des déchets B, parce qu’ils ont, en plus, une trés forte activité et que leur radio-
activité peut &tre aussi de type B~ et a. Ils forment moins de 1% du volume de déchets.

Avant de stocker les déchets C, sous terre, i trés grande profondeur, on les conditionne sous forme
de poudre que I'on vitrifie, en élaborant un verrre dont les produits de fission font partie des constituants.
Le verre fondu est coulé dans des conteneurs en acier inoxydable, lesquels sont entreposés dans des
fosses bétonnées; comme ils s'échauffent en raison de leur forte activité, il est indispensable de les
refroidir par circulation d’air.

¢) Surgénérateurs

Un autre noyau aisément fissile est le plutonium ° Pu, lequel n’existe pas dans la nature, mais est
aisément produit en bombardant des noyaux d’uranium 238 avec des neutrons. On obtient de 'uranium
239 puis du neptunium :

U +n - U - 3°Npte +7

Le neptunium se transforme ensuite en plutonium selon :
FNp = PPu e +7

Dans les surgénérateurs, le combustible est de 1'uranium et du plutonium. Ils présentent en principe
I'avantage de consommer le plutonium produit dans les autres centrales nucléaires et de produire leur
propre combustible : 1'uranium se transforme en plutonium an cours du fonctionnement. En outre, il
n'y a pas de modérateur : les neutrons produits, trés rapides, cédent leur énergie i du sodium liquide
qui joue le rile de fluide caloporteur. Les problémes techniques posés par le fonctionnement de ces
centrales, notamment 1'utilisation de grandes quantités de sodium, trés actif a 1'air et dans 1'eau, et par
les déchets produits, sont loin d'étre maitrisés, au point d’entrainer la fermeture de certains sites.

1) Réacteur EPR

Le nouveau réacteur EPR (European Pressurized water Reactor, soit Réacteur Européen i eau sous
Pression) est un réacteur nucléaire actualisé, franco-allemand, destiné en principe :

i) & améliorer le rendement des centrales (environ de 15 %),

ii) & augmenter leur sécurité, par 1'insertion de dispositifs redondants de protection contre les acci-
dents,

i) 4 limiter la production de plutonium, élément radioactif de durée de vie trés longue.

Le projet de sa construction par les deux entreprises Framatome et Siemens, qui a été décidée en
octobre 2004, a été contesté, car il s’inscrit dans un programme de rénovation des capacités de la France
et de I'Allemagne & produire et & exporter de la puissance électrique,  partir de la fission nucléaire, et
non dans un programme d’abandon progressif des centrales nucléaires existantes.
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V. 6. — Fusion nucléaire

a) Energie libérée
Calculons 1'énergie libérée par la réaction de fusion de deux deutons en un hélion :
HY 4IHY - iHe
Il vient, d’aprés I'expression de I'énergie de liaison & partir du défaut de masse (Tab. 7.1) :
=& = pc? = 2ngc® — mad =2 x 1875,61 — 3727,27 = 23,55 =~ 14 MeV

Latusion précédente des deux deutons ne s effectue que sil'énergie cinétique est de 'ordre de 100keV ,
ce qui correspond & une température (cf. Thermodynamique) :
. 28 2x10°x1,6 x 1079
T 3ke 3% 1,38x10°2

=TI3MK

soit 773 millions de degrés! Ainsi, pour se produire, les réactions de fusion exigent des températures
trés élevées, ce qui permet aux noyaux de se rapprocher suffisamment malgré la répulsion électrosta-
tique.

b) Réacteurs a fusion nucléaire

Le controle des réactions de fusion pose des problémes technologiques considérables, qui sont
encore loin d’étre résolus, notamment 1’obtention de températures de 1'ordre de plusieurs MK et donc
la réalisation de systémes de confinement destinés i jouer le réle de récipient accueillant la matiére sous
tforme de plasma (cf. chapitre 6).

Il existe, dans le monde, plusieurs réacteurs expérimentaux sur la fusion, notamment le JET a
Culham en Grande-Bretagne et le TORE SUPRA a Cadarache, au sud de la France.

Récemment, le projet mondial ITER (International Thermonuclear Experimental Reacior) est &
I'étude, précisément dans le but de résoudre ces problémes en suspens; le site de Cadarache en France
est candidat pour accueillir I'ensemble des installations. On projette 1a essentiellement de fusionner
deuton et triton selon la réaction :

d+1r — a+n

ce qui exige une température de 1'ordre de 500 MK . Notons que ces produits sont abondants sur Terre,
puisqu’on trouve 33 mg de deutérium et 0, 17 mg de tritium par litre d’eau.

Jusqu’a présent, les applications de la fusion ont ét€ uniquement guerriéres : citons la bombe H,
dont 1’énergie initiale est obtenue & 1'aide d’ une bombe i fission (bombe A), et la bombe N, ou bombe
i neutrons, congue en 1979, qui est une bombe H de faible puissance ; I'intérét militaire de cette bombe
réside dans la faiblesse des effets mécaniques destructeurs, qui endommagent peu les installations, et
dans I'efficacité des effets d’irradiation qui déciment 1’ennemi.

Remargue : En 1989, les électrochimistes américains Marin Flesichmann et Stanley Pons annoncérent
avoir réalisé une fusion froide, ¢’ est-a-dire une réaction de fusion de deux noyaux de deuté-
rium & température ambiante, au cours d'une expérience d’électrolyse d’eaulourde D,0O .
L'explication avancée était la suivante : de I"oxygéne gazeux se dégage sur I'anode en pla-
tine, alors que du deutérium, gazeux lu aussi, se loge dans les lacunes de la cathode en
palladium ; cette accumulation de deutérium provoquerait alors la fusion des noyaux et
I'émission de neutrons. Cette annonce surprit la communauté scientifique internationale,
car les interactions en jeu en électrochimie sont de nature électromagnétique, de longue
portée, alors que celles qui interviennent en fusion nucléaire sont environ cent fois plus
grandes et de trés courte portée, de 1’ordre de 10~ m. Dix ans aprés, malgré d'impor-
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tants moyens financiers, les preuves scientifiques de 1"existence de la fusion froide ne sont
toujours pas convaincantes.

c) Réactions de fusion nucléaire dans les étoiles

Ce sont des réactions de fusion nucléaire qui permettent d’expliquer le rayonnement énergétique
des étoilles. C'est ce que remarqua 1’astrophysicien britannique A. Eddington et qui fut explicité, dés
1939, par le physicien allemand H. Bethe dans le cas du Soleil.

Une réaction de fusion de protons dans le Soleil, ot la température interne est de 1’ordre de 20 MK ,
est la suivante :

4pt — JHe* +2et 420 43y
et étant un positron. L' énergie libérée et donc disponible pour le myonnement est :
—& = pet = dmpc® — ma? — Dnec? = 4 x 938,27 — 3727,27 = 2% 0,511 = 24, 79 MeV = 25 MeV

Cette réaction résume en réalité plusieurs réactions nucléaires dans lesquelles interviennent successi-
vement les noyaux 2C, PN, BC, YN, B0, PN. Comme le carbone '2C apparait 4 la fois au
début et 4 la fin de ces réactions, en jouant seulement un réle de catalyseur, cette fusion de protons tra-
duit le cycle du carbone.

On peut, & partir de 1'énergie libérée, trouver un ordre de grandeur de la durée de vie 7 du Soleil.
En effet, en admettant que cette éoile, qui rayonne une puissance de P = 4 x 10%® W, s’éteindra
lorsqu’un diziéme de sa masse actuelle aura subi la fusion nucléaire, on peut écrire :

AE M. /10 25 x 1,6 % 10719 x 0,2 x 10%
T=— oi Af=pud s/ =

P 4m,, 4% 1,67 x 107

=~ 1,2 % 10"]

est I'énergie libérée par une masse de protons égale & M, /10. On obtient :
1,2 10%
T4 x 0%
On a tenté sans succes d’attribuer cette énergie rayonnée i I'effondrement gravitationnel du Soleil. En
effet, I'énergie potentielle de gravitation du Soleil vaut :

3GM} 3 6,67x10711(2x 1007

~0,3x10%s soit 7~10Gan car 1Gan=3,156 x 10" g

£ == =—Zx = =23 x 10" ]
£ 5 Ry 5 0,7 x 10°
et une variation relative d'énergie gravitationnelle entraine une variation relative du rayon Rg opposée :
dég, dR
et Wi
& Rs

En identifiant — d £ & I'énergie rayonnée, pendant une seconde, qui vaut 4 x 10% I, on trouve :

dRs _ 4x10%

_ —15
Rs —2‘3 <10 = -1,74 x 10

Ainsi, pendant 1 s, la diminution relative du rayon du Soleil seraitde 1,74 x 10~13, soit, en un million
d’années :

1,74 % 10713 x 3,156 x 10" = 0,055
Cette diminution impliquerait une contraction totale du Soleil en 18 millions d’années ( 1,/0,055 ) en-
viron, ce qui est en contradiction avec la durée estimée par ailleurs de notre étoile, qui est de plusieurs
milliards d"années (Gan).
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V.7.

Fission nucléaire assistée par un accélérateur de particules

Dans les années 1990, plusieurs physiciens ont proposé de coupler un accélérateur de particules
produisant des neutrons a un réacteur nucléaire i eau sous forte pression (Fig. 8.16).

L'un des projets les plus avancés est le Rubbiatron, du nom de son auteur C. Rubbia, trés connu
pour sa découverte en 1984 des bosons W et Z° camctérnistiques de 1'interaction faible. La faisabilité
du Rubbiatron a été testée par simulation. L'intérét de la fission nucléaire assistée par un accélérateur de
particules est multiple :

i) Cette technique permet de récupérer une partie des énergies mises en jeu dans les collisions
inélastiques qui se produisent dans 1"accélérateur de particules.

ii) En pilotant la centrale nucléaire avec les neutrons que produit la collision, on maitrise son fonc-
tionnement ; on limite ainsi le nombre de neutrons produits dans le ceeur du réacteur et par conséquent
la production de déchets, notamment celle de plutonium.

iii) L’ apport extérieur de neutrons par un accélérateur autorise I'utilisation du thorium 232, lequel
se transforme en thorium 233, puis en protactinium 233. Ce dernier se désintégre alors spontanément en
uranium 233, Une surrégénération est alors possible puisque 1" uranium 233 libére aisément par fission
des neutrons qui produisent d’autres noyaux d'uranium 233 i partir de thorium.

iv) Le thorium est abondant sur la Terre et n’exige pas d’enrichissement, comme 1'uranium 235.

Le rubbiatron a attiré 1"attention des autorités espagnoles de la province d’ Aragon, au point que la
phase de réalisation d"un tel prototype a commencé. Jusqu'a présent, les premiéres expérimentations se
sont avérées trés décevantes.

Injecteur
de protons _—
[4

e

FiG. 8.16.

CONCLUSION

La physique des hautes énergies a constitué, grice aux collisions entre particules, d’abord un test
des résultats fondamentaux de la mécanique einsteinienne et un approfondissement de la physique du
noyau. Rappelons les résultats essentiels sur le noyau atomique et les réactions nucléaires.

1) Les noyaux, dont les dimensions sont de 1'ordre de 1 fm, peuvent subir plusieurs types de
désinté gration radioactive :

i) Rayonnement « décrit par la réaction :

X =4 iY+a
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ii) Rayonnement B~ traduit par la réaction :
X oiuY+e +7
iif) Rayonnement ¥ résumé par I'équation :
X - X4y
iv) Rayonnement B+ auquel est associée la réaction :
X g Y+et 4w

2) Les désintégrations d'un noyau présentent un caractére aléatoire dont la probabilité est donnée
par I'expression :

I
Py =exp (— —)
T
La demi-vie T,;, desmnoyaux est reliée i la constante de désintégration A et 4 la durée de vie moyenne
7 par les expressions :

0,693
Tip=—"— =0,6987

Une application importante de la radioactivité est la datation des matériaux.

3) En dehors des interactions €lectromagnétique et gravitationnelle, la physique du noyau atomique
conduit & introduire deux nouvelles interactions : la premigre dite forre, la seconde faible. Les facteurs
oy, 0, oy el o, permettent de comparer les interactions forte, électromagnétique, faible et gravita-

tionnelle :
1

T a7

La physique des hautes énergies est i 1'origine de la découverte des particules élémentaires et méme de
leur prédiction. Actuellement, on admet que 1'ensemble des particules fondamentales, & partir desquelles
sont construits tous les édifices moléculaires, atomiques et nucléaires, proton et neutron compris, est
formé de deux grandes familles : celle des six quarks et celle des six leptons.

a, ~ 1 a, @, ~ 1078 a, ~ 6 x 107

4) L'énergie de liaison d'un noyau atomique, de masse M , a pour expression :
& =Zmyd + (A — Z)m,c® — M

ol Z désigne le nombre de protons et N = A — Z le nombre de neutrons. Pour une réaction nucléaire,
I’énergie de liaison &, I'énergie () libérée par la réaction et le défaut de la somme des masses g sont

reliés par les équations :
Q=—S;=ﬂ62=2m,-c2—2rr§rc2
i f

L’application principale de ce type de réaction est la production d'électricité dans les centrales nu-
cléaires, fonctionnant par fission de noyaux lourds, tels que 'isotope 235 de I'uranium. Les réactions de
fusion entre noyaux légers sont celles qui expliquent le rayonnement des étoiles ; la maitrise de ces ré-
actions en laboratoire reste une préoccupation majeure du XXI° sieécle.
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EXERCICES ET PROBLEMES

P8 1. Rayon et masse volumique de différents noyaux

Calculer le rayon et la masse volumique d’un noyau d’oxygene 16. Méme question pour un noyau
de fer 56 et pour un noyau de mercure 202. Commenter.

P8- 2, Energie de liaison de différents noyaux

1. L'énergie de masse d'une particule a est 3727,27 MeV . Trouver en MeV son énergie de
liaison, ainsi que 1’énergie de liaison par nucléon.

2. L'énergie du noyau 35Fe est 52,09 GeV . En déduire son énergie de liaison en MeV, ainsi que
I'énergie de liaison par nucléon.

3. Méme question pour le noyan d uranium 3233U ,dont I'énergie de masse est 221 697, 7 MeV .

P8 3. Réactions radioactives successives

On considére les deux réactions radioactives successives :
Xl —_— X2 —_ X3

Xy, Xp étant deux noyaux instables de constantes radioactives respectivement A; et Az .

1. Ecrire les trois équations différentielles auxquelles satisfont les nombres Ny, N2 et N3 des
noyaux Xj, X; et X3, au cours du temps.

2. Résoudre ces équations et représenter sur un méme graphe Ny(r), Na(r) et Ni(r) . Quelles sont
les pentes & 1'origine de ces graphes 7
P8- 4. Radioactivité « du thorium

On étudie I'énergie libérée par I'isotope %’I‘h au cours d une radioactivité e .

1. Ecrire I'équation de désintégration, en précisant la nature du nucléide Y provenant de la désin-
tégration.

2. En déduire 1'énergie libérée, & 1’ aide des valeurs suivantes :

mpy = 223,02088 u my =4, 00260 u my = 219,01002 u

Sous quelle forme cette énergie se manifeste-t-elle, si le nucléide Y est obtenu dans son état fondamen-
tal ?

3. L'isotope 3023'1‘]1 étant initialement au repos, trouver, en dynamique einsteinienne, les vitesses
des particules émises, ainsi que leurs énergies cinétiques en MeV.

4. Comparer 1’analyse précédente i celle faite dans |’ approximation newtonienne. Commenter.
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P8 5. Radioactivité 8~ d'un noyau d’argent 108
Le nucléide }?*Ag présente une radioactivité B~ dont on se propose de déterminer la demi-vie.
1. Ecrire I'équation de cette réaction nucléaire.
2. A I'aide du tableau 8.3, donnant I’évolution de 1activité d’un échantillon de }H’Ag , en fonction
du temps, déterminer graphiquement la constante radioactive ainsi que la demi-vie de ce nucléide.

3. Quel é&tait le nombre de noyaux initalement présents dans I"échantillon ?

‘:(min} 005 1 [15]2[25|3 35|44 45|35
lA(Bq} 89 | 73 | 63| 52 | 46|39 |33 29 24|21 |18

TaB. 8.3,

P8~ 6. Accident nucléaire de Tchernobyl

Lors de I"accident nucléaire de Tchernobyl (Ukraine) le 25 avril 1986, de I'iode 131 gazeux, subis-
sant une radioactivité S, de demi-vie Ty;; = 8 jours, a été rejeté dans I'atmosphére.

1. Ecrire I'équation-bilan de radioactivité.

2. Calculer la constante radioactive de 'iode 131. Au bout de quelle durée un organisme, qui a
absorbé de I'iode 131, ne contiendra plus que le centi#me de la quantité initiale ?

P8~ 7. Mesure approchée d*une constante radioactive

Pour mesurer la constante radicactive A d'un corps radioactif, comportant initialement Np
noyaux, on mesure successivement les nombres de noyaux, N;, Nz, etc., présents aux instants f; ,
2 , etc., respectivement.

1. Calculer I'intégrale suivante :
o0
T= )./ texp(—Ar)dr
(i

2. Montrer que I'ensemble des {N;} et {r;} permettent d’obtenir une valeur approchée de A.
Cette valeur approchée est-elle plus grande ou plus petite que A 7

P8- 8. Influence de I’élimination métabolique de I’iode radioactif

Le noyau d'iode 131 se désintégre par radioactivité B~ , avec une demi-vie de Ty = 8, 1 jours .
Cependant I"iode ingéré par I'organisme humain subit un métabolisme d'élimination, avec une demi-vie
biologique qui vaut T, = 180 jours .

1. Montrer que tout se passe comme si la demi-vie Ty de _1,:;‘11 était remplacée par une demi-vie
effective Tor que I'on exprimera en fonction de Ty et T .

2. Calculer Ty dans I'ingérence de 1'iode considéré. Comparer les quantités d'iode prévues dans
I'organisme au bout de trois mois, dans le cas ot I'on tient compte du métabolisme et dans celui ol on
le néglige.
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P8- 9. Radioactivité des éléments transuraniens

On fabrique en laboratoire le noyau de nobélium faNo en bombardant des noyaux de curium
.ﬁGCm par des noyaux X. Une telle réaction libére en outre quatre neutrons.

1. Ecrire I équation de la réaction nucléaire et identifier X .
2. L'isotope 254 de nobélium subit une radioactivité « de demi-vie Ty, = 2,8 s. Calculer la
durée au bout de laquelle 999 noyaux sur 1000 initialement présents ont disparu.

3. Pour caractériser le nobélium, on étudie les produits de sa désintégration. En plus de particules
a, on trouve un nucléide X’'. Une étude chimique permet de conclure que X' et le nucléide ¥’
résultant de la désintégration 8~ del'einsteinium 335]5.5, sont deux 1sotopes. Montrer que cette étude
chimique permet de trouver le nombre de protons contenus dans le noyau de nobélium.

P8 10. Datation d’une roche

L'analyse d'un échantillon de roche a révélé que le rapport des nombres de noyaux d'uranium 238
et de noyaux de plomb 206 était 1,5 . Quel est I'dge de cette roche 7 On néglige la durée des rayonne-
ments radioactifs intermédiaires et on rappelle que la demi-vie de I'uranium 238 est de 4, 5 Gan.

P8~ 11. Pouvoir d*arrét des matériaux pour des particules chargées rapides

Lorsqu’une particule chargée A, , d'énergie &£, traverse une épaisseur élémentaire dx d’unmilieu
matériel de masse volumique p et de masse molaire M, , elle céde aux électrons libres du milieu une
énergie — d £ . Pour des protons et des électrons, H. Bethe, M. Livingstone et C. Moller ont établi les
expressions suivantes du pouvoir d’arrét du matériau (g? = &*/(4wsp)) :

_dg _ 2@gin. (QMI) a2
( dx)p_mczﬁf []n Omin / 2B

d& _ 2#q§ He [ (Qmar) 2:|
( dx), mee 2 "\ 0 ), T EO B
ol n, estle nombre d’électrons par unité de volume dans le matériau, 8, = v, /c, v, étant la vitesse
des particules incidentes, ¥, = (1 — 83)712, O, est la perte d’énergie maximale au cours d'une
collision, m, la masse de 1'électron; (,,;, s’exprime en fonction du potentiel moyen d'ionisation [,
¢’est-a-dire de I'énergie qu’il faut dépenser en moyenne pour ioniser un atome et E(y,) est une fonction
de ¥ :

er'n Eh"l}:l—(E—L+1)ln2+%(?1_1}

Tlff 1

- 2yiBim.c? 7

1. Exprimer n, en fonction de p, M, etdunombre Z d'électrons par atome.

2. Quelle est, en fonction de 1’angle de diffusion #* dans R* , laperte d’énergie ¢ d’une particule
au cours d'une collision élastique avec un électron ? En déduire une valeur approchée de Oy, avec un
proton projectile. Que vaut (.. pour un électron projectile, sachant qu’en raison de I'indiscernabilité
des particules en interaction la valeur Q. aretenir est la moitié de celle donnée par le calcul ?

3. Donner les expressions de (—d&/dx), et (—dE&/dx).. Calculer, en MeV-cm?, le coeffi-
cient 2w giNy/(mec?).



212 8. Physigue nucléaire et applicarions

4. Déterminer, pour 8, = 0,5; 0,7; 09; 0,95; 0,975; 0,995, les valeurs des quantités
(—=d&/dx), et (—d&/dx). pour I'aluminium. Vérifier que ces quantités passent par un minimum.
On donne les valeurs suivantes relatives a 1"’aluminium :

My =27 g-mol ™! p=2"Tg-em™® Z=13 et I=163eV

P8- 12. Effet Cerenkov

Trouver, en fonction de I'indice n du milieu, 1'énergie cinétique minimale pour qu’un €lectron,
en mouvement rapide dans ce milieu, émette un rayonnement Cerenkov. Application i 1'eau d’indice
n=1,33.

P8~ 13. Seuil énergétique de réactions nucléaires

Dans la réaction A; + Az — Az + Ay, A; désigne la particule projectile et A; la particule
cible, supposée immobile dans le référentiel du laboratoire T . Les énergies de masse des différentes
particules sont supposées connues.

1. a) Etablir 1"expression du seuil énergétique de la réaction, £}, en fonction des énergies de masse
des différentes particules. A quelle condition I'énergie £ est-elle nulle 7 Commenter.

b) Exprimer £ en fonction de Q = pe?, p étant le défaut de la somme des masses, et des
énergies de masse des particules. En déduire le signe de (.

¢) Trouver I'expression approchée suivante de la relation entre & et et dans 1’approximation
des faibles vitesses des particules devant ¢ :

&= —p’(1+a)
a étant une quantité que I'on exprimera en fonction du rapport des masses du projectile et de la cible.

d) Montrer que, si la particule Az était produite dans un €tat excité, avec un écart énergétique par
rapport i I’état fondamental égal 3 AE , I'expression précédente aurait une forme voisine dans laquelle
I'énergie (@ serait remplacée par une énergie w'c® que 1'on exprimera en fonction de pc? etde AE.

2. a) Vérifier que la réaction suivante transformant un noyau de magnésium en un noyau d’alumi-
nium :

a+3Mg — HAl+p
dans laquelle @ et p désignent respectivement un noyau d’hélium et un proton, satisfait bien aux réegles

de conservation habituelles. On donne les énergies de masse de Mg et Al, respectivement 22 3413 MeV
et 2513244 MeV .

b) Calculer et le seuil énergétique de la réaction, lorsque I"aluminium est dans 1" état fondamental.
¢) Méme question lorsque 1'aluminium est dans un état excité tel que AL =2,21 MeV .

3. On bombarde des noyaux avec des photons ¥ et on s’intéresse é la réaction sulvante :

¥ + nucléon — %" + nucléon

a) Calculer le seuil énergétique du photon Sf,, , lorsque le nucléon cible est au repos dans le ré-
férentiel du laboratoire. On prendra pour 1'énergie de masse du nucléon la valeur m,c? = 939 MeV .
En déduire la valeur en fm de la longueur d'onde maximale de ce photon pour que la réaction se pro-
duise ?

b) En réalité, les nucléons cibles sont en mouvement & 1'intérieur des noyaux, avec une énergie
cinétique &, =20 MeV . Calculer la norme de leur quantité de mouvement en MeV - c L.
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c) Montrer que le seuil énergétique du photon a alors pour expression :
S=E
1+ K[ (mae?)
K étant une quantité que 1'on exprimera en fonction de I'énergie cinétique &, de ce noyau et de sa
quantité de mouvement p, . selon la direction du photon incident.

d) Calculer le seuil énergétique du photon, d’abord lorsque la cible se rapproche du photon incident,
ensuite lorsqu’elle s’en €loigne avec la méme €nergie cinétique.

P8- 14. Fission de I'uranium 235 en noyaux de krypton et de baryum
Dans la réaction de fission suivante d’un noyau d’uranium 235 par un neutron :
2U+n — PKr+5*Ba+an
Z et a sont deux entiers positifs.
1. Déterminer a et Z.
2. Calculer, en MeV, I'énergie libérée par cette réaction.

3. Dans un réacteur nucléaire, d'une puissance de 500 MW, un noyau d'uranium 235 libére, au
cours d'une telle fission, une énergie de 185 MeV par noyau. Calculer, en joule, 1'énergie libérée par
1 kg d'uranium 235, ainsi que la durée nécessaire pour consommer cette masse d uranium. On donne :

myc® = 235,043915u mgee? = 89,919720u0 mpgee? = 141,916350 u

4. Par une série de désintégrations toutes de méme type, le krypton 321(: conduit & un nucléide
stable, le zirconium ﬁZr . De quel type de désintégration s"agit-il 7 Ecrire le bilan correspondant.

P8- 15. Energétique de la fission de 'uranium 235 en noyaux de molybdéne et de lanthane

La fission d’un noyau d uranium 235, par un neutron de faible énergie cinétique, peut se faire selon

plusieurs voies. L'une de ces voies est la suivante :
2U+n - Mo+ Latxin+xe +7o+y
ol x; et xp désignent deux nombres entiers.

1. Déterminer x, et x, et expliquer brigvement I'origine des photons observés.

2. Trouver, en eV, I'énergie cinétique du neutron projectile en le supposant en équilibre thermique
a580K.

3. a) Sachant que I'énergie cinétique du neutron projectile est négligeable, et que le noyau cible
d’'uranium 235 peut étre considéré comme libre et immobile, calculer, en MeV, la somme des énergies
cinétiques des éléments obtenus aprés fission. On néglige 1'énergie de liaison des électrons devant leur
énergie de masse.

b) Quelle est I’énergie libérée, sous forme cinétique, par la fission d'un kilogramme d’uranium
235 7 Commenter le résultat numérique obtenu. Sous quelle forme cette énergie cinétique est-elle trans-

formée 7 On donne :

mpct = 235,043915u  mpac® = 138,906347T 0 myec =94,905841 1 u
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P8 16. Spectre énergétique des neutrons rapides

La densité énergétique cinétique des neutrons émis par les noyaux fissiles, dans un réacteur nu-
cléaire, a pour expression approchée :
dnN

ng =a£,§f2 exp (—%) avec ng = &,

dN étant le nombre de neutrons dont I'énergie cinétique est comprise entre & et & + d&. a et
b deux constantes. Exprimer, en fonction de b, la valeur moyenne de 1'énergie cinétique de fission.
Application numérique, sachant que b = 1,33 MeV . Les neutrons de fission sont-ils en moyenne
newtoniens ou einsteiniens ?

P8- 17. Ralentissement de neutrons rapides par diffusion élastique

Dans un réacteur nucléaire, les neutrons sont ralentis & la suite de diffusions élastiques par les
noyaux d'un matérian modérateur. Si on suppose le noyau immobile, on montre que le rapport entre les
énergies cinétiques £ et & du neutron projectile, avant et aprés la collision, est donné par I"expression

suivante :
£ 14424 2Acosd"

&  (1+4Ap
olt A =my /m, estle rapport des masses du noyau et du neutron et #* 1'angle de diffusion du neutron
incident dans le référentiel du centre de masse R* .
1. Sachant que la diffusion est isotrope dans R” , calculer la valeur moyenne d’ensemble de 1'éner-
gie cinétique £ du neutron aprés collision. Commenter.
2. a) Montrer que le cosinus de 1’angle de diffusion #; du neutron projectile a pour expression :

1+ Acos #*

# =
cosh (14 A2 + kAcosf®)/2

K étant un facteur que 1'on calculera.

b) Trouver, en fonction du rapport de masse A, la valeur moyenne d’ensemble de cos#; . Com-
menter.

3. On introduit la grandeur suivante sans dimension, appelée léthargie, L = In(&,/£]), £, étant
I'énergie cinétique initiale du neutron incident, avant toute collision, et S;, I'énergie cinétique du neu-
tron aprés plusieurs collisions. Pour une collision, dans laquelle les énergies cinétiques avant et aprés la
collision sont & et £ ,le gain en léthargie est g =1n(&/ &) .

a) Montrer que la loi de distribution de probabilité du gain en léthargie a pour expression :

= ! avec o = Al :
P="a) BAVES

b) En déduire, en fonction de «, le gain moyen en léthargie par collision (g) .

c) Déterminer le nombre moyen de collisions nécessaires pour que 1'énergie cinétique d'un neutron
passe de 2 MeV 4 1eV, dans les deux cas suivants :

i) le modérateur est constitué de noyaux d"hydrogéne,

i) le modérateur est constitué de noyaux d' uranium 238.

Conclure quant a I'intérét du modérateur H,O.
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P8 18. Ralentissement de neutrons rapides par diffusion inélastique

On se propose d'estimer 1'importance de la diffusion inélastique dans le ralentissement des neu-
trons par les noyaux d'un matériau modérateur, dans un réacteur nucléaire. Au cours d'une telle col-
lision, le noyau, libre et initialement immobile, passe d'un état fondamental, de masse my , & un état
excité de masse my, . Laréaction est alors la suivante :

n+X - n+X°

1. Trouver le seuil énergétique du neutron incident.

2. Commenter le résultat précédent, sachant que 1'énergie minimale d'excitation du noyau est
3,09 MeV, et que I'énergie cinétique des neutrons les plus rapides est 3,1 MeV . Calculer la lon-
gueur d'onde du rayonnement émis, i la suite de la désexcitation du noyau.

P8~ 19. Fusion nucléaire dans le Soleil
L'énergie électromagnétique rayonnée par une €toile, telle que le Soleil, a pour origine la fusion de
I'hydrogeéne en hélium, selon la chaine de réactions suivantes :

pr+pt = X+et+v (1) pr+X - Y+y (2) 2Y = $He+2p (3)

1. Identifier les nucléides X et Y.

2. En admettant que 1'énergie libérée par les réactions de fusion nucléaire est intégralement rayon-
née par le Soleil, avec une puissance de P, = 3,9 x 10% W | trouver la diminution de la somme des
masses des particules de cette étoile pendant une seconde.

3. La détection des neutrinos émis par le Soleil est réalisée a partir de la réaction :
v Cl — & 45 Ar

Calculer la variation de la somme des massesen MeV -c~2, & I'aide des énergies de masse du proton,
du neutron, et des énergies de liaison suivantes : & = 8, 5704 MeV et &£ 4, = 8,5252 MeV . On
donne m,c* =939,565 MeV, m,c* = 938,27 MeV et m,c? = 0,511 MeV.

P8 20. Formation de carbone dans les étoiles

En astrophysique, on admet que le carbone 12 s’est formé dans certaines étoiles, i partir de la
tusion de trois noyaux d"hélium.

1. Calculer, en MeV, I"énergie de liaison par nucléon d'un noyau de carbone. On rappelle les masses
du neutron et du proton en um.a: u, = 1,008665 et up = 1, 007277 , ainsi que la valeur énergétique
931, 5MeV-c 2 del'um.a.

2. Ecrire la réaction de fusion de noyaux d"hélium en un noyau de carbone 12. Quelle est I'éner-
gie libérée par cette fusion, sachant que 1'énergie de liaison par nucléon du noyau d’hélium 4 est
7,07 MeV 7
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Electromagnétisme et relativité

Lélectromagnétisme a jou€ un role décisif dans 1'élaboration de la théorie de la relativité restreinte.
Rappelons, en effet, que le point de départ de 'analyse d'Einstein a été 1'extension du principe de
relativité a toute la physique, notamment 4 1’électromagnétisme. Le premier succes de cette théorie a été
I'interprétation rationnelle de I'expérience de Michelson-Morley, grice i 1"hypothése de 'invariance de
la vitesse de la lumiére dans le vide, par changement de référentiel galiléen.

Mous nous proposons, dans ce chapitre, de développer ce lien étroit entre 1'électromagnétisme et la
relativité. Pour cela, 1l convient préalablement de rappeler les équations de Maxwell dans le vide, ainsi
que leurs conséquences sur la propagation des champs électrique et magnétique.

1. — EQUATIONS DE MAXWELL DANS LE VIDE
I.1.

Rappel des équations de Maxwell

Les équations de 1" électromagnétisme, publiées par Maxwell en 1876, sont celles auxquelles satis-
tait le champ électromagnétique ( E, B ) créé par des sources (charges et courants électriques) :

o8B
rotE + =
+ o 0
divB
divisgE) =p
M(E) _ d{=E) —3
o i

p et J étant respectivement la charge volumique et le vecteur courant volumique. Les deux premigres
sont des équations structurelles du champ électromagnétique, alors que les deux derniéres relient le
champ aux sources (cf. Electromagnétisme). Rappelons leur interprétation :

i) La premiére équation exprime la loi d'induction électromagnétique : toute variation de B dans
le temps produit un champ électrique E .

ii) La deuxiéme traduit localement la conservation du flux du champ magnétique B i travers toute
surface fermée. Il en résulte que B peut se mettre sous la forme B = rotA, A étant le potentiel
vecteur. La premiére équation s’écrit donc :
dA
ar

V' étant le potentiel scalaire électrique.

rot(E+— )=0 d’oi E-I-—%?:—gmdv
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iii) La troisiéme est la forme locale du théoréme de Gauss; elle relie le champ électrique E 4 la
charge volumique des sources qui le produisent.

iv) Enfin, d’aprés la quatriéme, toute variation de E dans le temps peut réciproquement créer un
champ magnétique, méme en 1’absence de courant ( J = 0).

Si1'on introduit les potentiels V et A dans la troisiéme et la quatriéme équations, on obtient :

di dVv Bj = — trotA g adV — — | =
v | —gra Ty et rotr —Eu,uuaf —gr - = paol

ce qui donne, en posant ¢ = (gqpg) 12 :

1 av

p 1 &*A . B
— grad (dnr.dl-b-c2 ﬁ'f) = —paolJ

a
AV divA = — t AA -
tatvaso, © T
Comme les potentiels V' et A ne sont pas totalement définis, on peut imposer la condition suivante,
appelée jauge de Lorenz (cf. Electromagnétisme) :
1av

divA+ -—=10
v +c245‘f

Les potentiels satisfont alors aux équations suivantes :

PV _av—P o pa-ZA

OV= Zoa ~ o = 29

= AA = pol

dans lesquelles [ estun opérateur spatio-temporel appelé le dalembertien, en hommage au physicien et
mathématicien francais Jean Le Rond d’ Alembert. Ces équations traduisent la propagation des potentiels
V et A, ala vitesse de la lumieére ¢ dans le vide, a partir des sources ( p et J), et par conséquent celle
des champs E et B, ce que confirme I'expérience.

I.2.— Quadriopérateur nabla

La relation entre 1'€électromagnétisme et la relativité s’explicite naturellement a 1'aide du forma-
lisme quadridimensionnel. Aussi définit-on 1’opérateur quadridimensionnel nabla :

av_ (2 _g)_ (2. _0 8 o
det da ' dy Oz
Montrons que 4-V estun opérateur quadrivectoriel 4 I’aide des formules de transtormation de Lorentz-
Poincaré inversées :
ad a ' ad det’ ad a y ( ad a )
(]

o aw S ax T dw S e Yaw  YPega =Y \ay P

les dérivations par rapport aux variables y et z étant inchangées, et:

o _ o od o & _ 9 a a )
9t~ ber X et T aw N aer Yeaer ~ YPegw =Y\ Gor " Pegw

Le carré de la pseudo-nome du quadriopérateur 4-V s’identifie 4 I'opérateur (J . En effet :

4-V-4V = |4-V|2 = -v:=0

2ol
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Les équations, auxquelles satisfont les potentiels V et A, s'écrivent donc, avec la notation quadridi-

ionnelle :
mensionnelle »

[4-V|*V =
=

et [[4-V|*A = pol

Cette écriture conduit naturellement i poser les questions suivantes :
i) Comment se transforment les sources ( p, J) par changement de référentiel galiléen ?
ii) Comment se transforment les potentiels ( V', A ) qui leur sont directement reliés ?

iii) Enfin, comment se transforment les champs ( E, B ) qui dérivent des potentiels (V, A)?

II. — QUADRIPOTENTIEL ELECTROMAGNETIQUE

Im.1.

Invariance de la charge éectrique

La charge électrique est invariante par changement de référentiel galiléen.
Cette invariance est souvent admise comme un postulat implicite. Elle est analogue 4 I'invariance
de la masse d"une particule ou d'un systéme.

II. 2. — Formules de transformation de la charge volumique

Considérons une charge &g, dans un volume élémentaire d (', centré autour d’un point en mou-
vement quelconque, de vitesse v par rapport & un référentiel galiléen R . La charge volumique corres-
pondante, est : 5

q

P=30
oit d ¢ = dxdydz désigne le volume élémentaire occupé par &g . Pour simplifier, sans cependant
restreindre la généralité du raisonnement, supposons qu’a 1'instant considéré 1’axe Ox soit paralleéle & v
(Fig. 9.1), et introduisons le référentiel galiléen R qui, 4 cet instant, a la vitesse v par rapport i R .
Comme la charge &g est immobile parrapport & Ry, on peut définir la charge volumique propre par :

dg

PO= a4,

oi d @'y = dxp dyg dyy représente le volume élémentaire occupé par §g dans Ry . Or dx =dxp/y,
dy = dy et dz = dzp. 1l vient done, y = (1 — v2/c?)~1/2 étant le facteur relativiste associé a la
vitesse v !

dg=ppd 'y avec dp=ydxdydz=pd

Il en rsulte, puisque pod gy =ppyd ' =pd ¥ :

Fi1i. 9.1
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II.3

On appelle quadrivecteur source du champ électromagnétique le quadrivecteur défini directement
a partirde 4-v ( yc,yv) et de la charge volumique propre py :

4J = pyl(ye, yv) = (pe, J)

Onen déduit les formules de transformation suivantes entre les composantes du quadrivecteur 4-J dans
les référentiels galiléens R et R, en translation rectiligne uniforme 4 la vitesse v, par rapporta R :

pe = Ye(p'e + BeJ)) Je = vo(J, + Bep'c) Iy = J;, I =1

oit B, = vfc et y. = (1 —B2)~12_En outre, le carré de la pseudo-norme de 4-J s écrit :
[4-]* = p*e* — I = p§c?

On sait qu'une relation entre la charge volumique p et le courant volumique J permet d’exprimer
localement le caractére conservatif de la charge électrique (cf. Electromagnétisme) :
dp dpc
— = —div it —+V-J=0
a J  soi et +V-J=
On peut réécrire cette relation en introduisant 1'opérateur quadridimensionnel 4-V et le quadrivecteur
courant volumique 4-J. En effet :

(2 ﬂpc p _
4—V-4—J—(@.—V) (pe, ) =24 v J—§+dw.l dol  4-V-4-J=0

Les relations entre les potentiels aux sources peuvent &tre rassemblées en une seule équation, a
condition de définir le quadrivecteur potentiel 4-A4 (V/e, A):

[4-V1|*(4-A) = po (4-7)

En effet, cela entraine, respectivement pour les trois dimensions spatiales et pour la dimension tempo-
relle :

v . 4
[4-V[’A = poJ et II‘HV'IIZ‘C = pope soit [4-V[V = c

Les formules de transformation des potentiels entre deux référentiels galiléens sont donc les suivantes :
Vv v v
?:? ( +.|Be-4) Ay =7. (A;‘l“ﬁe?) Ay:“l; Az:‘qi

Avec la notation quadridimensionnelle, la jange de Lorentz s'écrit :

a (v 1 av
4-V-44A = — V-A=divA ——=(]
ﬂcf(c)+ wat 2 o

1l résulte du caractére quadridimensionnel du quadripotentiel que le carré de la norme de 4-A est inva-
riant (par changement de référentiel) : V2/c? — A? = invariant .
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II.5.

Exemples
a) Condensateur plan

Par rapport & un référentiel galiléen 7R, un condensateur plan dont les armatures, distantes de
{ = 1 mm et portées aux potentiels respectifs I/ = 1 kV et 0 (Fig. 9.2), se déplace avec un mouvement
de translation, de vitesse u = we, ,avec u=10,9¢.

¥ ¥
R( — Ve
® X e
ol ( o d
? - =1

Fic. 9.2,

Dans le référentiel 72’ lié an condensateur, le quadripotentiel ( V' /e, A’ ) s’obtient aisément &
partir des champs selon (cf. Electromagnétisme) :

E’=—%ey=—10"eyv-m‘1 et B'=0

d'oi les potentiels V' et A" :
U
V':—T}-' et A'=0
On en déduit les potentiels V et A dans le référentiel R , sachant que 8, = 0,9 etdonc y, = 2,29 :
v, _ vy
V—yfT}l et A—}'“G.,T;ex

Sur cet exemple, on vérifie aisément que la norme de 4-A est invariante :

v 2 _ (U : 2 20 _ (U : 2
?—A —(a) yo(l=B.)y —(a)}H

est invariant car toutes les quantités qui apparaissent dans I'expression précédente le sont.

On retrouve les résultats de 1’approximation newtonienne, en faisant S8, < 1 etdonc y, = 1 dans
les expressions précédentes :

V=

~ =

U ’
V=V e AmﬁeT%exmﬂ

b) Parficule en mouvement rectiligne uniforme

Une particule, de charge ¢, se déplace avec une vitesse vectoriellement constante u = ue,_ par
rapport au référentiel galiléen du laboratoire R = Oxyz (Fig. 9.3a).

Dans le référentiel galiléen R' = O'x'y'z’, lié & la particule placée en O, le quadripotentiel
électromagnétique 4-A’ a pour expression au point d’observation M :

V'=4;E g et A'=0 avec r =(x2+y?47H2
0
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a)
Fic. 93,

Il vient, pour un cbservateur de R, en utilisant les formules de transtformation du quadripotentiel :

V =y V = ! Yed _ 1 q
o [y2(x —un)? 432+ 277 4T [(x— ) + (1 )07 +2)
I vBeg o Yequ _ Mg qu

Cdme ol Am pae— w4 27 AT (o w1 g07 + )
Ay=0 et A;=0

avec B = ufc et y. = (1 — g2)~1/2,

Il est naturel d'introduire, pour un observateur de R , le vecteur R = O'M , dont les composantes
dans R sont (x —ut, v, z ), et'angle # que fait R avec Ox.Notons que, pour un observateur de
R'.le vecteur O'M a, lui, pour composantes X' = y,(x —wr), ¥ =y, ¢ =z. Il vient :

(x—u)? =Rcos?d et V422 =RIsin’ 4
Par conséquent :

- Lo ! et A=r0dl !
" 4meq R (1 B2sin® 6)1/2 " 4w R (1 - Bisin’6)1/2

Pour #=0¢et 7 :

Pour # = w/2 :

v 1 g 1 1/2 . A_#uqll 1 1/2
T dweg R\ - B2 T 4w R \1-p2

Dans I'approximation newtonienne ( B, <. 1 et y, &= 1), on retrouve évidemment les expressions bien
connues :
I g Mo qu
= t A=
dmg R € 4m R
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I1I1. — TRANSFORMATION EINSTEINIENNE DES CHAMPS

III.1.— Formules de transformation des champs

Il existe plusieurs méthodes pour établir les formules de transformation du champ électromagné-
tique ( E, B ) : I'une & partir des potentiels V' et A, une deuxiéme en utilisant les formules de transfor-
mation des forces, une troisi¢éme s’ appuyant sur I'invariance des équations de Maxwell par changement
de référentiel galiléen. Nous utiliserons icila premiére méthode (cf. Exercices pour les autres).

Notons que, les dimensions physiques des champs E et B étant différentes, il sera plus commode
et plus naturel d’écrire les formules de transformation du champ électromagnétique en considérant,
grice i la constante universelle ¢, non le champ (E, B ) mais le champ équivalent ( E, Bc ) dont les
deux éléments s'expriment avec la méme unité SI, le V -m~!. Les relations entre les champs et les
potentiels :

JA
E=—E“"”’—§ et B =rotA
s'explicitent selon :
E v BA, g _ A: dA,
T o T oy o
av o aa, _ oA, 0A;
E="%a * PTa%
_ v _ o4 p - oA _0A
T8z ar T oax oy

Nous devons alors remplacer les potentiels dans le référentiel galiléen R par leurs expressions en
fonction de ceux dans R’ , en translation rectiligne uniforme, i la vitesse v, = B.c ¢, parrapporta R,
et tenir compte des relations de dérivation issues de la transformation de Lorentz-Poincaré inverse :

a d a a d ad
ax = " \av Peoer e = Y \oer ~ Peow
celles relatives aux coordonnées transversales se réduisant & 9/dy = 9/dy' et 9/0z = 9/87" .

a) Transformation du champ magnétique
Commengons par les composantes du champ magnétique, précisément par la transformation de sa

composante selon 'axe Ox :

g, = O _ 3 _ 0N, oK,
Tay a9z T &y X
Concernant la composante de B suivant 'axe Ov, il vient :

oA, oA, D [, BV o', oA,
By—a—z—g—?e'ﬁ(ﬂx-*- . )—?e( = B.

=B’

soit, en regroupant les termes :
aa’ aa’ av'je oA
By = ¥, ( Bz"r = Bx"z) = YeBe (_ ar 36;) :'Ye(ﬂ'yc—ﬁeEz}
De facon analogue, on a pour |’ autre composante transversale suivant Oz :

P Y D (g BV
2= "oy Y \aw Peaar ) Yoy \ AT,
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a4'y,  aA'; av’ aA’,
BZ=T¢(5.—;_ 3}"')4—?(‘8‘, (_ Bzfc BCI") (B' +B.— )

By,c = Bic Byc = y.(B'yc — B.E';) Brc = ye(B'rc + B.E'y)

SOif :

En résumé :

Les relations inverses donnant le champ B’c en fonction de E et Be s’obtiennent évidemment en
changeant v, en —v, ,soit 8, en —f8,.
b) Transformation du champ électrique

Il vient, pour la composante du champ électrique E selon Ox :

v _
o= You

BA: _ 3 r o’ 2 3 r !
“Ber —ﬁ@(ﬂ 2+ BV') = VeBeg (A + BV)

soit, en regroupant ces temmes :

{V! + BecA'y) + ?uﬂe (VJ + BecA'y)

av'  aA’
=-7:(1~ ( + —aff) E, puisque y.=(1-p;)"""
Quant aux composantes E, et E;,elles s'écrivent :
av a ., ., P dA aa'y aa’
_E:_?"@(V + BecA'y) _B_C:Z_?e( .rge )

d'olt E, = y.(E} + B.B';c) . De fagon analogue, on trouverait E; = y.(E; — B.B'yc) . Ainsi :
E.=E, E, = ?e(E’F'*'ﬁeB!zf} E; = ?e(gz_ﬁeﬂ!)‘f}

Les relations inverses donnant le champ E' en fonction de E et Be s’obtiennent évidemment en
changeant 8. en —f..

c) Expression vectorielle de la transformation du champ électromagnétique

Il est commode d'écrire vectoriellement les formules précédentes en considérant les champs paral-
leles i la direction v, et les champs perpendiculaires & v, :

E,=E Bc=Byc

et
Ei = 7(EL-B, xB L) Bic=v.(Bic+B. xE'L)

Ces formules de transformation des champs montrent 1'imbrication étroite des champs E et Bc :un
champ électrique pur dans R’ se présente, dans R , sous la forme d'un champ électrique er d'un champ
magnétique. Cela n’est guére surprenant puisque les sources de champ magnétique sont des charges en
mouvement qui, dans le référentiel ol elles sont au repos, créent uniquement un champ électrique. I1
est donc naturel de considérer que E et Bc dans un référentiel ne sont que les apparences d'une seule
grandeur physique qui les contient tous les deux : le champ électromagnérique.
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Remarque : Soulignons bien que le champ électromagnétique ( E, Be ) n'est pas un quadrivecteur, car
les formules de transformation ne satisfont pas a celles des quadrivecteurs.

III.2 . — Invariants associés au champ électromagnétique

Mous nous proposons de montrer qu’il existe deux grandeurs scalaires invariantes associées au
champ électromagnétique : E - Be et E2 — B2 .

a) Premier invariant E - Bc

En explicitant le produit scalaire E - B, on obtient :
E-B=(E;+E ) - (By+B,)=E;-B;+E, -B,

Or, d"une part, E;; - By =E' ;- B’ et d’autre part :

E' = E
EL-BL=£(E’L—»><B‘L}-(B‘L+v..>< C;)=wf[E’L-B’L—(v.,><B’L}-“ = L]
sOit :
v, xE | )xv,| B 2
EL.BLzﬁ{E’L.B'L_H‘ Liz d J‘}:yf(E"J_.B"J_—Zz—"E’J_.B'J_)

car, le double produit vectoriel comportant deux vecteurs identiques s"écrit (cf. Mécanique)
(ve x E'J_} X Ve ==V, % (Ve X E'J_} = t",zEjJ_
Mlen sulteque E;, -B, =E', -B', etdonc:
E-Be=E'-B'c
b) Second invariant E* — B*c*
Explicitons la quantité E2 — B2 :
E-B?=(Ey+E,)-B, +B,) =(E}, +E}) - (B}, + B})’
puisque les doubles produits sont nuls. Or, d’aprés les formules de transformation des champs, on a

T _ 2 2 .
I"égalité, E?J,—Bzﬂcz—Eﬂ—B'Hc .En ontre :

E)Y
B - Bl = V21— x B - 720 (B v x )
ce qui donne, puisque les doubles produits s”éliminent :

2z, . . .
B - 82 =72 |87 - 57 - %7 - 52eh)| =87 - 52

E—B*=E?-B%?
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c) Conséguences

i)Si E et B sont orthogonaux dans R , soit ils le sont aussi dans ', soit I'un des deux champs
estnul : pour E2 — B%2 >0, B = 0, alors que pour E2 — B*c2 < (0, E=0.

i) Si E > Be dans un référentiel R, il en sera de méme dans tout autre référentiel R’ .

iii) Si, ala fois, E- Be = 0 et E? — B?¢® = 0 dans un référentiel, alors les champs E et Bc ont
méme norme et sont orthogonaux dans tout autre référentiel.

iv) Le cas singulier E = Be correspond a la relation entre E et Be pour une onde électromagné-
tique monochromatique qui se propage a la vitesse ¢ .

III. 3. — Approximation newtonienne
Dans 1'approximation newtonienne, les formules précédentes se réduisent 4 :

E,=Ey
E, %E’J_—B‘,XBJJ_C‘

B#C = BJHC

et
BJ_C=BJJ_C+B‘,XEJJ_F-"JBJJ_C

Si, dans la relation entre Bc et B'c, on nélige la contribution du champ électrique, on retrouve la
transtormation galiléenne des champs déja établie (cf. chapitre 1) :
E=E-B,xBc e Be=B'c¢ cequisécit E=E —v,xB et B=FB

Notons que les invariants précédents E-Bc et E? — B2c® persistent dans 1’ approximation newtonienne.

III.4 . — Exemples
a) Transformation du champ électrigue dans un condensateur plan

Reprenons I'exemple du condensateur plan de la figure 9.2. Dans le référentiel ', lié au conden-
sateur, les champs entre les armatures ont pour expression :

E’:—ge,=—106fyv'm_l et B'=0

dou :

=

E;=0 ELzny’J_z—yegeyz—Z.ZQ % 10%e, V-m™!

U
By=0 Bic= —YeBe & = —2 % 10fe, V.-m™!
Sur cet exemple, on vérfie I'invariance du produit scalaire E - Be, qui est ici nul, et celle de la quantité
Er — B quivaut E* = 102 SI.
b) Champs électrique et magnétique orthogonaux

On a vu que, lorsque les champs électrique et magnétique étaient orthogonaux dans un référen-
tiel R, il existait, en raison de la relation invariante E - Be = 0, un référentiel R’ ot le champ
électromagnétique pouvait se réduire, soit & un seul champ électrique, soit & un seul champ magné-
tique.

i) Réduction i un seul champ électrigue

Si, dans le référentiel R’ , le champ magnétique B’ = 0, il vient, d’aprés les formules de transfor-
mation des champs :

By=B;=0 et B c=y(Bic—P,xE )=0 si Bjc=p,<xE

On en déduit, puisque B, = 0, B2 = B*c*/E3 .
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Dans R', le champ électrique est tel que :
E'| =yEL+B, xBic) =v.[EL + B, x (B, x EL)]
d’oi, en développant le double produit vectoriel (cf. Mécanique) :
E'L =%[[EL+B.B, EL)-BEL=vE (1-8)= Ef

On obtient vy, selon:

) =(1_’32}—1f2= l_lﬁ —1;"2= Eﬁ_—Bzcz —1f2= E—i -1/2
¢ ‘ B E B - B

1 1

Finalement, dans R’ , de vitesse B,c = Bc?/E,| parrapport 2 R ,le champ électromagnétique se
réduit au champ électrique tel que :
B2 1/2
E, = % avec ==L
L ve (Ei By

Ye

Dans le cas particulier ot la composante du champ E , selon1’axe de la translation de R’ est nulle,
E—J_ = E .
i) Réduction d un seul champ magnétique
Dans le référentiel R', le champ électrique est nul, d’ o, d’aprés les formules de transformation
des champs :
E!,r',r' =E.'".l" =0 et E’J_ =?¢{EJ_+B£XBJ_C}=0 sl EJ_=—B£XBJ_C

On en déduit B2 = F3 /B% 2 = E2/B% ¢2, puisque E;; =0.
Dans R', le champ magnétique est tel que :

BJJ—‘: = ?E(BJ-C - I'J'e X EJ—} = ?E[BJ—C + I-J't * {Be X BJ-C}]
soit, en développant le double produit vectoriel :

B
B c=v.[Bic+B.(B, Brc) - BLcf] = v.Brc(l - ) = ?—L
On obtient vy, selon :
B o2 1/2
2 _ i _ gl _ L
?e_(l .Se} (Bifz—Ez)

Finalement, dans R', de vitesse B,c = B, ¢*/E par rapporta R, le champ électromagnétique se
réduit au champ magnétique tel que :

BZCZ 1/2
B, = - avec vy, — L
L7y, Y (Bﬁ_cz—EQ)

Dans le cas particulier ol la composante du champ B, selon1’axe delatranslation de R’ est nulle,
BJ_ = B N
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iii) Filtre de Wien
D’aprés ce qui précéde, si la particule a initialement la vitesse précédente, elle sera immobile
dans le référentiel R’ et le restera, puisque dans R’ iln'y a qu'un champ magnétique, lequel exerce
évidemment une force nulle sur une particule au repos. On vérifie bien ce résultat i I'aide de la force de
Lorentz qui s’ écrit dans R :
F=g(E+vxB)=0 si E=—-vxB

En multipliant cette derniére équation, vectoriellement a droite par B , on trouve :

ExB

ExB=—(vxB)xB=-Bx (Bxv)=Bv doi v= 7

Ce résultat est souvent utilisé, par exemple en microscopie électronique, lorsqu’on veut filtrer des élec-
trons d’énergie déterminée et donc de vitesse déterminée. Le systéme de production des champs élec-
trique et magnétique, qui permet de réaliser ce filtrage, est appelé un filtre de Wien (cf. chapitre 6).

III. 5. — Champ électromagnétique d *une particule en mouvement rectiligne uniforme
a) Transformation des champs

Dans le référentiel R’ par rapport auquel elle est immaobile, une particule crée le champ électro-
magnétique suivant (Fig. 9.3a) :

A

A '
E = dmeg 7 et B =0
On en déduit, en utilisant les formules de transformation du champ électromagnétique :
1 g 1 q(x— ur)
== dmwea 13 32
dmeo 1AM V(- w)? + (1= B0+ 2))
L gy _ 1 qy
E, = y.E, = Ve =
Y4z TP dweg 2 [(x — ut)? + (1 B2)(»?2 +Zz}]3a’2
,_ 1 _qf 1 qz
E, =vy.E, = ¥ =
T dma T AT 2 (e — ) 4+ (1 - 07 + )
B.=0
B,y ! 7 m quz
¥ T A 3T ETE)
¢ dmeor® ATy {(x—w + (1 B0 + )
u 1 u
B, = 7.9 Y _ #o quy

2 ameo 17 T AT Q2 ((x— un)? + (1 — B2)O2 + )2

En fonction de R = OM et de'angle @ que fait R avec I'axe Ox de déplacement de la particule, on
trouve finalement :

1 gR 1-p% po gqu x R 1- B2 _uxE

T dme, R (1- B2sin’ 02 Tar  R' (1-plsin0pr @

Comme on pouvait s’y attendre, puisque E- B = E' - B’ = 0, les champs E et B sont orthogonamux.
Sur la figure 9.3b, on a représenté le champ électromagnétique créé par la particule en quelques points
particuliers de la sphére de rayon R .
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Pour #=0¢et 7 : i
- d_ g - _
E"'l"ll_.q.g-guﬁ'z(l ﬁ‘,]‘ﬂx E, =0 et B=10
Pour # = w/2 et 8 =3w /2 :

1 g 1 o g 1
=_- 9 _ - B,=0 B, =£4 -
ameo R (1-p2y2® O @ R (-

On voit que le champ électrique longitudinal est plus faible que le champ électrique transversal :

Ey 1
E ¥:

E.i'f =0 E;

=(1- g =

Le champ électrique n’est donc pas radial. Il passe par une valeur maximale pour # = /2 ets’effondre
rapidement lorsqu’on s’écarte de cette valeur. On peut montrer que la largeur A# de cet intervalle est
de I'ordre de 1/, pour des particules rapides. Pour cela, développons, autour de # = /2, 1a fonction
caractéristique f(#), qui apparait dans 1’expression du champ électrique :

1 ™ 1
IO =0 sy ™ 1(2) = a=ppm

Ona:

L0 N VPR N [ (ﬂ) B
(dﬂ)m‘[35*(1—5351112&}”2 P T3 I (R

On en déduit :

1 B 1 Lo wz( 62 )
(l—ﬁssmzﬂ}m‘(l—ﬁs}m‘i( ~2) (a=gy

1 20 -7\’ 1=\
(1-p2pr {l_( A9 )] e M_z( 353)

Pour des particules trés rapides ( 8. ~ 1), on trouve :

1
A= 1,15(1 — YV soit AR~ —
Ye

On peut préciser numeériquement ces résultats en calculant, & 1 cm de distance, la valeur des
champs produits par un électron dans un microcope électronique de tension d’accélération 3 MV
(¥, = 7). Dans ce cas, le rapport des champs électriques longitudinal et transversal vaut :

Ey 1 1 3 1 1

= =_—— = ——— et A~ — =

Z ~8°
E,. 93 343 7 1000 Ye 7

Pour # =10 : 1

=4ﬂu;2(1—53}mo,3x10—6v-m—1 et B=0

Pour # = /2 :

1 e 1

1
E=— = 0,1x102V-m~! et B = Mo ecu
darey RZ (l _}33}1;2 m e [ o

_ —3 _
?W =0,1%107*V.m~!
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b) Approximation newtonienne

En faisant B, < 1 etdonc y, = 1 dans les expressions précédentes, on obtient les champs dans
I’approximation newtonienne :
1 gR

. o gquxR _ uxE
T dwey B2

B= -
47 R3 c?

Dans ce cas, le champ €lectrique suit la particule en restant radial. Le champ magnétique lui est toujours
orthoradial et a une valeur nulle sur I'axe du mouvement.

c) Application & 'interaction enire deux particules chargées
Considérons deux particules A; et A, de charges respectives ¢ et g2, en mouvement avec la
méme vitesse v = ve, par rapport au référentiel galiléen du laboratoire R (Fig. 9.4).

¥ Y

o .
* At M

Fic. 9.4.

=Y

Laforce F; quiexerce A; sur A, s’écrit :
v
F; =gq(E) +v2x By) avec Bic= ?1 % Ey

Par conséquent, puisque v, = v, =V :

vxE

F; =g:E
2 =¢g2E) + gav ¥ 2

@ 5 2 2

=q:E; + 2 [¥(v-E1) — E1v?] =q2 (1 - C—z) E, +‘?2§(E1 o) e
en développant le double produit vectoriel. Les composantes de la force s’obtiennent en remplagant E;
par son expression :

1 qR 1 —2?/c?
17 dmee B (1— 2/ sin? )32

avec R =AjA,

La composante longitudinale est donc :

1 gigacosd (1 -*/c?)

"Uz ‘Uz
Fi-e,= 1- E; - E; - =
2 8y =42 ( cz) { 1 ex} + 42 Cz( 1 ex} dweg RZ (l _ t'zfcz si.nz ﬂ}-‘-fz

Quant i la composante transversale, elle vaut :

kA

2 1  qigzsind 1 —v?/c?)?
Fz.ey:qz(l_c_z)(El.ey} 142 (

T 4w, R (1 — v2/c2sin? §)3/2

Pour # = /2, ces composantes se réduisent 4 :

1 gigzsiné 1 1 gigz2sinf
Fr-e,=0 et Fi-e,= = b Clital
28y € 28y 41:..50 R (1 _ t,zfcz}lfz 41’.50 I3 Ye
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Mous avons vu que les champs E et B devaient &tre étroitement associés puisqu’ils se transfor-
maient I'un en I'auntre, par changement de référentiel galiléen. La question naturelle qui se pose alors est
la suivante : comment représenter un tel champ sachant que ce dernier n’est pas un quadrivecteur ?

Pour y répondre, explicitons, dans la base de T, les relations donnant les champs en fonction des
potentiels :

av oA, 8A, A,

—_ == — BI = —
Ex ax  ar dy Oz
av oA, _9A, oA,
By=-— 5‘}# Bt et B, = 9 ox
v oA, g OA O
S - T T ox oy

Dans le formalisme tensoriel quadridimensionnel, ol les coordonnées cf, x, ¥, z sont désignées
respectivement par x”, x!, ¥, x¥*, (0, 1, 2, 3) n'étant pas des puissances mais des indices placés en
position haute (cf Annexe 2), les six relations précédentes s’ écrivent aussi, i 1’ aide des composantes du
quadrivecteur 4-4 (V/c,A)

B, 0Ay  OA g _ O3 oA

Te T T e T e an

E, 0Ay 04, 0A,  0A

_f2 %R | P2 t B, = 241 94

c a2 o ¢ 2= 90 ad

Ex Ay OAs g _ 2 0A

T @ a0 BT T a2

soit, en posant: Vo = 8/8x%, V, = —9/ax', V, = —8/8:2 , Vs =~/
E F F:

?1='V'1nl‘lu—vm‘11=j B1=—V2:‘13+V3A2=¥
%=Vzﬂu—vuﬂz=i—m 32=—V3:‘11+V1A3=?
%=vsﬂu—vu-43=i—w =—V1A2+V2A1—F21

Ainsi, les composantes du champ électromagnétique ( E, Be ) peuvent étre mises sous la forme tenso-
rielle suivante :

Fy
I — VA - VA, avec Fy=0 et Fy=—F;

L’étre mathématique {Fu} , représenté dans la base de R par la matrice carrée formée avec les diffé-
rents éléments Fj; , estappelé le renseur électromagnétigue. Les indices i et j désignant respectivement
la ligne et la colonne, on I'explicite dans la base de R sous la forme de la matrice carrée antisyméirique
sulvante :

0 -E -E -E
E, 0 —Bic Bac
E, By 0 —Bc
wlEs —Bac Bic 0

{Fy} =
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Cette matrice antisymétrique, d'ordre 2, est caractérisée par six quantités scalaires : les trois compo-
santes de E et les « trois composantes » de Bc . Notons que la dimension physique du tenseur {F,,}
ainsi défini est celle d’un champ électrique.

1IV. — LAGRANGIEN ET HAMILTONIEN D’UNE PARTICULE RAPIDE

IV.1.— Lagrangien d’une particule chargée rapide

Le lagrangien d'une particule chargée, plongée dans un champ électromagnétique extérieur, est la
fonction £({gq:}, {§i}, 1), des coordonnées de position {g;} , de leurs dérivées et du temps, qui satisfait
aux équations de la mécanique écrites sous la forme (cf. Mécanigue) :

d(ﬂﬂ) aL _ .
dr \ 9 g

Montrons que I'expression suivante de £ :
mc?
L=———gV+4gv-A
Y

dans laquelle m, g, v, ¥ et A désignent respectivement la masse, la charge, la vitesse de la parti-
cule, le facteur relativiste associé et le potentiel vecteur, restitue la loi fondamentale de la dynamique
elnsteinienne :

dp

dr —
Pour cela, évaluons les quantités P, = 9L /0% et JL£/0x, x étant la coordonnée de position dans le
référentiel R = Oxyz. Il vient :

AL met Ay me? ok

=—=— " +gd, = —¥5-+qd =ymi+
= gA; ?2?czv qA; =y g,

o __ov (xaa
ax  Jdax 9

g(E+vxB) avec p=ymv

x4 _aa,_’_iaaz
ax Ve  ax

Il en résulte que :
soit, puisque dA,/dt = 9A, /Ot + x A, /dx + vIA, /vy + 2 9A, [0z :
d . av JA; {04, 94, L 8A, 04
5(?”)2—45—‘?? +qy(ﬁ— E) —QZ(B—Z— B
On reconnait ici la projection, suivant I'axe Ox, de la loi fondamentale de la dynamique d'Einstein.
Retenons donc I'expression suivante du lagrangien d'une particule chargée :

) =g(E+vxrotA)- e,

£=—#—ql"+qv-A

Pour de faibles vitesses (y =~ 1 + ,62 /2), on retrouve évidemment 1’expression newtonienne, i une
constante additive prés :

2

)

2
ﬁm—mz(l—‘i)—qv+qv.;&mm

3 —gV+gv-A—mc
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Remarque : Lexpression newtonienne £ = & — & + gv - A (cf. Mécanique) ne se généralise donc
pas en mécanique d'Einstein en remplagant £ par (y — l)mc* .

IV.2.— Hamiltonien d’une particule chargée rapide
On obtient ’hamiltonien H & partir de £ &1'aide de la transformation de Legendre suivante :
. . ac
H= ZQjP,'— L on P;' = 3q =p;—+qA;—
3 1
I

est le moment conjugué associé i la coordonnée g;. En remplagant P; et £ par leurs expressions
respectives, on trouve :

. mc?
H= ZQJ'(P:"}‘Q!”‘;'}‘F 3 +qV—gv-A
i
soit, puisque gip; = ymgr :

2 2
mc mu
H=ymv? +qv A+ y +gV—gv A= y (l-l-—yzﬁz}-l-—q'r"

1l en résulte, en simplifiant, puisque 1 + 8% = 9% :
H = ymc? + gV = (y — D)m + gV + mc?

Pour de faibles vitesses (¥ = 1 4+ $2/2), on retrouve 1'expression newtonienne, i 1'énergie de masse
mc® prés :
mu*
H~ = +qV+ me
Remargues : 1) En présence du potentiel vecteur A , le moment conjugué P; d’une particule chargée
ne s'identifie donc pas i la quantité de mouvement, mais i son impulsion: P=p + gA .

2) Contrairement au lagrangien, I’expression newtonienne H = & + £, se généralise en
dynamique d’Einstein, en remplagant I'énergie cinétique & par (y — 1}mc® .

Iv.3.

Relation entre 1’énergie totale et 1*'impulsion d*une particule chargée
Rappelons les expressions de 1'énergie totale & et de 'impulsion P d’une particule chargée :
E=ymct +qV e P=P,=ymv+gA

Comme £ = yme? et p= ymv sont reliés par I'équation £2 — p?c? = m3c*, ona:

(& —qV)* — (P — gA)’F = m’e*

IV.4.— Principe d’"Hamilton en dynamique d’Einstein

Le principe d’Hamilton en dynamique einsteinienne s’énonce, comme en dynamique newtonienne
(ct. Mécanigue) :

Entre deux instants f; et f2 , le mouvement d'une particule est celui qui réalise une valeur station-
naire de 'action § :

] wz
65=0 avec S=/ Ldt et L=-— y —gV+gv-A
Iy
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Rappelons que le mot stationnaire a la méme signification que dans le principe variationnel de Fer-
mat (ct. Optigue) : pour une durée suffisamment faible, I'action le long d'une trajectoire réelle est mini-
male, d’oil le nom souvent utilisé de principe de moindre action.

Cet énoncé est un principe, car il permet d’en déduire les équations du mouvement en dynamique
d’Einstein. Dans ce contexte, on peut retrouver 1'expression du lagrangien. En effet, introduisons le
temps propre élémentaire d 7 de la particule. Il vient, puisque df = yd 7 avec y = (1 — t'zfcz}_uz :

T2
S:/ yLdr
ki |

Comme 1'action et la durée propre sont des invariants, ¥£ doit &tre aussi un invariant. Or, un tel inva-
riant doit faire apparaitre d'une part une €nergie invariante, d'antre part le produit —gV et le produit
scalaire gv - A dans 1’approximation newtonienne. Les invariants liés, d'une part 4 1'énergie d'une par-
ticule, d’autre part 4 'ensemble gV et gv- A , sont respectivement 1’énergie de masse mc” et le produit
scalaire de la quadriquantité de mouvement de la particule par le quadripotentiel :
Vv
4—p-4—A=}'mE —ymv-A=ym(V-v-A)
La quantité invariante £ doit tre une combinaison linéaire de mc? et de 4-p - 4-A :
2 . mc?
yL=Amc*+dzym(V—-v-A) doi L=4 T +Aam(V —v-A)

On détermine les constantes invariantes A; et Az en comparant 1'expression précédente, dans 1'ap-
proximation newtonienne, 4 celle du lagrangien newtonien £, (cf. Mécanique) :

2
£=).1”:2 +Azm(V—v-A) = A me (1—‘2 ) +Azm(V—v-A)

sOit :
mu?
L==) - + Aam(V = v - A) + Aymc?
puisque 1/y = 1— B82/2, alorsque L, =mv?/2 —qV 4 gv-A. On en déduit les valeurs suivantes de
A1 et Az, en tenant compte de 1'énergie de masse mc? : Ay = —1 et Ay = —g/m . On retrouve bien

I'expression déja donnée du lagrangien.

CONCLUSION

Retenons les points essentiels.
1) Par changement de référentiel galiléen, le vecteur courant volumique et la charge volumique se
transforment comme le quadrivecteur source de champ ( pe, J ) :

pc = Ye(p'e + BeJy) Jr = v, + Bep'c) gy = J;» I = J;
2) Le potentiel vecteur et le potentiel scalaire se transforment comme un quadrivecteur ( A, V/c):
Vie= ye(V';’c + .IBeAjr} A, = ye(ﬁl; + ,B‘,V’fc} Ay = A; A, :A;
3) Le champ électromagnétique ( E, B ) n’est pas un quadrivecteur :
E, =E), o Bre=Bye
E, =y. (E. - B, xBlc) Bic=v.(Blc+p, xE\)

Les champs E et Bc apparaissent comme les manifestations électrique et magnétique d’'une grandeur
physique qui les englobe, le champ électromagnétique, lequel a la structure mathématique d'un tenseur.
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4) Le champ électromagnétique ( E , Be ) produit par une particule chargée, en mouvement recti-

ligne uniforme, 4 la vitesse u, a pour expression :
1 gR 1-p; xR 1- gt
1 By peo tecqu B _u.g
darey R (1 - ﬁg sin ﬂ}ln"lz dar R (1 - ,53 sin’ ﬂ}ln"lz i

ol B. = ufc, R apour composantes x — ut, ¥, z, et # = (u,R). Les vecteurs E et B somt
orthogonaux.

5) Le lagrangien et I'hamiltonien d'une particule chargée, dans un potentiel électromagnétique ( A ,
V/c), ont pour expressions respectives, en dynamique einsteinienne :

2
.CI—WT—QV-I‘-QV-A et H=(y-Um +qV+me

EXERCICES ET PROBLEMES

P9- 1. Transformation de la charge volumique et du courant volumique

Une particule chargée est en mouvement par rapport au référentiel du laboratoire R , avec une
vitesse v .

1. Vérifier la nature quadrivectorielle de la quantité sans dimension :
(?1 ?I—"} avec ﬂ = I et y= (1 _ ’32}_1;2
c
En déduire le camé de sa norme.

2. On considere un ensemble de particules, de charge g, se déplacant toutes avec la méme vitesse
constante v, de direction quelconque par rapport & R . On désigne par n, le nombre de particules
par unité de volume dans R . Dans un autre référentiel R’', en translation avec la vitesse constante
u=wue,,par rapportd R ,la vitesse d’ensemble des particules est v' . Dans R’ , le nombre de charges
par unité de volume est nj, .

Etablir, & partir de "invariance de la charge, la relation suivante entre n, et nfv :
n u _
=Yl =Bp) avee Bo=" ety =(1-5) 2

3. Retrouver, i 1'aide du résultat précédent, les formules de transformation de la charge volumique
p et du courant volumique J, entre les référentiels R et R’ .

P9- 2, Transformation des forces et transformation des champs

On se propose d'établir les formules de transformation des champs électrique et magnétique i
I’aide de la transformation des forces et de 1'expression de la force de Lorentz.

1. Rappeler les formules de transformation des forces reliant les composantes dans le référentiel ga-
liléen R acelles dans R’ , en translation, rectiligne, uniforme, i la vitesse v, = we, parrapporti R .

2. En comparant les expressions de la force de Lorentz dans R et R, pour une particule chargée
au repos dans R , retrouver les formules de transformation du champ électrique.

3. A I'aide des formules de réciprocité, déduire des formules précédentes les relations donnant les
composantes du champ magnétique transversal.
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4. En comparant les expressions de la force de Lorentz dans R et R’ , pour une particule chargée,
en mouvement rectiligne, uniforme, sur 'axe Oy du référentiel du laboratoire R, 4 la vitesse u,
retrouver les formules de transformation du champ magnétique.

P9- 3. Invariance des équations de Maxwell en relativité

On veut établir les formules de transformation des champs électrique et magnétique a 'aide de
I'invariance des équations de Maxwell par changement de référentiel galiléen.

1. Expliciter 1'équation de Maxwell traduisant la loi d'induction dans le référentiel galiléen R’ en
translation, rectiligne, uniforme, i la vitesse v, = B,ce, par rapport 4 R .

2. A l’aide de la transformation de Lorentz-Poincaré, en déduire les expressions des composantes
E;, E,, E; duchamp électrique E et des composantes By, B, du champ magnétique B, en fonction
des composantes dans R’ .

3. Montrer que les composantes selon x du champ B dans R etdans R’ satisfont 4 la relation :

a i
(BC!" +.IB¢BX,)(BX_B;-}=U

Conclure.

PY— 4. Transformation des potentiels créés par un fil rectiligne

Un fil conducteur rectiligne, supposé infini selon I'axe Ox et de section s, est constitué d’ions
fixes, par rapport au référentiel galiléen du laboratoire R = Oxyz, et d’électrons de conduction, de
vitesse U = uey,avec u =0,75mm-s~!, parrapport 2 R.. Le fil étant nentre, les charges volumiques
des ions et des électrons sont opposées dans T2 . La charge volumique des ions est 13,5x 10° C-m~? .

1. a) Quelles sont les expressions du quadrivecteur courant volumique associés aux électrons, dans
R et dans le référentiel galiléen R', de vitesse v, = 0, 8¢ parrapporta R ?

b) Méme question pour le quadrivecteur courant volumique associés aux ions.

c) Le fil, neutre dans R, ’est-il aussi dans R’ ? Commenter en calculant la charge dans R’ et le
potentiel électrique que cette derniére produit. On prendra |'origine des potentiels a la distance Ry de
I'axe Ox.

2. a) Trouver le quadrpotentiel 4-A dans R, i la distance R de I'axe du fil,

b) En déduire le quadripotentiel 4-A’ dans le référentiel galiléen R’ , de vitesse v, par rapport i
‘R . Comparer le potentiel V' trouvé 4 celui obtenu i la question lc.

P9- 5. Variation de I’angle que font entre eux les champs électrique et magnétique

Dans un référentiel galiléen R’ = O'x'y'z’, en translation, rectiligne uniforme par rapport i
R = Oxyz, & la vitesse v, selon Ox, le champ électrique et le champ magnétique sont colinéaires
suivant I'axe transversal Oy : E' = Eue; et B'e = Eue;k

1. Quelles sont les expressions des composantes de E et Be dans R 7

2. Trouver la vitesse v, telle que les deux champs fassent entre eux un angle o . Pour quelle valeur
de B.,l'angle & vaut-il @ /3 ?

3. Quel est le domaine de variation de « ?
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PY— 6. Invariants du champ électromagnétique
1. Rappeler les deux invariants du champ électromagnétique E, B. En déduire que le carré du
vecteur complexe F = E + i Bc est aussi un invariant.

2. Dans un référentiel galiléen R, les normes des champs E et B valent respectivement :
E=5x10°V-m~! et B=0,01T

En outre, ces champs font entre eux un angle de /6. Trouver la valeur de B'c et de I'angle que
fait ce champ avec le champ éectrique E', dans un autre référentiel galiléen R', sachant E' = 6 x
10°V-m~".

3. Existe-t-il un référentiel dans lequel le champ électromagnétique précédent se réduise a un
champ électrique seul ou 4 un champ magnétique seul ? Justifier votre réponse.

4. Existe-t-il un référentiel dans lequel les champs électrique et magnétique sont paralleéles 7 Si oui,
calculer la valeur des champs E et Be dans ce référentiel.

P9 7. Force d’interaction entre un électron et un fil chargé positivement

Dans un référentiel 7', en translation, rectiligne, uniforme, avec la vitesse u, par rapport & R
galiléen, un fil rectiligne le long de I'axe (x", est chargé positivement, avec la charge linéique uniforme
Pi-

1. Quel est le champ électromagnétique ( E', B' ) que produit dans R’ cette distribution, en fonc-
tion de p; et de la distance D qui sépare le fil d’un point M ot se trouve un électron au repos 7 En

déduire la force qu’exerce la distribution de charge sur 1'électron. Calculer le champ et cette force pour
p=1pC-m™! et D= 1mm.

2. Trouver le champ électromagnétique dans R . En déduire la force qui s’exerce sur I'électron.

P9- 8, Champs électrique et magnétique entre les armatures d*un condensateur

On considére, dans le référentiel du laboratoire ® = Oxyz, un condensateur plan, constitué de
plaques métalliques, paralléles, carrées, de coté a, perpendiculaires a 'axe Oy . La charge ¢ du
condensateur est répartie uniformément sur la surface des armatures et I'épaisseur e du condensa-
teur est faible devant a.

1. Quelles sont, en fonction de la charge surfacique p; du condensateur, les expressions des
champs électrique et magnétique dans R ? En déduire la valeur des invariants E-Be et E2 — B*c? | sa-
chantque @ = 1 mC et a =1 m.

2. Calculer les champs électrique et magnétique dans le référentiel R’ , de vitesse v, = B,ce, par
rapport & R . Application numérique : B =0,95.

3. Retrouver les expressions précédentes i 1'aide de la transformation du quadricourant 4 — J.

P9- 9. Force d’interaction entre deux particules chargées de méme vitesse

Deux électrons, A; et Az, se déplacent i la méme vitesse u, par rapport i un référentiel R.. Ces
deux particules sont situées sur une droite normale & u , & une distance d I'une de 1'autre (Fig. 9.4).



Electromagnétisme et relativité 237

1. Donner les expressions, dans R, du champ électrique E et du champ magnétique B créés par
Aj , au point ol se trouve Aj .

2. Quelle est, dans le cas général, la force de Lorentz qui s’exerce sur A, dans R ? Etudier le cas
ol B, =ufc= 1.

3. Que deviennent séparément les termes €lectrique et magnétique de la force de Lorentz précé-
dente, lorsque B, < 1 ; on poussera le développement jusqu’'aux termes en ,Gf . Identifier la force
€électrique et la force magnétique. Comparer an résultat de la question 2.

P9- 10. Filtre de Wien
Dans le référentiel R = Oxyz du laboratoire, un électron issu du canon d’un microscope électro-

nique pénétre, avec une vitesse constante v = v e, , dans une région ol régnent un champ électrique et
un champ magnétique stationnaires et orthogonaux :

E=FEe, avec E=10°V-m~' et B=DBe, avec B=10,02T

1. Quelle doit &tre la valeur v de la vitesse pour que 1'électron garde sa trajectoire rectiligne ?
2. Trouver les champs E' et B’ dans le référentiel galiléen R’, de vitesse v, = B.ce, .

3. Pour quelle valeur +* de la vitesse de I'électron dans R’ , la particule a-t-elle, par rapport i ce
référentiel, une trajectoire rectiligne ? Calculer v' pour 8, = 0,15.

P9- 11. Particule rapide dans des champs électrique et magnétique orthogonaux

Dans le référentiel R = Oxyz du laboratoire, une particule est soumise 4 un champ électrique
E = Ee; et & un champ magnétique B = Be,.

1. Ecrire les composantes du champ électrique E’ et du champ magnétique B’ dans un référentiel
R’ en translation, rectiligne, uniforme, de vitesse u = we, parrapport 3 R . Retrouver I'invariance du
produit scalaire E- B.

2. En déduire la valeur de u , dans les deux cas suivants :

i) le champ électrique s’annule dans R’ ,

i) le champ magnétique s’annule dans R’ .

3. Examiner le cas particulier E = Be .

P9- 12. Force sur un électron de conduction dans un métal

Dans un métal, ayant la forme d'un cylindre de rayon R | les ions positifs sont fixes et les électrons
de conduction mobiles. Le conducteur est globalement neutre : par unité de volume, le nombre n, de
charges positives est égal au nombre de charges négatives dans R . Les charges négatives se déplacent
d’un mouvement d’ensemble avec la vitesse u parallélement i 1'axe du conducteur. On appelle R’ le
référentiel galiléen de vitesse u par rapport i R .

1. Calculer, dans R, le champ électrique E et le champ magnétique B,  la distance r < R de
I'axe. En déduire la force F exercée par le conducteur sur un électron se déplacant, avec la vitesse u ,
parallélement & I'axe du conducteur, & une distance r de 1'axe.

2. Déterminer, dans R, la charge volumique totale p'.
3. Calculer la force F' qui s'exerce sur 1'électron dans R'.
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P9- 13. Electron dans un champ électrique et un champ magnétique orthogonaux

Un électron est initialement sans vitesse par rapport au référentiel du laboratoire 7, dans une
région ol régnent un champ électrique E = Ee, et un champ magnétique B = Be, . Les valeurs de
ces champs sont: E=4x 10°V-m™! et Bc=5% 10°V.m™!.,

1. Montrer que le champ électromagnétique se réduit & un seul champ magnétique dans un référen-
tiel galiléen R' dont on déterminera la vitesse par rapport & R .

2. Quelle est la valeur du champ magnétique dans R’ ?

3. Déterminer la quantité de mouvement de 1’électron dans R’ .

4. Etudier le mouvement de I'électron dans R'. Comment trouve-t-on alors le mouvement
dans R 7

P9- 14. Rayonnement synchrotron

On se propose d’analyser, dans le référentiel du laboratoire R , le rayonnement émis par une parti-
cule chargée (masse m, charge g ) accélérée sous la seule action d’un champ magnétique B constant,
en dynamique einsteinienne.

1. a) A quelle équation différentielle du premier ordre satisfait le vecteur vitesse v ?

b) En déduire que le mouvement est uniforme.

c) Etablir I'expression vectorielle de 1’accélération en fonctionde v, B et de la pulsation cyclotron
W .

2. a) Quelle est la trajectoire lorsque la composante de la vitesse initiale vy de la particule suivant
la direction de B est nulle ?

b) Méme question lorsque cette composante n’est pas nulle.

3. Dans toute la suite, on étudie le mouvement d'un électron, dont la vitesse initiale vy, avec
vy = 0,995¢, est perpendiculaire & un champ magnétique B, de norme 0,1 T. Calculer w, ainsi
qu’une longueur caractéristique de la trajectoire.

4. L'électron rayonne une puissance €lectromagnétique proportionnelle au carré de son accélération
ay dans le référentiel propre /%y dans lequel il est au repos :

ql:zqz &

e 2 _
3c3a'2“ avee 4. = 4arsy

a) La formule de transformation des accélérations, entre a, et l'accélération a dans R, est :
a=ay/y* . Montrer que ® peut se mettre sous la forme :

2

b =2cop (%) ¥-1n

oy étant une quantité que I'on exprimera en fonction de r, = g2 /(m.c?) .

b) Quelle est la signification physique des grandeurs B*/(2uq) et r. 7 Vérifier la cohérence di-
mensionnelle de I'expression de @ .

c) Caleuler la puissance rayonnée par 1'électron en watt puis en eV par seconde.

5. L'électron émet ce rayonnement de fagon isotrope dans Ry . En admettant la composition ein-
steinienne des vitesses entre 7y et R , montrer que le rayonnement dans R est confiné dans une zone
étroite dont on précisera 1'orientation moyenne et la demi-largeur en fonction de y .
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Relativité générale

La relativité restreinte a été généralisée par Einstein, en 1916, principalement dans le but d'étendre
le principe de relativité & tous les référentiels, galiléens ou non. Rappelons que la relativité restreinte
(RR) et la relativité newtonienne (RN) attribuent toutes les deux un caractére privilégié aux référentiels
galiléens, la premiére ne faisant qu’élargir le principe de relativité aux phénoménes physiques, autres
que mécaniques.

Trouvant ce privilége incompréhensible, Einstein confia, 4 plusieurs reprises, qu’il avait été forte-
ment influencé par le physicien allemand E. Mach, lequel avait proposé une lecture critique des hypo-
théses de Newton, notamment celles concernant 1'espace absolu et la masse inerte. Il fut alors conduit &
réexaminer la gravitation, en abandonnant le concept d’interaction pour celui de courbure de 1'espace-
temps.

Nous nous proposons ici de développer les idées fondamentales de la relativité générale (RG), no-
tamment le réle singulier de la gravitation, en raison de 1'égalité de la masse grave et de la masse inerte,
I’équivalence de tous les systémes de référence pour exprimer les lois de la physique et enfin 1'inexis-
tence de I'espace et du temps, en dehors de la matiére ou de 1'énergie. Volontairement, nous laissons
de coté le développement technique nécessaire & 1'écriture des équations de la relativité générale, le-
quel s'appuie largement sur le calcul tensoriel (cf. Annexe 2). Nous donnons ensuite un apercu du réle
majeur de la RG en cosmologie.

I.— CARACTERE SINGULIER DE LA GRAVITATION

On sait que la force de gravitation est de loin la moins intense des quatre forces fondamentales (ct.
chapitre 8). Cependant, elle joue un rile essentiel i I'échelle de I'Univers, car les autres forces sont soit
de trés faible portée, soit nulles, les corps stellaires étant électriquement neutres.

I.1. —Forces d'inertie et force de gravitation

Rappelons que les forces d’inertie, qui apparaissent lorsque le référentiel par rapport auquel on
étudie le mouvement n'est pas galiléen, sont les termes d’accélération —ma, et —mac, qui par dé-
finition sont proportionnels aux masses inertes (cf. Mécanigue). Ces forces ont ainsi la particularité
de s’évanouir lorsqu’on effectue un bon choix de référentiel privilégié. Quant a la force de gravita-
tion qui s'exerce mutuellement entre deux points matériels A; et A, , son expression vectorielle, bien
connue, est la suivante, avec des notations explicites (Fig. 10.1) :

mjym; r  AA r—r

Fig=-Fa2=-G e ou e =-= =
r r r r
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La valeur de la constante de Newton G = 6,67 x 10~!! SI rappelle que cette interaction est la plus
faible des quatre interactions fondamentales. Les quantités scalaires positives m] , m; sont les masses
graves des points A; et A; . Bien que souvent on se contente de parler de masse sans autre précision, il
convient de distinguer la masse inerte de la masse grave, car ces deux quantités traduisent des proprié-
tés diftérentes de la matiére : la premiére qui est la capacité qu’a un corps de résister i sa mise en mou-
vement, la seconde qui est la propriété dun corps €lectriquement neutre d’attirer un autre corps. Le mé-
rite d’Einstein fut notamment de souligner le caractére exceptionnel de 1'identité des masses inerte et
grave, i une époque ol cette singularité passait inapercue.

Tube
vidé d’air

Frc. 10.1.

1.2. — Egalité des masses inerte et grave

Plusieurs analyses expérimentales ont permis d’établir I'égalité des masses grave et inerte, & 1'ori-
gine du Principe d’Equivalence, comme on le verra plus loin.

i) La premiére fut celle proposée par Galilée dans la deuxiéme partie de la premiére journée du
« Discours et démonstrations mathématiques concernant deux sciences nouvelles », en 1620. Citons
Galilée : « Mais, moi qui en ai fait ['essai, je vous assure qu’'un boulet d’artillerie, pesant cent ou deux
cents livres ou méme davantage, ne précédera méme pas d'une palme, en touchant terre, une balle de
mousguet dont le poids n'excéde pas une demi-livre, et cela aprés une chute commune de deux cents
couddes ». Galilée analyse aussi le réle de la force de frottement visqueux exercée par 1'air.

ii) La plus connue est celle prouvant la chute identique des corps dans un tube vidé d’air (tube
de Newton) ; Einstein disait d'elle que c’était selon lui la plus belle expérience qu'un professeur de
physique pouvait montrer & ses éléves.

iii) La plus spectaculaire est celle montrant I"impesanteur dans un satellite artificiel.

iv) La plus précise est celle faite, entre 1890 et 1920, par le physicien hongrois R. Eétvos avec une
balance de torsion (précision relative de 10~* ) ; elle fut reprise par le physicien américain R. Dicke dans
les années 1960, avec une excellente précision relative ( 10! ), et par E. Adelberger plus récemment,
en 1990, avec une précision relative encore meilleure de 3 x 10~

a) Expérience du tube de Newton

Dans un tube vertical en verre, que I'on a préalablement vidé d’air 4 'aide d’une pompe i vide,
on laisse tomber deux corps différents, par exemple une bille métallique lourde et une bille en sureau
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légere (Fig. 10.2). On constate que ces deux corps acquiérent la méme accélération. Montrons que ce
résultat implique la proportionnalité entre les masses inerte et grave.

En appliquant la loi fondamentale de la dynamique dans le référentiel terrestre aux deux corps, on
obtient, si F,; et F,, désignent les poids et £} la vitesse de rotation de la Terre autour de son axe
sud-nord (cf. Mécanique) :

mpa =F,; =2mQxv, et myay=F,, - 2m x v,
Comme a; = az et v; = vy, d aprés I'expérience, il en résulte que :
Fp1 _ Fp2
my 15

ot les poids sont reliés an champ de gravitation G par (cf. Mécanique) :
Fp,l = m;g(‘ql} - mlae,l Fp,Z = mﬁg(ﬂz} - ""232,2

Par conséquent, on a, puisque G(A;) = G(A;) =G et a,) ~a,2 =4, :

(R)o-w=(B) o w2 ()= (%),

b) Mesure du rapport m” /m par Newton

Newton testa expérimentalement 1"indépendance du rapport m* /m avec le matérian constitutif, en
comparant la période des pendules simples que 1'on réalise en accrochant, & I'extrémité inférieure d'un
fil, des masselottes de différentes substances.

Etablissons 1'expression de la période de ces pendules de méme longueur !, 4 I'aide de la loi
fondamentale de Newton, appliquée au corpuscule A, de masse inerte m et de masse grave m” :

ma=m'g+R

¢ désignant le champ de pesanteur terrestre, lequel est constitué principalement du champ de gravitation
G (cf. Mécanigue) ; la réaction du fil, R, est portée par le vecteur AQ qui relie A au point d'attache
0 de 1’autre extrémité du fil (Fig. 10.3). Il vient, en projetant 1"équation vectorielle précédente selon le
vecteur unitaire €, défini par la tangente & la trajectoire circulaire, et en désignant par # 1'angle que
tait OA avec la verticale descendante :

mif = —m*gsinf
Pour les oscillations de faible amplitude, I'équation différentielle précédente est caractéristique d’oscil-

lations sinusoidales :

. 142
. m'g
# =0 = —-=
+ wﬁ avec dwy ( il )
d'oti la période propre :
12
2 mi
Th="" =2 ( ' )
L] meg
La mesure de T, pour différentes substances (bois, métal, etc.) permit & Newton de tester la proportion-
nalité de la masse grave et de la masse inerte avec une précision relative de 10— .
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c) Impesanteur dans une cabine spatiale

Appliquons la loi fondamentale de la dynamique & un corpuscule A, de masse inerte m, par rap-
port au référentiel de centre de masse R* d’une cabine spatiale, en translation quelconque (curviligne)
par rapport au référentiel géocentrique R, = Txpyyzy (Fig. 10.4). Si le corpuscule n’est soumis & au-
cune force occasionnelle, en dehors de la gravitation, il vient :

may . =m" G(A) — ma,

Or a, est relié au champ de gravitation au G(C) au centre de masse C de la cabine. En effet, le
théoréme du centre de masse appliqué a la cabine, de masse inerte M et de masse grave M™ donne :

. o m* M
Mac=M"G(C) dou ayr-=—0G(A) - G(C)
m M
Expérimentalement, on constate que G(A) = G(C) et as = 0.1l en résulte que :

m M
=

m M

d) Expériences d’Eiitvos ef de Dicke

Dans les expériences d’Edtvos et de Dicke, un pendule de torsion est en équilibre dans le référen-
tiel du laboratoire. La premiére, celle d’Edtvos, date de 1890. Nous allons décrire celle de Dicke plus
récente : trols masses identiques A;, Az, Az, placées aux sommets d'un triangle équilatéral maté-
riel, constitué de trois tiges en quartz, forment un pendule de torsion (Fig. 10.5). Une telle configuration
rend le disposifif peu sensible aux variations du champ de gravitation. L'ensemble est suspendu verfica-
lemement i 1'aide d'un fil de suspension en quartz.

Al‘équi]jhre, le moment, au centre de masse C, de toutes les actions, forces de gravitation m™G
et forces d'inertie —ma, , est nul :

3 3 :
- m‘:
M, — ZCAI' X (m;G; — ma,;) :Zm,-CA,- x (ng_ae;') =0
=1

=1

5il'on remplace A; par un corps B;, de méme masse mais de matérieau différent, le moment M
devient :

2 . .
(Mc)g = ZmiCAi b [(:1—1':) G —3e;} +myCA; % [(:—i) G —ﬂe,s}

i=1
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Fil de suspension

soit, en tenant compte de 1'équilibre précédent :

(Mc)p =m3CA3 x 1G3 avec 1= (m;) _ (m;)
B A

L] 3

Expérimentalement, Dicke et ses collaborateurs ont pu établir que le facteur n valait, pour 1" aluminium
etl'or:
B=(1,3+1) 1071

On en conclut que le rapport m*® /m ne dépend pas du matérian considéré : les masse grave et inerte
sont des grandeurs proportionnelles. En utilisant la méme unité pour mesurer ces deux grandeurs, on
conclut a leur égaliié :

=
m =m

Les mesures les plus récentes faites sur des corps en chute libre ou sur les « chutes » de la Terre et de la
Lune sur le Soleil donnent des précisions relatives de 10-12 et 10—, respectivement.

Remargue : Plusieurs projets expérimentaux sont prévus pour tester 1'égalité entre les masses grave
et inerte, et donc la RG. Citons notamment, MICROSCOPE (pour MICRO Satellite a
trainée COmpensée pour I"Observation du Principe d’Equivalence), qui implique le CNES
et 'ONERA en France; il s’agit de mettre en évidence, sur des objets embarqués sur
satellite, une violation du principe d'équivalence, grice i une précision relative de 10-1%
Certains physiciens pensent qu'une violation du principe d'équivalence, i un niveau trés
tfaible, constituerait un premier indice confortant la Théorie des Cordes, laquelle apparait
actuellement comme 1'une des rares tentatives crédibles d’unification de la RG et de la
Quantique.

I.3. — Analogie et différence entre forces d’inertie et force de gravitation
a) Analogie

Le résultat précédent n’est pas du tout banal puisque, parmi toutes les forces qui peuvent modifier
le mouvement d'une particule, seules la force de gravitation et les forces d’inertie ont la propriété d’étre
proportionnelles i la masse. Par exemple, la force électromagnétique qui s'exerce sur une particule, de
charge électrique g, est indépendante de la masse d'inertie.

La force de gravitation posséde donc, comme les forces d’inertie, le caractére exceptionnel d’étre
proportionnelle i la masse inerte. Il en résulte la possibilité de compenser le champ de gravitation par
le champ d’accélération produit par la force d'inertie d’entrainement. Par exemple dans le référentiel du
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centre de masse d'une cabine spatiale, la loi fondamentale de la dynamique, appliquée & un corpuscule
A, donne (Fig. 10.4) :
a3 =g(A) - G(C)

On voit que, localement c’est-d-dire dans le voisinage du centre de masse, la compensation des champs
est réalisée. La différence résiduelle G(A) — G(C), qui exprime la non-uniformité du champ de gravi-
tation produit par la Terre en différents points de la cabine spatiale, est & 'origine d'un phénoméne de
marées, analogue aux marées océaniques qui sont dues, rappelons-le, a la non-uniformité du champ de
gravitation produit par la Lune et le Soleil en différents points de la Terre (cf. Mécanigue).

b) Différence

Il existe une différence importante entre la force de gravitation et la force d'inertie d’entrainement :
la premiére s’évanouit lorsque la distance entre les corps en interaction augmente infiniment, tandis
que la seconde augmente lorsqu’on s'éloigne de I'axe de rotation. Cette différence montre que c’est
seulement dans une zone réduite de I'espace que le champ de gravitation peut étre compensé par un
champ d’accélération. Quant i la force d'inertie de Coriolis, elle présente moins d'intérét puisqu’elle
s’annule dans tous les référentiels en mouvement de translation ou lorsque le point maténel est immobile
dans le référentiel non galiléen considéré.

1.4. Equatmns du champ et du potentiel de gravitation

Dans la théorie newtonienne de la gravitation, le champ de gravitation G présente deux propriétés :
il dérive d'un potentiel & et satisfait 4 I'équation de Poisson dans laquelle apparait la densité volumique
de masse p (cf. Mécanigue) :

G=—grad® et divG=-4wGp doiu AD=4wGp

Ces équations sont analogues  celles du champ et du potentiel électrique V' qui découlent des équations
de Maxwell en régime stationnaire (ct. chapitre 8).

II. — INVARIANCE DE LA FORME DES LOIS DE LA PHYSIQUE

II.1.— Apparence du caractére privilégié des référentiels galiléens

Dans ses publications originales de 1915 et 1916 sur les fondements de la théorie de la relativité
générale, Einstein souleva d'emblée le probleme de 1'origine du caractére privilégié des référentiels
galiléens, tels qu’ils sont introduits en relativité newtonienne, et confortés en relativité restreinte.
et &, de méme taille et de méme nature, formant un systéme trés éloigné de tout autre masse, le premier
&S au repos par rapport an référentiel galiléen R et le second S’ tel que chacun de ses points ait un
mouvement de rotation uniforme autour d'un axe, par exemple Oz (Fig. 10.6); les seules interactions
i prendre en compte sont les forces de gravitation mutuelle. On constate que S et &' se comportent
différemment : alors que le premier a la forme d'une sphére, le second a celle d'un ellipsoide.

En mécanique newtonienne, on attribue cette différence observée au caractére privilégié de R
galiléen comparé au référentiel R’ , dans lequel &' est au repos, et qui est en rotation par rapport &
R, autour de Oz ; en effet, dans R', apparaissent des forces d'inertie d’entrainement centrifuge qui
applatissent S’ suivant I'axe de rotation.
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Selon Einstein, cette cause purement fictive cache une vraie cause, située en dehors du systéme des
deux corps et liée & I'ensemble des masses trés éloignées de & et S’ . En ce sens, il conforte Mach,
lorsque ce dernier affirmait, dés 1903, que, contrairement & 1’analyse de Newton, les faits observés ne
conduisent en réalité qu'a des mouvements relatifs de corps par rapport i d'autres corps, pris comme
référence.

(2]

A
T ¥
5’ [
i R'
: '
¥
S
R
x
Fic. 10.6. FiG. 10.7.

II.2.— Systémes de coordonnées

Le concept de référentiel quadridimensionnel, introduit en relativité newtonienne et en relativité
restreinte, doit étre abandonné en relativité générale, au profit d’un systéme de quatre coordonnées
spatio-temporelles, xp, x1, X2, x3, plus général, qui permette de constater essentiellement la coinci-
dence on non des coordonnées d’événements différents.

En effet, un référentiel suppose un ensemble de points de I'espace invariablement liés entre eux et
pouvant &tre infiniment éloignés les uns des autres. Il en résulte des problémes concernant la vitesse de
certains points suffisamment éloignés d'un centre de rotation, la mesure des durées, ainsi que celles des
longueurs dans ces référentiels. Pour s’en convaincre, considérons un référentiel R = Ox'y'z tournant
autour de 1'axe Oz, par rapport au référentiel galiléen R = Oxyz (Fig. 10.7a).

i) Un point A", suffisamment €éloigné du centre de rotation O, peut atteindre et dépasser la vitesse
de la lumiére, puisque vy = Q0A".

if) On ne peut pas associer un seul temps & R’ . En effet, deux horloges H). et Hy de R’ ,placées
respectivement aux points distincts A’ et B', ne peuvent pas &tre synchronisées, puisqu’elles sont en
mouvement relatif 1'une par rapport & 1'autre (Fig. 10.7b) ; pour un observateur de R , I’horloge la plus
€loignée de 1"axe de rotation, de vitesse plus grande, subira un ralentissement plus élevé (cf. chapitre 3).

iii) On ne peut pas non plus associer un seul étalon de longueur 4 R'. Radialement 1'étalon ne
subit pas de contraction, alors que tangentiellement, il en subit une. Il en résulte que le rapport entre
le périmétre d'un cercle, de centre O, et son diamétre est différent de # dans R’ : dans ce dernier,
la mesure du diamétre donne D, comme dans R, puisque le segment MN est comparé & un étalon
inchangé ; en revanche, la mesure du périmétre dans R’ donne ume valeur supérieure & L, car elle
est le rapport de la longueur du cercle dans R', qui vaut aussi L, sur celle contractée de 1'étalon en
mouvement car porté tangentiellement au cercle (Fig. 10.7).

11. 3. — Equivalence locale d’un champ de gravitation et d’un champ d’accélération

Dans un référentiel galiléen R, une masselotte tombe en chute libre, ¢’est-a-dire qu’elle est sou-
mise & la seule action du champ de gravitation & . Son mouvement, éudié par un observateur de R,
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est caractérisé par une accélération G (Fig. 10.8a). En effet, cette dernigre est donnée par la loi fonda-
mentale de Newton si, comme c’est le cas, la vitesse reste négligeable devant ¢ :

ma=m'G doi a=G puisque m=m"

|a.
E g=0
Syl -
A
a)

RJ'

b)
FiG. 10.8.

Un observateur d’un référentiel R’ , en translation accélérée par rapport & R, avec 1accélération
d’entrainement a, = — G, dans lequel le champ de gravitation serait nul, observerait le méme mouve-
ment accéléré d'un corpuscule A , abandonné sans vitesse initiale par rapport & R’ (Fig. 10.8 b). En
effet, la loi fondamentale appliquée & A , par rapport 24 R’ non galiléen, donnerait :

ma=-ma,=mG doi a=¢G

Ainsi, en raison de 1'égalité des masses grave et inerte, on peut compenser la force de gravitation par la
force d’inertie d'enfrainement, c’est-i-dire neufraliser un champ de gravitation par un champ d’accélé-
ration, d’oi1 I'équivalence entre un champ d’accélération et un champ de gravitation.

Il convient cependant de souligner que cette compensation, qui est exacte dans le cas particulier
considéré, ne peut 'étre dans le cas général, puisque les comportements 4 grande distance du champ
de gravitation et du champ d'accélération sont fondamentalement différents : le premier s'etfondre &
grande distance contrairement au second. Aussi énonce-t-on le principe d’équivalence sous la forme
suivante :

Aucune expérience de physique ne peut révéler de différence entre un laboratoire local accéléré
dans 'espace et son analogue soumis & un champ de gravitation.

Remargque : En toute rigueur, dans le voisinage de la surface de la Terre, le champ de gravitation
G doit étre remplacé par le champ de pesanteur g, lequel est une combinaison de G
et de I'accélération d’entrainement terrestre, mais on sait que g = G avec une bonne
approximation (cf. Mécanique).

II. 4. — Référentiels naturels ou référentiels inertiels

En dynamique newtonienne, comme en dynamique einsteinienne, ce qui distingue les référentiels
galiléens de ceux qui ne le sont pas, ce sont les forces d'inertie, lesquelles sont, comme la force de
gravitation, proportionnelles & la masse. Aussi a-t-il paru naturel i Einstein de chercher les raisons du
caractére privilégié des référentiels galiléens dans 1'analyse de la formulation newtonienne habituelle de
I'interaction gravitationnelle.

Rappelons que, pour expliquer le mouvement des planétes autour du Soleil, Newton admit que
celles-ci étaient soumises, dans le référentiel galiléen li€é au systéme solaire, & la force de gravitation
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exercée par le Soleil (cf. Mécanigue). Bien que les résultats obtenus alent été remarquables, au point de
permetire 1'invention de la planéte Neptune par Le Verrier, avant sa découverte en 1846 par Galles, Ein-
stein songea & une autre interprétation fondée sur I'introduction de référentiels plus adaptés a I'analyse
du mouvement d'un corps dans un champ de gravitation.

Selon Einstein, pour étudier localement la chute libre d’un corps, dans un champ de gravitation,
le référentiel narurel i utiliser n’est pas le référentiel terrestre R, mais celui R’ qui rombe avec le
corps, ¢'est-d-dire celui qui a un mouvement de translation, avec une accélération G , par rapporta R .
Dans R’', le mouvement du corps satisfait au principe de I'inertie. En effet, appliquons la loi fonda-
mentale de la dynamique & un corpuscule A dans R’ . Il vient, en tenant compte de la force d'inertie
d’entrainement et d'une force occasionnelle F,. :

magre = mG — ma, + F,. = F,. puisque G =a,

Aussi, le référentiel R', dans lequel le principe de 1'inertie peut étre réalisé, est-il appelé référentiel
inertiel.

De méme, le référentiel naturel R’ & adopter pour étudier localement le mouvement d'un corpus-
cule, dans le champ de gravitation produit par la Terre, i grande distance du sol, est une cabine spatiale
qui est soumise pratiquement au méme champ de gravitation que le point considéré (Fig. 10.4).La ca-
bine forme alors un référentiel inertiel.

Formulées dans les référentiels inertiels, pour lesquels la force de gravitation est compensée par la
force d'inertie d’entrainement, les lois de la physique gardent une méme forme par changement quel-
conque de référentiel. Choisir un référentiel inertiel plutdt qu'un référentiel galiléen revient & compen-
ser la gravitation par des forces d'inertie, et donc i prendre en compte la gravitation, non pas sous la
forme d’une force d’interaction, mais sous celle d’une modification de la structure de 1’espace-temps.

Dans le cas général, I'introduction des référentiels inertiels locaux, plus précisément de systémes
locaux de coordonnées permet d’écrire les lois de la physique sous une forme invarianfe ; cette formu-
lation locale s”appuie naturellement sur le calcul tensoriel (cf. Annexe 2).

I1. 5. — Principe de relativité générale

Cette analyse préalable d’Einstein 1'a conduit & généraliser le principe de relativité restreinte, sous
la forme suivante :

Les lois de la physique doivent étre valables par rapport & des systémes de coordonnées en mou-
vement quelconque les uns par rapport aux auires.

Soulignons que cette validité des lois de la physique dans tout systéme de référence ne signifie
pas, comme en relafivité restreinte, une écriture identique, mais seulement une forme universelle qui
légitime tous les systémes de référence, et exclut tout privilége accordé i une famille d'entre eux:
I’écriture concréte des lois différera selon le systéme de référence.

Remargque : Comme en relativité restreinte, on peut dire, ici aussi, que le nom de relativité générale

incite au contresens, car il s’agit en fait, pour Einstein, de proposer une nouvelle théore
de la gravitation en relation avec la structure de 1’espace-temps.

I1.6.

Courbure de ’espace-temps

Nous sommes ainsi conduits i étudier le mouvement des corps dans des systémes de référence dans
lesquels la gravitation est prise en compte sous la forme d'une modification des facteurs qui caractérisent
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la métrique spatio-temporelle. En RR, ol la gravitation est ignorée, les facteurs de la métrique sont
uniformes et valent +1 . Rappelons I'écriture du carré de 1'intervalle élémentaire :

ds =ctdr? —dx? —dy? —dZ?
ce qui s"écrit aussi, en utilisant la notation tensorielle avec la regle de sommation d’Einstein (cf. Annexe
2):
ds* = g;d¥dx avec dx’=cds dx! =dx dx¥ =dy et dx’ =dz

Les facteurs g , qui sont au nombre de 10 (4 avec les deux indices i et j identiques et 6 avec les deux
indices différents), sont nuls pour i # j, valent 1 pour la coordonnée temporelle x” et —1 pour les
coordonnées spatiales x!, x* et x* :

gi=1 powr i=j=0 et gy=-1 pour i=j=123

En RG, ot I'on prend en compte I'interaction gravitationnelle, cette derniére appamit, non pas sous
la forme d'une force, mais par 1'intermédiaire des facteurs g; de la métrique, lesquels ne sont plus
uniformes mais dépendent localement du champ de gravitation. On dit que 1’espace-temps n’est plus
plat, mais qu’il est courbé par la gravitation.

II.7.— Trajectoire dans |'espace-temps

Une image simpliste mais efficace permet d’illustrer le point de vue de la RG comparé i celui
de la RR. Dans ce dernier cadre, le mouvement de révolution de la Terre autour du Soleil peut étre
représenté par celui du centre de masse T de la Terre orbitant autour du centre de masse S du Soleil,
sous I’action de la force de gravitation (Fig. 10.19%a). En RG, la grosse masse S modifie 1’espace-temps
en le courbant : I'espace prend la forme d'une cuvette, comme le ferait une nappe en caoutchouc souple
au milieu de laquelle on aurait placé une grosse masse ; la planéte T, soumise i aucune interaction, autre
que la gravitation, a alors dans le voisinage de § une trajectoire circulaire autour de § (Fig. 10.19b).

.‘.-.

a) b)
FiG. 10.9.

Dans I'espace-temps modifié par une grosse masse, la trajectoire d'une particule est celle qui réalise
une valeur extrémale, généralement minimale, de I'intervalle entre deux points de I'espace-temps. On
dit que la trajectoire de la particule est une géodésique de I'espace-temps (cf. Annexe 2).

Lorsque intervalle est nul, la trajectoire est celle de particules de masse nulle, par exemple un
photon. Une telle trajectoire, influencée par la présence de la grosse masse qui détermine 1'espace-
temps, n'est donc pas rectiligne. Ainsi, contrairement a ce que laisse supposer 1’expression de la force
de gravitation universelle de Newton, la relativité générale prévoit une influence de la gravitation sur les
photons.

Traduite en termes de force, 1’analyse d’Einstein prédit une force de gravitation entre une masse
M aupoint § et un photon P d’énergie £ = hv, se déplagant i la vitesse ¢ selon la direction SP,

de la forme : )
PCTLN

Fs_.p = avec r=8P et e = o
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Remargques : 1) Notons que la masse m du corpuscule dont on cherche le mouvement, dans un envi-

ronnement influencé par les autres masses, participe elle-méme 4 la définition de 1'espace-
temps. Cette contribution ne joue pas de rile significatif dans I’hypothése ol cette masse
m est négligeable devant celle M de I'environnement ; seule cette derniére est alors dé-
terminante dans la définition de la métrique de 1'espace-temps.
2) Certains astrophysiciens n’ont pas hésité 4 proposer d’utiliser cette modification de
I'espace-temps par la matiére, pour envisager des voyages intersidéraux, entre points dis-
tants de plusieurs milliers d’années-lumiére, pendant des durées de quelques années seule-
ment pour les cosmonautes. Cependant, en dehors de problémes techniques difficilement
surmontables, ce type de modification semble remettre en cause un principe de base ad-
mis en physique, le principe de causalité, selon lequel 1'effet doit nécessairement suivre la
cause quile produit.

Du point de vue quantitatif, la trajectoire d'une particule, de masse m , dans I’espace-temps, peut
étre obtenue, comme en relativité restreinte, i partir du lagrangien et du principe de moindre d’action.
Rappelons que ce dernier s’ écrit, pour une particule libre, qui n’est pas soumise 4 un champ électroma-
gnétique (ct. chapitre 9) :

2 2 mfz 2z
55 =0 avec s:[ ca;:[ ——dfz—w:/zfdf:—mc[ ds
1 1 Y 1 7Y 1

puisque ds = cdr = cdi/y.
En RG, I'écriture est la méme puisque le champ de gravitation est pris en compte dans la structure
de 1'espace-temps.

I1. 8. — Formulation locale invariante d’Einstein

Dans la formulation locale invariante d’Einstein, les lois du mouvement d'un corps dans I'espace-
temps se présentent sous la forme d'une équation de proportionnalité entre un fenseur géométrigue Gy ,
associé i la courbure de 'espace-temps produite par le corps, homogene a I'inverse d’une surface, et un
tenseur énergie-quantité de mouvement E; associé au corps, homogéne i une énergie volumique :

_ 8=nG

Gy = xE; avec x_7~2,069x10-431~1—1

G étant la constante de Newton et ¢ celle d’'Einstein. Une simple analyse dimensionnelle montre que
K est homogéne a I'inverse d'une force.

La composante i = 0 et j = (0 de 1'égalité tensorielle précédente permet de restituer 1'équation
de Poisson bien connue i laquelle satisfait le potentiel de gravitation @ (cf. Mécanique) :
AD =4nwGp

A étant 1’opérateur laplacien et p la masse volumique. En effet, cette derniére apparait dans Epg , qui
vaut pe’ (énergie volumique de masse), ce qui modifie les coefficents g; de la métrique, notamment
200 .

Pour trouver gog , il suffit d’exprimer I'action § en fonction du lagrangien, comme on 1'a déja fait
plus haut, mais en ajoutant, au terme ¢/ , la contribution du potentiel de gravitation @ /¢ . Il vient :

(c q:) (1 q:)
ds=|—-+— |dr=cdt| -+ 5
Yy ¢ y &
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ce qui donne, en élevant au carré, en premiére approximation :

2
ds? = c2d P (% +2%) ~ 2di? (1 - 2—2 +2§) = 2de (1 +2§) —dr2

puisque dr = vdr.Onen déduit :
2@ Ad
g =1+ 2 d’oil Angzcz

en considérant le laplacien, comme le suggére 1'équation de Poisson. On retrouve cette derniére en
identifiant Gy & Agg . En effet:

AD  BwG
Gy =k Eyg domne Agyy =2— = %pcz etdonc AP =4wGp
c c

Remarque : Dans son travail original, Einstein introduisit, non pas 8#G/c*, mais 87G/c?, qui vaut
1,87 % 1072 m.kg~!, car le « tenseur énergie-quantité de mouvement » qu’il utilisait
était divisé par 2.

IITI. — PARTICULE DANS LE VOISINAGE D’UNE GROSSE MASSE

Cette ¢tude présente un intérét multiple. D’ abord, elle est un exemple d’illustration du point de vue
de la RG. Ensuite, appliquée & la planéte Mercure, elle pemmet d’interpréter I'avance du périhélie de
cette planéte. Enfin, dans le cas des photons ( m = (), elle permet de prédire la valeur de la déviation
par le Soleil d’un rayon lumineux provenant d'une étoile éloignée.

III.1.— Métrique de Schwarzchild

Lorsqu'une particule A, de masse m, se trouve dans le champ de gravitation produit par une
distribution de masse sphérique, uniforme, de centre 5, de masse M = m (Fig. 10.10), on admet selon
1aRG que A évolue librement dans un espace dont la métrique d’espace-temps est la suivante :

d:zzgmczd12+gu d?’2+322 dﬂ2+333, dqu

rs 1

guu=1—? 811=—l—r!‘r gzz=—?2 333=—f‘25i]']2ﬂ et g = ——
=y

FiG. 10.10.

Remarque : Notons que les coefficients g; n’ont pas tous la méme dimension physique : ggo et g
sont des facteurs (sans dimension), alors que g4y et gi3 sont homogénes i une surface.
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Cette métrique fut introduite en 1916 par le physicien allemand K. Schwarzchild ; aussi est-elle
appelée la métrique de Schwarzchild, et rs le ravon de Schwarzchild . Elle s”écrit donc :

1
df:c2(1_ﬁ) dﬂ—ﬁdrz—rzdﬂz—rzsinzﬂdgpz
r —rs/r

On retrouve évidemment 1'espace plat de la RR, en annulant la constante de gravitation, ¢’est-a-dire en
faisant ry =0 :

d? =ctd —drr — 2 df — Psin® 6 dg?
Calculons ry pour le Soleil :

26M, 2% 6,67 x 1071 % 1,99 % 10°
— = =2,94 % 10° =3 km
=g 9 x 101 el
On peut en déduire la courbure de 1’espace-temps produite par le Soleil S, dans le voisinage de planétes
telles que la Terre T et Mercure M . Comme ST = 1,49 x 10" m et SM/ST = 0,39, il vient :

rs 2,94 % 10°

rs o 2,94x 10°
ST~ 1,49 x 101!

=_ 2777 ~s5x107F
SM  0,391,49 x 10!

=2 % 107 et

Lorsque la distribution de masse a la symérrie sphérigue, les variables angulaires # et @ ne jouent
aucun réle ; on peut alors réduire la métrique a :

dﬁ:cz(l—r—:) ar - ar

1—rg/r

Imm.z.

Trous noirs

Le concept de trou noir fut introduit dés 1784 par le révérend anglais J. Michell, puis repris et vul-
garisé par le frangais P. Laplace, 4 1'aide de la notion de vitesse de libération ou d’évasion (cf. Méca-
nigue). On sait que cette derniére s’introduit naturellement en mécanique newtonienne lorsqu’on étudie
le mouvement d'une particule dans le voisinage du champ de gravitation produit par un corps sphé-
rique. Si la masse M de ce dernier est suffisamment grande ou son rayon suffisamment faible, la va-
leur de la vitesse de libération dépasse celle de la lumiére. Dans le voisinage du corps, aucune particule
ne peut donc se libérer complétement de I'attraction gravitationnelle, méme pas une particule de lu-
miére. Aussi un tel corps est-il appelé frou noir. Michell a méme obtenu, a partir d"un raisonnement
newtonien (!}, 'expression du rayon de Schwarzchild rg . On a, en effet, en infroduisant la constante de
I'interaction gravitationnelle K = —GMm :

m? K ) (zr::M)”2

— 4+ — =0 soit vyy=|—
2 r r

On en déduit :

1/2
2GM
> s ré(T) ou r=r

On retrouve ce méme résultat, dans le cadre naturel de la RG, en cherchant la trajectoire d une parti-
cule de lumiére, de masse nulle, & I'extérieur d'un corps attractif. En effet, on obtient, en imposant &
I'intervalle ds une valeur nulle (géodésique nulle) :

1 d
A =0 doi edr=+-—

dsz_cz(l_r)dtz_l—rsfr 1—rg/r



252 10. Relartivité générale

Ainsi, dans 1'espace-temps courbé par un champ de gravitation, la lumiére se déplace & une vitesse
radiale différente de la constante d'Einstein ¢ et d’expression :

2GM
crzc(l—r—s)zc(l— 5 )
r c*r

Lorsque rg est négligeable devant r, cette équation permet de retrouver la relation newtonienne bien
connue dr = cdr,laquelle exprime la propagation de la lumiére dans le vide a la vitesse ¢, malgré la

présence d'un corps attractif :
dr rs
— = (1— —) =
r

dr
En revanche, si rg n'est pas négligeable devant r, la lumiére se propage avec une vitesse atfaiblie :

dr_c(l ?‘_g)
dr r

Dans le cas extréme oll r = ry, cette vitesse s’ annule : la lumigre ne peut s’extraire de 1'attraction gra-
vitationnelle du corps attractif ; ce dernier est alors un trou noir. La contraction gravitationnelle continue
d'un trou noir n"a été établie qu'en 1939 par R. Oppenheimer et H. Snyder.

Remarque : Les astrophysiciens pensent avoir localisé au cceur de notre galaxie, la Voie Lactée, un
trou noir plusieurs millions de fois plus massif que le Soleil.

Im.3.

Probléme de Kepler en relativité générale

Etudions le mouvement d'un corpuscule, de masse m, dans le voisinage d’une distribution de
masse M, & symétrie sphérique, telle que M 3 m . C'est par exemple celul du centre de la planéte
Mercure dans son mouvement de révolution autour du Soleil.

Comme en mécanique newtonienne, ce mouvement est plan car le moment cinétique est constant

(ctf. chapitre 5). On peut donc choisir la coordonnée # de telle sorte que le plan du mouvement soit
celui défini par 6 = #/2 . La métrique est alors :

1

2
l_rsfrdrz—rzdga

dszzczdfzzcz(l—r?s) de -

Pour un observateur, de coordonnées spatiales fixées (dr = 0 et d ¢ = 0), la relation entre le temps
propre 7 et le temps f qu’il mesure est alors la suivante :

142
dr= (1 - 5) dr
r
oe qui n"a de sens évidemment que pour r > rg. Avec la métrique précédente, la vitesse par rapport &
I'observateur a pour expression :

1 dr rdeg r ri

V= — g, + — &, = e + [
(U=r/n2dr " dr T Torgfr T (1) 2

Remarque : En faisant ry = 0, on retrouve évidemment les expressions relatives i I'espace plat de la
relativité restreinte :
v=ie +rpe, et &=rymc?
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Quant a I'énergie, elle devient :

g=yme (1-%)"

afin de prendre en compte I’ énergie potentielle newtonienne de gravitation dans la géométrie de 1’espace-
temps ; c’est ce que I'on peut vérifier en faisant ry < r et v < ¢ dans cette nouvelle expression de
I'énergie :

_ rgy 1/2 ( )_ o ymMY mvz GmM 2 . ymM
—ymcz(l— r) =ymct 2 =ymc -G ; =me+ 5 ; ———=ymc -G .

soit :
ymM

E=&E+E +met avec S =(y—Ume’ e &=-G .

Remarque : Lénergie potentielle de gravitation entre le corpuscule et la distribution de masse ne dif-
fere de celle non relativiste que par le facteur relativiste y qui affecte m.

Le moment cinétique a pour expression :

ymrg
(1= rs/r)?

re

;
L=0A xp=re x ym e +
" L—rgfr " {l—rs,fr}l’lzeq

=Le, od L=

€, ¢tant le vecteur unitaire normal au plan du mouvement.

Proposons-nous d’établir 1’équation différentielle du mouvement d'une planéte autour du Soleil.
On a la relation suivante :

ce qui donne, en remplagant +* par son expression, en fonction des coordonnée polaires r et @ :

,¥-1_ R 242
R T R ()

Si, comme en mécanique newtonienne, on introduit la vanable de Binet ¥ = 1/r, on obtient
(cf. Mécanique) :

2 2
P¢? = L (1_ rs) _ yszz w1 — urs)

yimir? r
et:
dr dr du . 1 du Lu® L du
= T Thge® = go o (L= wrg) = = 2 (1~ )2
dr dude I dgo'y ymt dg

Il vient, en tenant compte des expressions de r2¢? et 2 dans 2 :
L2 fdu)\* 1 L2 21
(SR s =Y
¥ \de ) 1—ury  ym? ¥2
du

(ﬁ)z-kuz(l —urg) =" 2 (? = (1 = urs) = —Cz [mch == Ws}}

sOit :
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En dérivant par rapport & ¢ et en simplifiant par 2 du/d ¢, on trouve, puisque £ estconstant :

d*u m2c? s _ GMm*
dg? +u(l - urs}——uz— 2 =2
ce qui donne, en simplifiant :
d&u _ GMm*  3GM ,
+u u
d? Iz ¢?

Ainsi I"équation différentielle du mouvement d'une plangte, en RG, ne diftére de I'équation newtonienne
que par le rerme quadratique (3GM/c?)u* , qui est trés faible devant u , comme le montre I"application
numérique suivante relative i la planéte Mercure :

(GM/?)3? _ GMu _ GM _ rs _ 3% 108

2= =26x10"%=1
u E T rE T 2r 2% x0,39% 1,49 % 1017

Notons que la perturbation apportée par la RG i la théorie classique de Newton fait apparaitre le rapport
sans dimension rg/r.
On résout 'équation différentielle précédente par approximation, en remplagant 1 dans le terme
quadratique par la solution ug de 1'éguation approchée :
d?uy GMm* & 1 12

Uy . .
d_gpz+m:T soit W-Hm:!; en introduisant pzm

comme en mécanique newtonienne (cf. Mécanique). Cette équation admet comme solution :

1 1 —
Uy zﬂcgs(gp_gpu}_{\_p?:w en posant E:Ap

Il reste a trouver la solution de 1'équation différentielle suivante :

d*u 1 3G

— 1
dg? P

I*

Si on néglige le terme proportionnel au carré ¢* de I'excentricité et si I'on tient compte de la forte
inégalité 3GM/c*p < 1, I'équation précédente se réduit a :

d2u+ l+GGM“05( )
de? p ' cp? ¥ ¢o
Posant Y = u — 1 /p ,1'équation précédente devient :
Fu _6GMe cos( }MGGM
dg? c2p p TRy
sOit : &
u GM
—— + k=0 avec Kk* =1-6—5-
dy? p
Il en résulte :

P

1
u— - =Acos[k(e — d'od r=
) [k — o)) 1 + ecos[k(p — @o)]
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en posant ¢ = Ap. Comme e < 1 et k = 1,la trajectoire est sensiblement une ellipse dont le grand
axe tourne, i chaque révolution, d'un angle & égal a (Fig. 10.11):

20 6GMY 12 6mwGM rs
b=— =2a=2w||1l=- —— 1] = = 3=
K c2p cp P

En fonction de 1'excentricité e et du demi-grand axe a , on trouve :

BaGM soit aussi & = 247 &

8% Zali—) =)

en introduisant la pénode T de révolution newtonienne qui est reliée & a par la relation bien connue
T /a’ = 47 /(GM) (cf. Mécanique).

Fic. 10.11.

Cet effet est maximal pour la planéte Mercure, la plus proche du Soleil, pour laquelle ¢ = 0, 206
eta=57,9%10°m :

rs=204km p=a(l-¢)=5515%x10"m don &§=0,502x 10 °rad

Exprimée en seconde d’arc ( 1" = 4, 85 prad), I'avance du périhélie de Mercure, pour une révolution
compléte, est & = 0,1036" . La période de révolution du Mercure étant de 87.8 jours, on en déduit
I'avance du périhélie de la planéte par siécle :
& x 100 x 365,25
— s
Surla figure 10.11, les points M, et M représentent deux positions M; et M de la planéte Mercure.

La premiére confirmation expérimentale de cette avance fut obtenue en 1915. L'avance du périhélie
prévue par la théorie newtonienne, en raison des perturbations dues aux autres planétes, est de 5327 par
siécle, alors que celle mesurée est de 5747, soit une valeur supérieure de 43" précisément. Dans le
tableau 10.1, on a rassemblé les valeurs mesurées et celles calculées pour les planétes Mercure, Vénus
et la Terre ; la concordance est excellente.

Une telle concordance a été testée plus récemment sur le pulsar PSR 1913 + 16, situé dans la
constellation de 1" Aigle, 4 une distance de 1,55 x 10*° m. Un pulsar est une étoile 4 neutrons, c’est-
i-dire une €toile trés dense qui émet un rayonnement €lectromagnétique centimétrique associé i son
mouvement de rotation propre. Dans ce pulsar, découvert en 1974, par les astrophysiciens américains
1. Taylor et A. Hulse, les trins d'ondes émis se succédent avec une période qui passe de 59 ms a
80 ms, aprés un cycle de 7,75 heures environ. Cette modification de la période d’émission fut attribuée &
I'existence d'un compagnon qui forme avec le pulsar initial un systéme 4 deux corps dont le mouvement,
dans le référentiel du centre de masse, est une ellipse décrite précisémenten 7,75 h. Comme ces étoiles
sont trés denses, les effets de la gravitation sont importants ; ce test décisif conforta 1'analyse relativiste,
ce qui valut i leurs auteurs le prix Nobel en 1993.

== 43 secondes d’arc
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Avance séculaire du périhélie en secondes d’arc
Plangte Valeurs mesurées Valeurs calculées
Mercure 43,11 F045 43,03
Vénus 84 F48 8.6
Terre 50 F1,2 38
Tas. 10.1.

Remargue : Ala fin du XIX sidcle, on tenta d’expliquer I"avance du périhélie de Mercure par la pré-
sence d'une planéte située entre le Soleil et Mercure ; on donna méme le nom de Vulcain
a cette planéte hypothétique. Cette méthode, qui permit & Le Verrier d'inventer Neptune
avant sa découverte & partir du mouvement d'Uranus, ne donna jamais aucun résultat avec
Mercure (cf. Mécanique). Rappelons que le traitement de ce probléme, dans le cadre de la
RR, avec la gravitation considérée comme une force, donne aussi une avance du périhé-
lie de Mercure, mais beaucoup trop faible (cf. chapitre 5).

II.4.

Déviation des rayons lumineux par un champ de gravitation
a) Rayon lumineux perpendiculaire & un champ de gravitation

Dans un référentiel inertiel, par exemple le référentiel R, défini par une cabine d’ascenseur en
chute libre par rapport au référentiel terrestre galiléen R, d’accélération a = G , un observateur envoie
un faisceau lumineux dans une direction horizontale, perpendiculaire au champ & (Fig. 10.12). La
trajectoire de la lumiére dans R, est la droite horizontale SR qui relie la source § au récepteur R,
tous deux fixes dans R, et placés i la méme hauteur dans la cabine. Notons que, dans ce référentiel, la
gravitation est compensée par la force d’inertie d’entrainement.

Pour un observateur du référentiel galiléen R, dans lequel la gravitation est présente, la trajec-
toire lumineuse est courbe, pulsque, au cours de la propagation, chaque point atteint par la lumiére, de
coordonnée horizontale x , tombe avec une vitesse qui dépend de x :

Gr=G"
[

On en déduit que le champ de gravitation courbe le rayon lumineusx.

Cabine d'ascenseur
en chute libre O*— — Balle en microgravité

R galiléen x

Fic. 10.12.
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b) Déviation des rayons lumineux passant au voisinage du Soleil

On peut déterminer, de fagon précise, la déviation des rayons lumineux par le champ de gravita-
tion que produit une masse, & partir de 1'équation diftérentielle en ¥ = 1/r, établie pour étudier le
mouvement d'une planéte. En effet, 1l vient, en imposant dans 1’équation m = 0, puisque la parti-
cule considérée est un photon :

du i 3GMu
dg?

Comme précédemment, on peut remplacer le terme correctif 3GMu/c* par la valeur approchée

3GMug ,-’cz , uy étant solution de 1'équation :

& ug
+uy =0
de? "
La solution s"écrit donc :
_ooslp—go) ., _ b
b 0 cos(@ — o)

b étant une distance constante. C’est I'équation d'une droite A, située & la distance b ducentre § du
Soleil. L'angle = ¢ — ¢ est I'angle que fait le vecteur position avec la normale menée de § ala
droite A (Fig. 10.13). L’équation & résoudre s’ écrit alors :

L + U = U, costyP en posant 3GM _ 3rs
gga "M T lm posant lm =22 T o2
- ——————— ] e ————
J }
! i "
b T
| Y
S ! S
ﬁ___ _—— Tttz=a. ? === o ——— —
Yx Ao
F1c. 10.13.

Introduisant la variable U = i — iy /2 , cette équation devient :

& U &U
a2 +U=— ous(Zl,E:} soit a2 +U= —exp(iZl,f.-}
en notation complexe. La solution générale complexe de cette derniére équation homogéne est bien
connue (cf. Mécanigue) :
U= C, exp(igf) + C_ exp(—ith)

Une solution particuliére ayant la méme forme que le deuxiéme membre s’obtient aisément ; en effet,
en injectant une solution en .4 exp(i2¢) , on trouve :

(—4A+ A)expl(i2yg) = —exp(iZ\E:} d’oit A——%
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11 vient donc :

U= Cypexpliy) + C_exp(—iy) — exp{i‘Zl,fJ} soit U= Ozl'b—u"'oos(Zl,b}

en prenant la partie réelle, b étant un coefficient constant, homogéne 4 une longueur. On en déduit :

i Lo [y cos0)] ot Gy )
puisque :
1 - “'ng“"} _p_ Y S sin” ¢ _ %(cosz W+ 2sin? )
En introduisant les coordonnées cartésiennes x = rcosty, y = rsiny, le résultat précédent se met
sous la forme :
1= x r(xz-}-zf} dol x= b—w *+2

b2c2 b (22 + @)1
On trouve aisément les deux asymptotes de cette courbe en faisant ¥ = ¥ :

r 2GM
xxb:tbs}r avec 15 =
L’angle qu’elles font entre elles est précisément la déviation angulaire o :

_ g AGM/e?
T b b

Pour un rayon passant sur le bord du Soleil, on trouve, puisque, dans ce cas, M = 1,99 x 10 kg et
b=0,7x10°m :
a=8,47x 10" md = 1,75".

La premiére tentative de vérification de cette déviation fut réalisée par 1’astronome britannique
A. Eddington, en mai 1919, le jour d’'une éclipse totale de Soleil, i partir de deux stations d'observa-
tion, I'une située sur I'lle Principe, dans le golfe de Guinée, et I'autre & Sobra au Brésil. On a comparé
les positions apparentes d'une étoile, d'une part lorsque le disque solaire était proche du rayon lumi-
neux observé, d’autre part lorsque le Soleil était dans une région €loignée de ce rayon. Les résultats
expérimentaux déclarés furent les suivants :

A Principe (Golfe de Guinée) : & = 1,61""+0,30” A Sobral (Nord du Brésil) : o = 1,98"+0, 12"

Eddington annonga immédiatement que la théorie d’Einstein était vénfiée expérimentalement. Par la
suite, des mesures plus précises, faites jusqu’en 1952, confirmérent cette annonce.

Remargues : 1) Dans sa publication originale de juin 1911, Einstein avait prévu initialement une valeur
incorrecte, car deux fois trop faible, précisément rs/b = 0,85", ce qu'il corrigea, cing
ans plus tard, dans sa contribution sur les fondements de la théorie de la relativité générale.
2) Il est instructit de développer le calcul newtonien de la déviation de la trajectoire hy-
berbolique d"une particule. On rappelle I'équation différentielle du mouvement de la par-
ticule (Fig. 10.14) :

d u 1 1 GMn*  GM

dg T M, T T wmp
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dont la solution est :
1
u= 5[1 + ecos(g — po)]

Comme u = 1/b lorsque ¢ = gy, il vient :

I 1+4e

— _1+P
3 » e e¢= 1+b

==

En outre, I’angle ay de déviation de la trajectoire vaut 2{p — o) — 7, lorsque
u=1/r=0.Par conséquent :

UZ}) [l—esm(?)]}”é(l—e?) d'oit aﬁxgzij:z{—iﬂf}z

Dans le cas qui nous intéresse, la particule, de masse m, aune vitesse v perpendiculaire
an rayon vecteur, lorsque ce dernier est égal & b . Par conséquent :

2GM rg v
L=mvb e oy= -—— = - avec = -
N Tt T pg? B=
I}'
A P

. b

?‘.qp

) ik

X
FiG. 10.14.

Im.s5.

Mirages gravitationnels

Les mirages gravitationnels sont une conséquence naturelle de 1'influence de la présence de grosses
masses sur la propagation de la lumiére ; en effet, 'espace se comporte alors comme un milieu non
homogéne, ce qui incurve la trajectoire des rayons lumineux (cf. Optigue). On a ainsi constaté que les
deux quasars 0957 + 561 A et B, radio-sources stellaires trés compactes, séparés par une distance
angulaire de 10" , avaient les mémes propriétés optiques.

Sur la figure 10.15, on a représenté la géométrie d’un tel mirage, dans le cas simplifié oii la masse
déviante est située au point C et ol I'objet stellaire ponctuel A, se trouve sur la droite CT qui relie C
i I'observateur terrestre T . L'angle de déviation « et I'angle #;, sous lequel T voit I'image A; , sont
faibles et reliés par I'équation approchée :

|| = |8 + |6, avec b= (D, - D.)|f;| =D.|6

dans laquelle D, = A,T et D, = CT.On en déduit :

181] = ] 2
i|=|a|l = avec a=
I Da
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o e

Fia. 10.15.

On pourrait retrouver ce résultat directement, i 1'aide du principe de Fermat en optique et de I équa-
tion de la trajectoire d'une particule de masse nulle :
1
af = (1-")ar-
r 1—rs/r
Il en résulte, en infroduisant le chemin optique élémentaire d L = cdt, qui n’est, rappelons-le, que la
durée de propagation exprimée en métre, compte tenu du facteur de conversion ¢ :

dr
dL=cdr= 1= rs/r

drt=0

Comme rg < r, cette expression devient :
Ty
drmdr(1+7)
r
1l suffit alors d’exprimer I'intégrale curviligne L le long d’une trajectoire hypothétique, entre 1’objet A,
et I'observateur en T, en fonction de la distance b = CT, et d’appliquer le principe de Fermat, selon
lequel la trajectoire réelle est celle qui réalise une valeur minimale de L{b) :

dL

S _ 0 avec L=/ (1+E) dr=A9.’+IT+rsf ar

db A r o T

On retrouve alors le résultat précédent (cf. Exercices). Compte tenu de la symétrie axiale, I'image de
I"étoile-objet A, est un annean de rayon angulaire |6;|, appelé anneau d’Einstein.

IV. — DECALAGE SPECTRAL D’ORIGINE GRAVITATIONNELLE

Lorsqu’une onde €lectromagnétique monochromatique se propage dans un champ de gravitation,
on constate que sa fréquence » change et que le décalage spectral, associé i ce changement, est direc-
tement relié au champ de gravitation.

IV.1.— Onde lumineuse le long d'un champ de gravitation
a) Décalage spectral dans un champ de gravitation uniforme

Considérons une source lumineuse §, qui émet une onde lumineuse monochromatique, selon la
direction du champ de gravitation G , uniforme, produit par une certaine distribution de masse, dans un
référentiel galiléen R . L'onde est regue par un récepteur R placé 4 une distance H de § (Fig. 10.16a).
MNous nous proposons d’établir la relation entre la fréquence », de 'onde €mise par la source et celle
v, de l'onde recue par le récepteur.

D’aprés le principe d'équivalence, ce probléme est localement analogue & celui posé dans un réfé-
rentiel R’ , d’accélération égale & —G par rapport & R .
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Source § 2= Source §
: %j ----- 5 [® %g ----- h
v ] v i
i | g=0 b
| & Kl
oI® i JIE R W 4 I
Récepteur Récepleur
a) b)
FiG. 10.16.

Adoptons comme origine des temps, 1'instant d’émission de la lumiére par S . A cet instant, la
vitesse de § par rapport & R est nulle. Au bout de la durée 7 nécessaire i la lumiére pour atteindre
le récepteur R, cette vitesse par rapport & R, qui est aussi celle de §, vaut selon 'axe descendant
GH/c, H/c étant la durée parcourue par R pendant la propagation du signal électromagnétique depuis
8 jusqu’a R. Par conséquent, le signal émis est re¢u 4 I'instant + = H /c, lorsque le récepteur a une
vitesse de rapprochement par rapport i la source égale &4 v, = GH/c. D aprés la formule de I'effet
Doppler-Fizeau (cf. chapitre 3), la fréquence du signal que le récepteur regoit différe de celle émise par
5, selon la formule approchée suivante :

v GH
ol

==

- ;
ALV &' soit
Vs c c Vs

Ainsi, la marche d'une horloge dépend du champ de gravitation dans lequel elle se trouve.
Remargues : 1) Le décalage spectral précédent peut s’exprimer aussi, en fonction de I'énergie £, = hy
du photon associé 4 1'onde électromagnétique de fréquence » :
V= Vs _ Eyr = Eqs _ GH
Vs E s c?
2) La relation entre les fréquences »; et v, est parfois établie en effectuant un bilan

énergétique sur le photon, comme on le ferait sur un objet newtonien, de masse hy,/c?
dite masse en vol du photon :

by = oy + "2 GH
&

Nous avons écarté une telle démonstration, d'abord pour éviter ce concept hypothétique
de « masse en vol » du photon, qui change de § & R en passant au cours de la chute
de hvg/c® 4 he./c?, ensuite pour ne pas masquer I'effet Doppler-Fizeau, lequel joue
un réle essentiel dans 1'analyse, enfin pour reproduire la démonstration faite par Einstein
lui-méme.

b) Décalage spectral en fonction du potentiel de gravitation

1l est judicieux d’exprimer le décalage spectral en fonction du potentiel de gravitation @, lequel
apparait naturellement dans I’expression précédente puisque (cf. Mécanique) :

GH=90, - @,
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On trouve alors :

P,—V_g:_q]!—q]; ou bien 1?—1}~¢r—¢s

vy fcs T, 2

en fonction des périodes T, = 1/v, et T, = 1/p;. Les relations précédentes, en fonction du poten-
tiel &, sont satisfaites évidemment, méme si le champ de gravitation n’est pas uniforme.

Dans le cas important ot le champ de gravitation est créé par une distribufion de masse,  symétrie
sphérique, de rayon R, on trouve, en désignant par M la masse de cette distribution et A la hauteur
au-dessus de la surface :

vr— vy P -®; GM (1 1 soit pr— ¥y GoH
v, ¢2 ~ ¢ \R R+H v,  cX1+H/R)
puisque, & 'extérieur, ®(r) = —GM/r, et, sur la suface, au niveau du récepteur, le champ vaut
Go = GM¢/R?.

c) Application & la correction de relativité générale du GPS

Dans sa publication originale de 1911, Einstein appliqua le résultat précédent au potentiel de gra-
vitation produit par le Soleil, en un point de sa surface, & une distance Ry de son centre, et en un point
de la surtace de la Terre, i la distance Ry + ST ol est placé le récepteur. Il trouva :

q:', - @g o q](Rs +ST} - ‘I'(R_g} - ‘I'(Rs} o GM s _Is
3 c? T & T Ree? T 2Ry

en introduisant le rayon de Schwarzchild rs = 2GMs/¢* eten négligeant ®(Rg + ST) devant ®(Ry).
Il en résulte :

- 2,94 x 10°

Yo ¥ o Ts __ S xT = -2,13 x 10~°

vy 2Rs 2% 0,69 x 10°
Dans les systémes de radionavigation par satellite, essentiels pour 1’ atterrissage des avions et le guidage
des bateaux, tels que le GPS américain ou son équivalent européen Galileo (cf. chapitre 3), la préci-
sion sur la détermination des durées exige que 'on prenne en compte ce décalage spectral. Il vient, en
désignant par H 1'altitude des satellites au-dessus de la Terre (masse My et rayon Ry ) :

T,-T, & -®  GMr[1 1 GMy 1
R Ri+H 1+H/Rr

TR

T, 2 T 2

ce qui donne, & une altitude H = 20200 km :

I,-T, G,GTXIO_IIXGXIUM( 1

~ - ~ 5,4 % 10710
T, 6,4 x 10° x 9 x 101 1+2u,2,fﬁ,4)

Sur une durée de 1 min , I'horloge satellitaire avance de 32 ns sur celle du récepteur sur la Terre, ce qui
implique une variation de position d’environ 9,7 m ! Ainsi, 'avance gravitationnelle est plus grande
que le retard de 5 ns lide a la vitesse des satellites (cf. Lecon 3). L'erreur de 27 ns que 1'on ferait
en négligeant ces deux corrections relativistes, de signes opposés, entrainerait une imprécision dans la
géolocalisation de 8,1 m! On tient compte des deux corrections relativistes en diminuant légérement la
tréquence des horloges au sol.



Relativité générale 263

Remarque : En ne tenant pas compte de la rotation propre de la Terre, les deux erreurs relativistes se
compenseraient i 1'altitude H telle que :

I,-T, 1 v? T, -T, GMy 1
= — =]l&==—— et . P —
T, ¥ 2c? T, Ryc? 1+ H/Ry
ce qui donne, puisque GMy/Ry =17 :
2 2
v v 1
et 1) =0 soit H=R
22 c2( 1+H,~‘RT) soit T

IV.2.— Expérience de Pound et Rebka

En 1959, les physiciens américains R. Pound et G. Rebka ont eu 1'idée de se servir de I'effet
Massbauer (cf. chapitre 8), ¢’est-i-dire de 1'émission sans recul de rayons 7, i la suite de transitions
de noyaux atomiques insérés dans des structures cristallines, pour tester sur Terre la validité de la théorie
d’Einstein sur la gravitation. En effet, les raies du spectre du rayonnement émis sont alors extrémement
fines, ce qui permet de faire des mesures trés précises.

Ils utilisérent un rayonnement y , d'énergie 14, 4 keV , émis selon la verticale descendante par une
source radioactive de noyau de fer 57 (cf. chapitre 8), placée a une hauteur H = 22,6 m au-dessus du
sol, 14 on se trouvait un photomultiplicateur détectant le rayonnement incident (Fig. 10.17). La variation
relative de fréquence est donc la suivante :

v, — ¥ GoH 9,81 x22,6

= = ~2,5% 1070
v, c2(1 4 H/Ry) 9 x 1016

sachant que Ry = 6,4 x 10°m et Gy =~ 9,81 m-s~2.

Pour mettre en évidence cette trés petite variation de la fréquence, ils eurent I'idée de communiquer
un mouvement d’éloi gnement de la source par rapport au récepteur, afin de compenser, par eftet Doppler-
Fizeau longitudinal (cf. chapitre 3), la variation relative de fréquence due a la gravitation. On a, alors, si
v, désigne la vitesse d'éloignement de la source :

(Ap) +(A") —0 dot HiY_g o 4--%H
[r3 DFL

v v ct C C

Dans cette expérience, I'ordre de grandeur de la vitesse v, €tait, en valeur absolue :

9,81 x 22,6

3% 108 = 0,74 pm-s~!

|ve| =

La mesure précise de v, permit de tester cette prévision théorique et donc de confirmer I'influence de
la gravitation sur 1’ énergie du rayonnement.
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57
Source _ Fo 'EQP
| 3
i
i Photomultiphcateur P o g
i Etoih:{ _________________ @
Récepteur ; / “.__~ Rayonnement Observateur
Emis
FiG. 10.17. FiG. 10.18.
IV.3.— Décalage spectral vers le bleu ou vers le rouge ?

Lorsqu’on observe le rayonnement électromagnétique émis par une source stellaire (Fig. 10.18),

située 4 une distance d ,le champ de gravitation qu’elle crée est opposé au rayonnement. On a donc :
- d A=A d
o 94 g gy MA_9d

c? 2
Le décalage spectral se produit donc vers le rouge. Aussi est-il appelé communément redshift (décalage
vers le rouge en anglais). Il fut observé, pour la premiére fois en 1927, par J. Evershed, en analysant les
raies émises par des jets de plasma provenant du Soleil.

Vy

L'influence de la gravitation solaire sur la fréquence des ondes électromagnétiques a été soigneu-
sement testée en 1971. Des ondes centimétriques émises par les radio-télescopes de 'Haystack (MIT,
Etats-Unis) et d'Arecibo (ile américaine de Porto-Rico) ont été envoyées vers les planétes Mercure,
Mars et Vénus. En analysant les ondes réfléchies, on a constaté que 1'accord avec les prévisions était, 1a
encore, excellent.

V.— COSMOLOGIE

La cosmologie, ou discours raisonné sur le monde ordonné, est I'étude de la formation et de 1'évo-
lution de la structure de I'Univers, et donc des lois physiques qui le régissent. Elle tient une place sin-
gulizre en physique, car son objet, I'Univers, unique par définition, rend inopérant le critére habituel de
crédibilité en physique que constitue la reproductibilité expérimentale. Depuis la théorie de la gravita-
tion d’Einstein, la démarche scientifique en cosmologie consiste essentiellement & imaginer des modéles
d’'Univers et & comparer leurs implications aux observations. Cette confrontation et la réfutation éven-
tuelle de ces modeles et des lois fondamentales sous-jacentes en font une science i part enfiére, pourvu
évidemment que ces lois gardent leur universalité, comme 1'exige la démarche scientifque. Il en ré-
sulte que la cosmologie présente principalement deux aspects :

i) le premier est I’accumulation de données observationnelles,

i) le second est |'interprétation de ces données i 1'aide de modéles cohérents d' Univers.

V.1.

Données observationnelles
a) Etoiles, galaxies, amas de galaxies, super-amas

Depuis la Terre, qui est I'une des huit planétes orbitant antour d'une étoile proche, le Soleil, I'ob-
servation attentive du ciel montre que 1'Univers visible est formé d'un nombre considérable d’étoiles
analogues au Soleil : environ 10'? soit mille milliards d’étoiles. La distance de 1a Terre au Soleil étant
de 1,49 x 10" m, la lumiére met environ 8 min pour nous parvenir du Soleil. On mesure cette dis-
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tance D par triangulation, ¢’ est-A-dire & partir de I'angle # que font entre elles les directions des droites
715 et T»§ qui pointent le centre du Soleil, depuis deux points T et T de la Terre (Fig. 10-19a) :
T

D=
2

 Plan de Iécliptique

Co
i

b)
Fic. 10.19.

En astrophysique, les distances sont généralement exprimées en parsecs, bri¢vement pc : le parsec
(mot formé a partir de parallaxe et de seconde d’arc) est la distance 4 laquelle le rayon de 1'orbite
terrestre est vu sous un angle de 1 seconde d’arc (Fig. 10.19 b) :

ST 1,49 x 10'!

lpe="n =22 X 0
=1 = 5x10-8

=3,085677 x 10 m soit 1pc~30Pm (pétamétre)
On utilise souvent le mégaparsec 1 Mpc = 3, 0856 77 < 10?2 m et I’année-lumiére (al), laquelle est la
distance parcourue par la lumiére dans le vide en une année :

Tal =24 % 3600 x 365,25 % 3 x 10* = 0,946 x 10'®*m ou lal =0, 3066 pc

Au-dela du systéme solaire, les étoiles se regroupent pour former notre galaxie, dont la Voie Lactée
est 'image que nous en avons en observant le ciel (Fig. 10.20).Cette derniére a 1'allure d'une spirale
dont le diametre D, et I'épaisseur H,; valent en kiloparsec (kpc) :

Dy~ 12,5kpec et Hy ~0,3kpe
Les galaxies se regroupent  leur tour en amas de galaxies. Notre galaxie appartient au Groupe

Local constitué de la galaxie Messier 31 et d’une vingtaine de galaxies-satellites. La distance moyenne
entre deux galaxies dans un amas est de 'ordre de 0, 1 Mpc.

b) La fuite des galaxies

C’esten 1915, que I'astronome américain V. Slipher constata expérimentalement un décalage spec-
tral vers le rouge du rayonnement électromagnétique émis par plusieurs galaxies. Plusieurs années plus
tard, en 1929, un autre astronome américain E. Hubble publia une étude approfondie des résultats obte-
nus par des expérimentateurs pour en déduire une relation entre le décalage spectral relatif z du rayon-
nement émis par les galaxies et leur distance d 4 la Terre. Il obtint la loi simple suivante :

Ay = A AA
cz=Hyd avec z=""_""="" enposant AA=A, - A,

As As
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A z (décalage spectral)

024+

ja === 1O Kpe ---= Noyau
- } 011
L] 0.5 K :
Soleil - T pe
" ' —» dGpe)
e BKPE e 0 04 08 12

Fia. 10.20. FiG. 1021,

A, étant la longueur d’onde du rayonnement recu sur la Terre, A; la longueur d’onde du rayonnement
dans le référentiel 1ié a la source et Hy une quantité homogéne a I'inverse d'une durée que 1’on appelle
le coefficient d'"Hubble & I'instant présent. MNotons que A, est aussi la longueur d’onde dans le vide
de la radiation émise par une source analogue en laboratoire. La distance d est obtenue par diverses
meéthodes selon 1'ordre de grandeur.

i) Pour les distances telles que les distances Terre-Soleil et Terre- &« du Centaure, on utilise la
méthode de triangulation qui consiste & déterminer 1’ angle sous lequel on voit 1" astre depuis deux points
de la Terre de distance connue.

i) Pour des distances plus élevées, on s’appuie sur la relation entre J et la variation du flux lumi-
neux émis par un astre et détecté sur la Terre. Or, dans le cas des étoiles 4 flux variable, telles que les
céphéides, situées a des distances connues, on a pu établir la relation entre le flux qu’elles émettent et la
période de variation de ce flux que 1’on mesure. On en déduit alors la distance o .

Sur la figure 10.21, on a représenté z, en fonction de d , pour diftérentes galaxies. Historiquement,
on a exprimé le coefficient d’'Hubble Hy en km-s~!-Mpc—!, ou mieux, ce qui est plus commode,
dans I'unité Hygy quivaut :

10° 1
Higo = 100km- s~ -Mpc™' = = -1
100 SPC T 106 3,085677 x 1016 3,085677 x 1017 °
La valeur de Hig est souvent donnée en Gan™~!,le Gan étant le milliard d’années (Gigaou 10%):
1

_ o
= 77703 Can~' dob Hyg =9,77792 Gan

Hyp

avec :
1 Gan = 107 x 3600 x 24 x 365,25 = 3, 15576 x 10'°s

Les différentes méthodes de détermination de fy = Hy/Hyo ont donné jusqu'a présent des valeurs
voisines de 0,7 . La valeur la plus récente obtenue avec la mission européenne Planck en 2013 est :

Hy
= — == 0,673
ho Hypg

Hubble a interprété le décalage spectral cosmologique z, comme un effet Doppler-Fizeau longitudinal
apparent.

Rappelons 1'équation reliant la fréquence v, du rayonnement lumineux monochromatique regu
par un observateur, en mouvement longitudinal, i la fréquence », du rayonnement émis par la source
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(cf. chapitre 3) :

1/2
1—-8 v
Ve = Vg (m) avec ﬁ—z

v étant la vitesse d'€loignement du récepteur ou de la source. En fonction des longueurs d'onde
A=c/v, et Ay, =¢/v;,ona:

1 112 A=A - 1 12
- . . -

On voit que, si la source s'éloigne de la Terre (8 = 0), I'écart en longueur d’onde est positif. Ce
décalage spectral se produit, dans ce cas, vers le rouge, d’oii son nom anglais redshiff. De z, on déduit
aisément la vitesse d'éloignement selon :

(z4+1P -1

=B e r©

Notons que, pour les faibles vitesses (8 < 1) et donc pour des faibles valeurs de z, la relation
précédente se réduit & :
tI_(z+l}2—1 _ zlz+2) 2

= = e —¢ dol vecz
(z+1F+1 (z+ 1) +1 2

Exemples :
1) Le décalage spectral cosmologique relatif z pour une galaxie, située & une distance de 300 Mpc, est
d’environ 0,05. Dans ce cas, puisque z < 1 :

z=f doit v=0,05¢=15x% 10°m.s!

2) Pour des quasars, qui sont probablement des trous noirs super massifs ( 10° a4 10 fois la masse du
Soleil), z peut étre bien plus grand ; avec le quasar PC1158 + 4635, on atrouvé 4,73, d'oti :

C(z4+12-1 31,83

= = = 0,941
(t+1P+1°" 3383 ° ¢

v = fc

3) En 2004, on a pu détecté un rayonnement IR, provenant d'une galaxie lointaine, correspondant a la
raie H, del’atome d'hydrogéne dans I'UV, & 121, 6 nm , avec un décalage spectral relatif z égal & 10;
la vitesse de récession de cette galaxie est donc :

C(z+1P -1 120

= —ca=09836c

v=Fc=-—-—">—¢Cc=
P (z+ 1P +1 122

Comme 7 est directement relié i la vitesse d'éloignement des galaxies par rapport a la Terre, pour les
faibles vitesses, Hubble écrivit la loi reliant ¢ z & 4 sous la forme :

t.'=Hud

En réalité, cette loi fut prévue par le physicien belge 1'abbé G. Lemaitre, dés 1927, et interprétée comme
une dilatation ou d'une expansion de 1'Univers au cours du temps : 1'Univers « gonfle », précisément
les distances qui séparent les différentes galaxies augmentent lorsque le temps s’écoule. Ainsi, dans le
passé, les galaxies se trouvaient plus proches les unes des autres qu’aujourd'hui. Dans la suite, nous
appellerons loi de Lemaitre-Hubble cette relation entre vitesse v des galaxies et distance o .
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L'extrapolation cavalieére et donc trés spéculative de cette réduction des distances entre galaxies,
lorsqu’on remonte le temps, conduit 4 une singularité (taille de 1'Univers nulle et masse volumique
infinie), que Lemaitre appela imprudemment « atome primitif ». Un ordre de grandeur de la durée T qui
sépare I'instant présent de cette singularité, vaut, si 1'on admet évidemment que la théore est toujours
valable, méme si la masse volumique devient infinie :

1 I 997792

T ~ =3 =
HIJ hu Hmu 0. 673

Gan = 14, 5 Gan
Une détermination plus précise de cette durée, appelée durée de vie de I'Univers, adonné T ~ 13,7 Gan .

Des mesures spectrales sur le rayonnement des étoiles les plus vieilles, révélent une présence de
noyaux lourds radioactifs dans des proportions qui accréditent une telle estimation. L' application de la
loi de Lemaitre-Hubble a des mesures de grand décalage spectral relatif, tel que z = 10, donne une
distance d qui nous sépare de 1’objet céleste considéré de :

d=; = BT = 10,9836 x 13,7 =~ 13,5 Gal
0

La naissance d'un tel objet date donc de 13, 5 Gan , soitde 13,7—13,5 = 0,2 Gan , aprés la singularité.

Remargues : 1) L'expansion de 'Univers ne doit pas étre confondue avec une simple dilatation de toutes
les distances : seules les distances intergalactiques sont dilatées.

2) On utilise souvent 1'expression malheureuse big bang (grande explosion) pour dési-
gner la singularité ; rappelons que cette expression a été utilisée pour la premiére fois par
I'astrophysicien F. Hoyle, en 1949, précisément pour ridiculiser les adeptes d'une théo-
rie non stationnaire de 1'Univers.

c) Rayonnement du fond cosmologique

Vers la fin des années 1940 et an début des années 1950, G. Gamow, R. Alpher et R. Herman firent
une prédiction extraordinaire sur I'existence d'un rayonnement cosmologique 1sotrope caractéristique
d’un corps noir dont ils estimérent la température & quelques degrés K. Ce rayonnement du fond diftus
cosmologique fut découvert plus tard en 1965, par hasard, par les physiciens américains A. Penzias et
R. Wilson, auxquels le jury Nobel accorda le prix en 1978.

La valeur de la température du corps noir associé a été depuis déterminée de fagon précise par
le satellite COBE (COsmic Background Explorer) en 1993 (Fig. 10.22), en mesurant la fréquence du
maximum de la luminance spectrale L, , qui est le flux lumineux (en femtowatt) par unité de surface (en
meétre carré ), par unité d'angle solide (en steradian) et par unité de fréquence (en hertz) (cf. Optigue). La
fréquence de ce maximum est reliée i la température T par la relation suivante (cf. Thermodynamique) :

Vin

T 5,819 10°Hz K™ dlon T P

5570 . o — 2 728K puisque vy ~ 160 GHz

Ce rayonnement est celui émis par I'Univers primordial 380000 ans aprés la singularité.
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Remargues : 1) Le succés de la mission COBE a valu le prix Nobel aux deux astrophysiciens J. Mather
et G. Smoot, responsables des instruments de mesure.

2) Les astrophysiciens appellent habituellement brillance la luminance des sources stel-
laires.

3) Tres souvent, les expérimentateurs considérent, non pas la luminance spectrale par
hertz L, , mais la luminance spectrale par mm de longueur d’onde L, , ces deux fonctions
étant différentes. La longueur d'onde A,, pour laquelle L, est maximale est reliée a la
température T par :

2898
AT = 2898 pm.K dod T == A = 2, 728K puisque Ay~ 1,06 mm

L'expérience a montré que le rayonnement présentait une légére anisotropie que 1'on a
attribuée avec succés au mouvement de la Terre, & la vitesse de 365 km.s~!, par rapport
a un référentiel dans lequel un tel rayonnement est isotrope.

Rappelons que le maximum de la luminance spectrale L, ne s’obtient pas & partir du
maximum de la luminance spectrale L, , en remplagant A,, par ¢/v, (cf. Thermodyna-
migue).

d) Métrique FLRW

Cette métrique fut proposée, pratiquement en méme temps, par les quatre astrophysiciens A. Fried-
mann, G. Lemaitre, H. Robertson et A. Walker, d’oli son nom ; le premier est russe, le second est belge
et les deux derniers américains. Le carré de I'intervalle entre deux événements voisins, exprimé en co-
ordonnées sphériques ( r, #, ¢ ), prend en compte la courbure K de 1'espace, homogéne & 1'inverse
du carré d’une longueur, et fait apparaitre un facteur d’échelle a(r) :

dr
d.rzzczdfz—az(r}(l Krz+r2dﬂ2) enposant d{)’ = @ +sin’ 6 d ¢

51 K est nul, la métrique, alors plate, se réduit a :
ds? =cFdP —a*(r) (dr* + 7 dP)
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Si K n’est pas nul, il est naturel d’introduire le facteur de courbure k = K/|K| et la coordonnée radiale
réduite 1 = r|14{|1’J2 .11 en résulte 1'expression suivante du carré de I'intervalle d’espace-temps :

dgn?
d0?
kT )

ce qui §'écrit aussi, en introduisant la distance d’échelle R(t) = a(f)|K|~'/? :

ds* = c2de — (1)K~ (

dsf =c2de? = RYn) (:fqz + 97 dﬂ?)

Le facteur de courbure k ne peut prendre que deux valeurs :

i) k = 1,1'espace-temps est de courbure positive : 1’ Univers est dit fermé,

ii) k =—1,1espace-temps est de courbure négative : I'Univers est qualifié d'ouverr.

Le paramétre 7 qui apparait dans I'expression de la métrique est appelé le femps cosmigue, en
raison de la contribution spécifique des coordonnées spatiales en RG ; la durée élémentaire dr coincide
avec 'invariant d = = ds/c, qui est la durée élémentaire mesurée par un observateur d’un systéme de
référence, dit comobile, dans lequel les coordonnées 7, # et ¢ restent constantes :

Les différentes expressions du carré de l'intervalle d'espace-temps, dans la métrique FLRW,

peuvent étre mis sous une forme générale qui les englobe :
i) Espace-temps de courbure positive (k= 1)

ds* =ctdrf = RY() (% + 1 dﬂz) =cdrf = Rr) (dy* +sin” y d0F)

en posant 1§ =siny, puisque dyp=cosy dy et | — 5* =cos’ y.
i) Espace-temps de courbure négative (k= —1)
dn?

ds* =ctdr* - R*(1) (W + 1 dﬂ?) =c*dr’ — R'(1) (dx" + sinh’ y d07)

en posant 1 =sinh y , puisque d = coshy dy et 1 + 52 =coshzx.
Le cas singulier d'un espace-temps plat (K = 0) s’écrit aussi :
ds* =2dr —a’(1) (A + 7 d@P) = 2d? = R (1) (dx* + x° dOP)
ol [y est une longueur arbitraire :

r

Iy

Finalement, le carré de I'intervalle d’espace-temps peut se mettre sous la forme générale suivante :

ds* =Ad — R r) [dy* + Si(y) 497

X= et R(r)=al)ly

avec :
Si1(x) =siny S_1(x) = sinhy et Soly) =x

On écrit parfois le carré de l'intervalle autrement, en conformiré avec la métrique de la RR. En
effet, si on pose Ry = R(fy), a I'instant cosmique f, pris comme instant de référence, on obtient :

2
ds* = [%ﬂ [czdef— (1 d_f,?z +q dm)]
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en introduisant la durée élémentaire conforme d®, = [Ro/R(r)] dr. La durée conforme ®,, ou remps
conforme, qui s’ est écoulée entre les instants cosmiques fp et r, s obtient alors par intégration :

']
du
6. r |
‘ Ty R(u}
1l est judicieux d’introduire aussi une durée élémentaire d ®, directement reliée & 1'expansion
relative dR/R :
H

R dR
H=—- donmne — =Hdt=H;d®, avec dBO,=— dr
R R Hy
En intégrant, on obtient "expression suivante de la durée ®, ou temps d’expansion :

L'instant du big bang, défini par un effondrement progressif du rapport R(r)/R,, tend alors vers
-0, ce qui présente 1'intérét d'éviter toute interprétation abusive en affectant au big bang les caracté-
ristiques d’un hypothétique instant initial de la création.

V.2.— Modile cohérent d*Univers

a) Equations de Friedmann-Lemaitre

En 1922, Friedmann publia deux équations fondamentales auwxquelles satisfait la distance d’échelle
R, lorsqu’on assimile, 4 grande échelle, 1'Univers dun fluide homogéne et isotrope, de masse volumique
p et de pression p . Ces deux équations furent généralisées en 1927 par Lemaitre, en prenant en compte
la contribution du rayonnement électromagnétique.

On obtient ces équations généralisées en explicitant, dans le cadre de la métrique FLRW, les deux
premiéres composantes de 1’équation tensorielle d’Einstein (cf. Annexe 2) avec constante cosmolo-
gique : -

Gij — Agyj =kE; avec k= a

Cette constante cosmologique fut introduite par Einstein en 1917, comme une extension de son équation
tensorielle initiale compatible avec le principe d'invariance de la relativité générale. Elle fut abandonnée
en 1929, puis réintroduite bien plus tard, dans les années 1990, pour interpréter 1'accélération observée
de I’expansion de I'Univers. Sa valeur est d’environ 107> m~2 . Notons que la longueur caractéristique

associée vaut
Ih=A""2 % 10%m
ce qui est curieusement de 1'ordre de grandeur de la taille actuelle de I'Univers obtenue a partir de
I'estimation de sa durée.
On a, d'aprés la métrique : R
=1 t = —
Boo € £u [y

En outre, une analyse poussée permettrait d’établir les expressions sulvantes des premiéres composantes
de I'équation tensorielle. D"une part :

o2 _ PR
Ew = pe 1’511—1_11"':'_2
D’ autre part :
IR 3k k+2RR/c + R2/c?
Gy=——+— Gy=——o— 1" "I~
w=pate i [k
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Il en résulte, en explicitant 1’équation tensorielle précédente :

. w g
3R2+3k_A=SwGPcz ot _ k+2RR/e +R2;8+A R? _8aG pR?
R:2 R2 ct 1 - kn? 1 — kn? ct 1 —kn?
SOIt :
2 2 - 2.2
R 8mG k2 A R k? R 3 8wG
(E) =3P ety o ‘zﬁ‘ﬁ‘(ﬁ) tAC ==
En sommant ces deux derniéres équations, on obtient une nouvelle équation qui ne contient ni R/R
nk:
R 4nG Al
R™ 32 PCER Ty

Le systéme est donc régi par les deux équations suivantes :

(R)Z_SwG ke A R 4nG
3) =Fe-T 20

A
TP RT3 % T Taa Wt

Remarques : 1) Il existe plusieurs écritures équivalentes de 1’équation tensorielle Gy — Agy = kEj
qui dépendent de trois choix de signes, le premier sur la signature de la métrique (ici
+ — ——), le deuxiéme sur le signe placé devant Gy; (ici + ), le troisiéme sur celui qui
est placé devant le coefficient positif & (ici + ).
2) Pour justifier I'introduction de la constante cosmologique A , Einstein s’ appuya sur la
nécessité d’ ajouter une constante analogue — Ay ® & 1'équation de Poisson A® =47 Gp ,
a laquelle satistait le potentiel gravitationnel (cf. Mécanigue). En effet, dans 1"impossibi-
lité de trouver une solution non nulle pour le potentiel créé par une distribution infinie et
uniforme, de masse volumique py , ce terme supplémentaire donne la solution non nulle

@ = (47G/Ax)po

b) Signification énergétique du facteur de courbure

On peut donner une signification énergétique au facteur de courbure k a partir de I’analyse newto-
nienne d’un modéle simplifié d’Univers. Pour cela, considérons un volume sphérique, dont le rayon R
est trés supérieur i la distance g qui sépare en moyenne deux galaxies, mais trés inférieur i la taille U
de I'Univers (Fig. 1023): g R U.

" Taty = ®
. .
. v

.
.

Fi1G. 1023,

Admettant que la masse volumique de I'ensemble galactique, de masse totale M, soit uniforme,
on a évidemment : M = (4/3)7R%p .
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L'énergie mécanique du systéme de galaxies a pour expression :

1
470G e 2

2
E=E&+E ave ssz_p%df-- et & =—

Or, d’aprés la loi de Lemaitre-Hubble, v = Hr, r étant la distance qui nous sépare d’une galaxie. Il
vient donc, en admettant 1"hypothése d'un nombre suffisant de galaxies dans le volume considéré :

& = [p—41ﬂ‘ di“—4'ﬂ'p—[ rdr—4ﬁ'p R"’——MHZRZ

Comme 1'énergie potentielle de gravitation d'une telle distribution volumique sphérnque uniforme est
(cf. Mécanique) : £, = —(3/5)GM* /R ,1'énergie mécanique de I'ensemble a pour expression :

e=2mit— 3 uidonne & _2GM 10 £ _8nG 10 £

10 5R e R R T3MrR- 3 T3 ur

En identifiant cette derniére équation 4 la premiére équation de Friedmann-Lemaitre, sans constante
cosmologique car négligeable, on trouve :

0 £k A L
MR~ R M T I ua

d’oi1 la relation étroite entre le facteur de courbure k et I'énergie mécanique £ du systéme de galaxies.

c) Energie sombre

Le concept d’énergie sombre (ou noire) s’introduit naturellement en transposant, dans le second
membre de 1'équation tensorielle d’Einstein, le terme contenant la constante cosmologique. En effet :

. A At
Gij =k (Ej + pac’gy) o pacdt = — =z
a les dimensions d'une énergie volumique. Depuis la découverte de "accélération de I’expansion de
I'Univers en 1998, par 5. Permlutter, B. Schmidt et A. Riess, ce qui leur a valu le prix Nobelen 2011, on
a interprété la constante cosmologique comme la manifestation locale d’une énergie sombre volumique,
ou énergie noire volumique, concept jusqu’ici inconnu en physique, d’ ol son nom.

L énergie volumique sombre pac’ est trés faible et donc souvent négligeable. En effet :

CAS 1077 x (3 x 108

=0,5%x 107" Jm™?
T 827G 87 x 6,67 x 10-11 m

PAC
alors que pour la Terre, par exemple, pc? = 5,5 x 107 x 9 x 1016 =0,5 x 10% J.m—?
Dans le modéle d"Univers en expansion de Friedmann-Lemaitre, I’équation :

R A7 G Ac? A7 G
7= 3a P +30) + - =~ 35 (p” +3p — 2pac?)

tait apparaitre aussi 'énergie sombre volumique sous la forme d’un terme énergétique supplémentaire
qui s'oppaose i 1'action combinée de I'énergie de masse volumique et de la pression.
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Remargues : 1) La tentative d’ attribuer cette énergie sombre an vide, dans le cadre quantique (cf. Quan-
rigue), aboutit 4 une aporie, comme le montre le rapport entre A et une grandeur, de
méme dimension physique, associée au vide, I'inverse du carré de la longueur de Planck
= 10"%m :

A 1077

E.P_z 1n-—"0

=~ 10712

2) La présence de la constante de Newton G dans la définition de 1'énergie sombre volu-
mique nous interroge sur le plan épistémologique. C’est probablement pour cette raison
que certains astrophysiciens éludent I'interprétation énergétique de A, considérant qu’il
s'agit simplement d'une constante qui s'introduit naturellement dans les équations de la
RG.

3) Le qualificatif noire, utilisé pour désigner 1'énergie sombre associée i la constante cos-
mologique, exprime notre ignorance sur sa nature précise, mais en aucun cas un quel-
conque rapport avec le corps noir qui, lui, doit son nom & son aspect & 300 K (cf. Ther-
modynamique).

d) Analyse thermodynamigue du modéle de Friedmann-Lemaitre

Les deux équations fondamentales précédentes, issues du modeéle FLWR, admettent une intégrale
premiére en relation avec le premier principe de la thermodynamique. En effet, la premiére équation
s'écrit :

. 8w Ac?
R+ ke? = L PR + —R2 d’oti par dérivation 2RR = —d(pRz}dI +ZTRR

Si I'on remplace R issu de cette derniére équation dans la seconde équation de Friedmann-Lemaitre,
on obtient :

2z
23[ {pc +3p)R+ AiR 87G d(pR") | ) A pi
3 dr 3
ce qui donne, en simplifiant :
2
R[~(oc? + 3p)R] = (o) soit RICTRD | g~ _pr

Finalement, on trouve :

d(p*R*) = —pd(R®)
Pour interpréter cette égalité en terme énergétique, il suffit de multiplier ses deux membres par 4 /3 :

4R pc? 4w R?
4(75%) = e (%)

Le terme de gauche représente la variation d’énergie interne d'une boule, de rayon R, et celui de droite
le travail des forces de pression sur cette boule. Cette équation exprime le bilan du premier principe de
la thermodynamique appliqué & un boule de rayon R, an cours d'une évolution adiabatique (cf. Ther-
modynamique).

¢e) Modéle vraisemblable d’Univers

A Iinstant présent, les équations de Friedmann-Lemaitre s’ écrivent :

p (R _ 876G _kc2+A1:2 o (B _ _47G +3}+Ac2
=\R),” 3 RT3 R), T 3z (P 3
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Il est commode d’écrire la premiére équation en introduisant les grandeurs réduites (sans dimension)
sulvantes :

8rG kee? A
Qm:—zpu:ﬂ ﬂk:_z_ QA:_z
3Hj Pcp H;R; 3H,
peo = 3H; /(8w G) étant une masse volumique critique & 1'instant présent. On a alors :
O+ +00=1

On peut aisément estimer p.o . En effet, comme Hy =~ 0,673 Hyy.,ona:

3Hy  3hiHL, 3 x 0,673 27 3
_ _ - ~8,5 %102 kgm"
PO=8aG =~ 8aG 8 x 6,67 x 10-11 x (3,08567 x 1017]2 L

solt en nombre de nucléons par unité de volume :

peo _ 8,5x 107

m, 1,67x10-7

pep=nym, doll nyp= m5m?

Quant i la seconde équation de Friedmann-Lemaitre, on 1'écrit souvent, en introduisant le facteur
de décélération g, sans dimension :

ce qui donne :
2 4mG . 4 A _ 4wG, , At
GH" = == 5 (pc" +3p) 4+ 0w g= (e +3p) - 5
On a donc, 2 I'instant présent, en introduisant le facteur wy = p/(poc®) :

Qi1+ 3w,
@:¥_ﬂﬁ

Des mesures récentes (2013), effectuées par la mission européenne Planck, accréditent les caractéris-
tiques suivantes de 1'Univers :

pLpd Q=0 0, =031
On en déduit :

3HZ Q,
Q=069 Ax""0,=1,1x107m™? et qumT"“_nﬁz—o,sss
[N

Finalement, 1'Univers serait :

i) sans facteur de courbure, c¢’est-a-dire plat ( k = 0),

i) avec une contribution de la matiére ( {}, = 0,31), trés supérieure a celle du rayonnement
(p < pc®), mais environ deux fois plus faible que celle associée i 1’énergie noire : £y ~ 0,69 ,

iii) en expansion accélérée ( gy = —0,535),

iv) d’dge 13,7 Gan , depuis la singularité définie par 1’extrapolation de la loi de Lemaitre-Hubble.
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Jusqu’a présent, seule une partie de la matiére a pu étre détectée avec les moyens actuellement
i notre disposition, soit une contribution 4 {1, d'environ 4% . Il s'agit de la masse (baryonique) des
étoiles avec leurs planétes, des galaxies et autres superstructures, lesquelles sont constituées principale-
ment d’hydrogéne et d’hélium. La partie manquante, de 1'ordre de 27% , est appelée matiére noire ou
mieux matiére transparente. Ce concept fut introduit en 1933 par 1’ astronome suisse F. Zwicky pour in-
terpréter la grande différence constatée entre la masse de 'amas de galaxies Coma et la somme des
masses des galaxies qui le constituent. Bien plus tard, I’astronome américaine Vera Rubin constata,
elle-aussi, pour la vitesse des étoiles sifuées i la périphérie de la galaxie Andromede, une grande diffé-
rence entre la valeur mesurée de leur vitesse et celle déduite de la théorie de Newton. La nature de la ma-
tiére noire est encore mystérieuse ; on se demande si cette matiére ne serait pas elle-aussi baryonique,
mais difficilement détectable par les instruments actuels, ou si, au contraire, on ne devrait pas 1" attri-
buer & une nouvelle particule inconnue ; une autre solution consisterait 4 modifier les lois de Newton &
grande distance, la loi de gravitation universelle et méme la deuxiéme loi reliant force et accélération.

V.

a) Ondes électromagnétiques et ondes gravitationnelles

L'analogie entre 1'électromagnétisme et la gravitation a suggéré 1'existence d'ondes gravitation-
nelles semblables aux ondes électromagnétiques. C’est ainsi que Poincaré parle d’ondes gravifiques dés
1905. Cependant, ces ondes n'ont été prédites que par la RG. En outre, cette derniére prévoit, d’une part
une vitesse de propagation égale a ¢ , d’autre part des difficultés d’observation, car la constante de struc-
ture fine e, est bien plus grande que le facteur gravitationnel e, (cf. chapitre 8) :

2 & Gm2
q; [(dareq) 1 4 _1
=X =——"m=_— =7 3Ix10 et =L =0,6x10"

%= he hic 137 %= The

L’amplitude de ces ondes est donc trés faible : méme lorsqu’elles sont produites par de grandes explo-
sions (collisions d"étoiles par exemple), la perturbation de I'espace-temps sur la Terre reste infime pour
les détecteurs actuels ; actuellement, ces derniers ne pourralent déceler qu’une interaction entre deux
trous noirs ou entre un trou noir et une étoile & neutrons.

b) Réle du terme quadrupolaire du potentiel de gravitation

Contrairement au rayonnement électromagnétique qui fait jouer un réle essentiel au terme dipolaire
du potentiel électromagnétique (cf. Electromagnétisme), le rayonnement gravitationnel est dii principa-
lement au terme quadrupolaire. En effet, on sait que le potentiel de gravitation se développe 4 grande
distance selon (cf. Mécanigue) : b

BBy + D+ B, avee y=-G2 & =-GPFf @,-—-c>
r = 2rF

p ¢étant le moment dipolaire et D le moment quadripolaire de la distribution. Si P est un point de la
distribution de masse, on a :

M=/pdf" pzprPdf” D:/p[3(0P-r}2—r20P2]df"

Comme le rayonnement fait apparaitre la dérivée seconde du potentiel @ par rapport au temps, il vient
en dérivant deux fois @, r étant fixé et p indépendant du temps :

&M _Mdoc dz 0C
F_O et df2 _C“'z/ OoPd =0
puisque le systéme est isolé. Il en résulte que le terme quadrupolaire joue un réle majeur dans la propa-

gation des ondes gravitationnelles.
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c) Tentative de détection des ondes gravitationnelles

Dans le cas du pulsar PSR 1913416, étudié par J. Taylor et son éléve R. Hulse, dans les années
1970, la variation de la période d'émission électromagnétique a pu étre prédite avec une excellente
précision en attribuant cette perte d'énergie électromagnétique i 1"émission d'ondes gravitationnelles.
Ce résultat leur valut le prix Nobel en 1993,

Il existe actuellement plusieurs sites mondiaux de détection des ondes gravitationnelles dont les
principaux, VIRGO en Europe et LIGO aux Etats-Unis, utilisent comme instrument un interférométre
de Michelson (cf. Opiigue), a bras longs, capable de détecter un trés faible décalage de franges interfé-
rentielles, provoqué par une perturbation gravitationnelle de 1’espace-temps.

i) VIRGO (Réception des Ondes Gravitationnelles produites par des phénomeénes Violents dans
I"'Univers) Instrument franco-italien, construit a4 Cascina, prés de Pise.

. Laser Cavité de 3 km

Fic. 1024,

ii) LIGO (Laser Interferometer Gravitarional Wave Observatory), installé en deux exemplaires aux
Etats-Unis, I'un & Hanford (dans I'état de ‘Washington) et I'autre & Livingstone en Louisiane.

Sur la figure (Fig. 10.24), on a représenté un schéma de VIRGO. Comme ces perturbations sont
extrémement faibles et de fréquence de I'ordre de 1 kHz, les conditions & réaliser sont extrémement
séveres :

i) La puissance de la source laser doit &re de 1 kW , alors que les lasers courants que 1'on utilise,
comme source continue en optique, ont une puissance de quelques mW. Aussi utilise-f-on un miroir
de recyclage permettant de récupérer une partie de I'énergie fournie par la source et réfléchie par les
différents miroirs de I"interférométre.

ii) La fréquence du laser doit étre définie avec une précision relative Av/v = 10~%, alors que la
meilleure stabilité spectrale, connue i ce jour, est de 1071 sur un laser i ions néodyme (Nd-YAG), de
longueur d'onde A = 1,06 pm (proche infra-rouge).

iii) Les dimensions des bras doivent atteindre 150 km , ce que I'on réalise a 'aide de multiples
réflexions intermédiaires entre miroirs distants de 3 km .

iv) Le vide dans ces bras doit &tre trés poussé (pression inférieure & 107 Pa , valeur mille fois plus
faible que celle dans un microscope électronique ).

v) Les miroirs doivent étre solgneusement suspendus pour éviter tout vibration (déplacements in-
férieurs i 10~ 1% m).

vi) Enfin, il est nécessaire de réduire considérablement tous les bruits résiduels, notamment le bruit
associé i 1'émission des photons, selon la loi statistique de Poisson (cf. Electronigue).
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Malgré la trés grande difficulté de mise en ceuvre de ces installations gigantesques, des premiers
résultats de détection direcre d ondes gravitationnelles, attribuées & une collision entre deux trous noirs,
ont été publiés en février 2016.

CONCLUSION

Rappelons les résultats essentiels de la théorie d'Einstein sur la gravitation.

1) En raison de I'identité de la masse grave et de la masse inerte, la gravitation doit étre considérée,
non comme une force, mais comme une modification géométrique de I'espace-temps par la matigre.

2) L'analyse d’Einstein conduit d"abord & introduire les référentiels inertiels, dans lesquels le prin-
cipe de I'inertie est réalisé, et ensuite i affirmer que, pour exprimer les lois de la physique, aucun sys-
téme de référence ou systéme de coordonnées n’est privilégié.

3) L'équation covariante d'Einstein reliant le mouvement et la géométrie de 1'espace-temps est de
nature tensorielle : entre le tenseur géométrique [G] , courbure de l'espace-temps, et le tenseur d’énergie
[E] . on ala relation suivante :

87G
[G]=k[E] avec k=" =2,069x 10" N'
[

4) L'avance du périhélie de la planéte Mercure, la déviation de la lumiére par les étoiles, les mirages
gravitationnels, les trous noirs peuvent étre interprétés a 1'aide de la théorie d’Einstein, a partir de la
métrique spatiale i symétrie sphérique de Schwarzchild.

5) De méme, cette théorie permet d’expliquer le décalage spectral d'origine gravitationnelle.

6) Enfin, avec Einstein, la cosmologie est devenue une science i part entiére. Rappelons les for-
mules de Friedmann-Lemaitre avec la constante cosmologique A :

R 87Gp kSt AZ R 4G ke Af:2
(k) -T2-%+5 @ gm-saelem-gey

Ces équations, caractéristiques d’un Univers en expansion, permettent d'interpréter des données obser-
vationnelles décisives :
i) le rayonnement du fond cosmique & T = 2,728 K,
ii) la loi d'Hubble entre le décalage spectral relatif z, de nature cosmologique, et la distance d qui
nous sépare des galaxies :
1

-1
= 3085677 x 1017

CZZHud avec Hy ZﬁuHmu ot Hyge = 100 km - s L. M])C

Actuellement, on admet les valeurs suivantes du coefficient relatif d'Hubble &, et de la constante A :
hy=07 e A~10m2

La théorie d’Einsteln prévoit aussi la propagation, i la vitesse ¢, d'ondes gravitationnelles, que des
expériences, actuellement mises en ceuvre aux Etats-Unis et en Europe, tentent de mettre en évidence.

Retenons la différence essentielle entre les points de vue newtonien et einsteinien de la gravitation :
avec Newton, la suppression de la matiére et de 1'énergie laisse intact le cadre spatio-temporel ; avec
Einstein, cette suppression de la matiére et de 1'énergie fait disparaitre en méme temps 1'espace et le
temps.
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EXERCICES ET PROBLEMES

P10- 1. Boule de pétanque et balle de tennis

On se propose de comparer la chute dans 1'air, sur la Terre, d'une boule de pétanque (masse
mp = 700 kg, diametre 2K, = 7,6 cm) et d'une balle de tennis (masse m, = 58 g, diameire
2R; = 6,7 cm ) d'une hauteur de 2 m . On admet que la force de frottement visqueux est de la forme
Fy = —Av? (v/v),avec A = C;pS§/2, p étantla masse volumique del'air, S la surface des boules pro-
jetée dans un plan perpendiculaire & la direction du mouvement et C. un facteur de profil du corps égal
i 0,44 pour une boule.

1. En négligeant la poussée d’ Archimede due & 1"air, montrer que la vitesse v a pour expression :

v = vy tanh (ff)
't

1 étant une quantité que 1’on exprimera en fonction de m, g et A. Retrouver I'approximation de la
chute libre. Applications numeriques.

2. En déduire 1’expression suivante de la position x du centre de masse de la boule, le long de la
verticale descendante : 5
1
x= u In [cosh (g_)}
g T

3. Quel est 1'écart des deux boules lorsque la premiére atteint le sol ? Application numérique.

P10- 2. Effet de marée dans une cabine spatiale

1. Rappeler I'expression de la loi fondamentale de la dynamique, appliquée dun point A , de masse
m , dans le référentiel R* du centre de masse d'une cabine spatiale.

2. Quelle est la force de marée maximale qu'exerce la Terre sur un cosmonaute, de masse
m = 75 kg, de hanteur L = 1,8 m, dans une cabine orbitant antour de la Terre, & I'altitude de
f = 800 km au-dessus du sol terrrestre 7

P10- 3. Effet de marée dans un amas de galaxies

Une galaxie G, assimilée & un point A, de masse M), exerce un champ de gravitation en
différents points d’un amas de galaxies (G , assimilé a une distribution sphérique homogéne, de rayon
R, de masse M, et de centre Ca, situé i la distance 4 de A; .

1. Trouver 1'expression du champ de gravitation produit par 1'amas galactique & en un point de
sa surface ?

2. Exprimer, en fonction de M;, 4 et R, la valeur maximale de la différence du champ de gravi-
tation produit par G; en tout point de G2 .

3. Quelle doit-étre la distance d pour que I'effet de marée dans G5 neutralise " attraction gravita-
tionnelle 7 Comparer d et Ry pour Mz =2 x 10° M; .
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P10- 4. Grandeurs fondamentales de Planck

On considére les grandeurs fondamentales suivantes : la constante d'Einstein ¢, la constante de
gravitation G et la constante de Planck /.

1. Rappeler la valeur de ces constantes en précisant leurs unités physiques.

2. Trouver les dimensions physiques des quantités suivantes :

hG h he

c
Ql:c_J' szﬁ et QBZ?

3. Calculer la longueur de Planck [p ,la masse de Planck mp ,1'énergie de Planck &p ,la durée de
Planck 7p et latempérature de Planck Tp, définies selon :

hG\ he\ ' s Ip mp
j!P=(‘___—_,.) MP=(E) Ep =mpe TP=? TP:K

h éant la constante de Planck, fi = h/(27) et kg = 1,38 x 107 J.K~" étant la constante de
Boltzmann. Quelle relation simple existe-t-il entre 1'énergie de Planck et la durée de Planck ?

4. Comparer 1'énergie potentielle de gravitation d'une distribution sphérique de matiére, dont la
masse est celle de Planck et le rayon la longueur de Planck, i son énergie de masse.

P10- 5. Mirages gravitationnels

On observe 'image gravitationnelle que donne, d'une étoile-objet A, , située a la distance D,
d’'un observateur terrestre T, une masse ponctuelle M placée en C, sur la ligne de visée A, T, 4 la
distance D, de T .On désigne par b la distance qui sépare C du point [ situé dans le plan transversal
Oxy , perpendiculaire & 1'axe Cz ornenté selon CT . On peut considérer que la trajectoire lumineuse est
constituée de deux portions rectilignes, I'une issue de A, etl autre passant par T'.

1. Trouver, en fonctionde D, , b et d, = D, — D_, laquantité L. = A_IT.

2. Calculer, en fonction de d,, D, et b, la quantité :

[ dr 2GM
Ly =ry — avec ry=-—
AT F o

r étant la coordonnée radiale de la particule de masse nulle, comptée i partir de 1'origine C.

3. Enappliquant le principe de Fermat, montrer que 1’angle de déviation de la trajectoire lumineuse
vaut, en valeur absolue, |a| = Ay /b, Ay €tant une longueur que 1'on exprimera en fonction de rg.

Application a la déviation d'un rayon lumineux par le bord de la plangte Jupiter dont on rappelle
la valeur du rayon et celle de la masse, respectivement : r; =71, 7 % 10°m et M;=1,91 x 107 kg .

P10- 6. Déviation de la lumiére par le Soleil

Le Soleil, assimilé 4 un point § de masse Mg =2 x 10? kg, provoque la déviation d'un faisceau
lumineux paralléle incident provenant d'un objet trés éloigné.

1. Calculer, en seconde d’arc, 'angle de déviation d'un rayon lumineux passant & une distance du
centre § égale d r=1,4 x 10°m.
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2. En déduire que le Soleil fait converger les rayons lumineux, passant 4 une méme distance de S,
en un point F dont on calculera la position par rapport a § .

3. On dit que le Soleil se comporte comme une lentille de verre, avec une forte aberration sphérique.
Pourquoi 7 Quelle devrait-8tre la variation de r autour de sa valeur pour que la variation relative de
focale soit inférieure & 0, 001 ?

P10- 7. Décalage spectral gravitationnel d*une onde émise par le Soleil et détectée par la Terre
1. Trouver le décalage spectral, dii au champ de gravitation du Soleil, pour la rale H ,, , de longueur
d'onde A = 656,3 nm , qu'il émet.

2. Quel est le décalage spectral relatif, provoqué par le champ de gravitation terrestre, pour cette
méme raie 7 Commenter.

P10- 8. Loi d "Hubble et principe cosmologique

On se propose de montrer que la loi d’Hubble est compatible avec le principe cosmologique, selon
lequel il n'y a pas de position privilégiée dans 1'Univers. Pour cela, on considére trois galaxies dans
I'Univers Gy, G2, G3, en mouvement les unes par rapport aux autres.

1. Montrer que, s1 les mouvements relatifs de (; par rapport & &3 et de (3 par rapport & G3
satisfont & la loi d’Hubble, le mouvement relatif de G par rapport & G, suit aussi la loi d"Hubble.

2. Le point G3 représente notre galaxie, alors que G; Gz sont deux autres galaxies, dans les
constellations de la Grande Ourse et de 1'Hydre, situ€es aux distances sulvantes :

dy =9,18 x 10%*m diz =37,1 x 10¥ m

Les décalages spectraux relatifs sont z3; = 0,05 et z3; = 0,225 ; en outre, 'angle que font, entre
elles, les directions dy; et 4y est # = 90° . Trouver le décalage spectral z;3 .

P10- 9. Décalages spectraux cosmologiques

1. Le décalage spectral relatif d'un amas de galaxies, situé dans la constellation du Bouvier, vaut
z =0, 14 . En déduire la distance qui nous sépare de cet amas.

2. Trouver la distance du quasar double UM673 dont le décalage spectral relatif z vaut 2,72 .
Quelle est la distance qui sépare ses deux composantes, sachant leur distance angulaire est de 2,2
secondes d'arc ?

P10- 10. Bilan énergétique d*une sphére matérielle de rayon R

Une sphére, dont le rayon est la distance d’échelle R(r), contient une masse uniformément répar-
tie avec une énergie inteme volumique pc? . Elle est soumise de la part de I'extérieur i une pression
uniforme p(r) .

1. Appliquer le premier principe de la thermodynamique & la sphére matérielle, de rayon R, de
masse volumique p , soumise & une pression extérieure p . En déduire la relation suivante :

d[R¥(pc® +p)]  ,dp
dr _RJE
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2. Etablir la relation entre p et R, successivement pour p < pc® et p = pc /3. Calculer, dans
ces deux cas, le rapport des masses volumiques, lorsque R est multiplié par 10 ?

P10- 11. Force associée a la constante cosmologique

Une distribution sphérique uniforme, de masse M , crée en un point quelconque de 1'espace, i la
distance r de son centre, le potentiel gravitationnel @®(r) . Les équations d’Einstein, avec la constante
cosmologique A, donnent, dans I'approximation newtonienne, 1'équation différentielle suivante :

1 d d
AD =47Gp — Ad® avec A= 2dr (r‘zd—r)
p €étant la masse volumique et A = 10~ la constante cosmologique exprimée en SI.
1. A I'aide d’une équation aux dimensions, trouver I'unité physique SI de A ainsi que celle de
Ad.

2. Montrer que le champ de gravitation G présente deux contributions, 'une newtonienne attrac-
tive et I'autre cosmologique répulsive. Quelle est I'expression de cette derniére en fonction de r ?

3. Calculer ces deux contributions produites par le Soleil sur la Terre. A quelle distance du centre
du Soleil, ces contributions sont-elles égales ?

P10- 12, Paradoxe du ciel noir ou paradoxe d’Olbers

Le paradoxe du ciel noir peut tre formulé ainsi : pourquol, la nuit, le ciel est-1l obscur, malgré
la présence des étoiles, puisque, en supposant 1'Univers infini notre ligne de visée rencontre toujours
une &toile 7 Il est appelé aussi paradoxe d'Olbers, du nom de I'astronome allemand W. Olbers qui, en
1823, tenta de |'interpréter, sans succés, par I'absorption de la lumiére dans I'espace interstellaire, Une
maniére simple de lever ce paradoxe consiste & comparer la durée nécessaire 4 la lumiére pour parcourir
la distance qui sépare en moyenne deux étoiles a celle de 1'Univers qui estd’environ 13,7 Gan.

1. Sachant que la matiére est répartie dans 1I'Univers avec une densité n, d’environ cing nucléons
par métre cube, calculer la densité d'étoiles n, , telles que le Soleil, qui peuplent I'Univers.

2. Le libre parcours moyen d'un photon émis, puis diffusé par les étoiles, a pour expression

(cf. Thermodynamique) :
1
o n.wR2

n, étant la densité des centres diffuseurs et R, le rayon du centre diffuseur. Calculer sa valeur ainsi que
la durée moyenne 7 qui sépare deux collisions d'un photon avec une étoile. Expnmer cette durée en
Gan. Commenter. On rappelle les valeurs de la masse du proton, celle du Soleil, le rayon de ce dernier
et la valeur du Gan :

mp=16Tx107" kg My=199x10"kg Ry=0,69x10"m et 1Gan=3,156%10"s

P10- 13. Matiére noire dans une galaxie spirale

Les galaxies spirales peuvent tre schématisées par un disque et un noyau sphérique O, de masse
M, contenant pratiquement toute la masse de la galaxie. Cette hypothése est justifiée, car la densité
d'étoiles observées dans le noyau est environ cent fois plus grande que la densité i I'extérieur. Dans le
disque, chaque constituant A (étoile, nuage de dihydrogéne, etc.), de masse m, situé i la distance r du
centre (), est animé d'un mouvement circulaire uniforme de vitesse v .
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1. En appliquant la loi fondamentale de la dynamique & A, soumis a I'action de O, établir la
relation donnant v en fonction de M, et r, d'une part pour r plus grand que le rayon R, dunoyau,
d’autre part pour r < R, . Représenter v en fonction de r .

2. On mesure v par effet Doppler-Fizeau appliqué i la radiation électromagnétique, de longueur
d'onde A = 21 cm , caractéristique du spectre de 1'atome d"hydrogéne dans le domaine centimétrique.
Le décalage spectral maximal, pour un élément A observé, situé i la distance r = 3,46 kpc, a donné
v = 325m-s~!. Calculer la valeur de ce décalage déterminée expérimentalement. Comparer M, i la
masse du Solell My .

3. On constate expérimentalement que la vitesse v augmente d'abord proportionnellement & r,
Jusqu’a une valeur maximale qui ne vane pratiquement plus avec r . Il apparait une contradiction entre
I'observation et le modéle précédent. Laquelle ? On léve cette contradiction en supposant 1'existence
d'une distribution continue de mafiére gazeuse dans laquelle se trouverait plongée la galaxie. Cette
matigre est qualifiée de noire. Pourquoi 7

P10- 14. Modéle d’Univers non stationnaire d’Einstein et de Sitter

En 1932, Einstein et de Sitter publiérent un modéle d’Univers non stationnaire, sans facteur de
courbure, sans pression et sans constante cosmologique.

1. Montrer qu'un tel modéle satisfait aux deux équations suivantes :

8mG
H2=ﬂTp et pR=Cte

dans lesquelles H est le coefficient d’Hubble, p la masse volumique et R la distance d'échelle.
2. En déduire que R(r) varie au cours du temps f selon une loien £2/*.
3. Calculer la valeur constante du facteur de décélération g.

4. Trouver la variation au cours du temps du coefficient d’Hubble H(t) dans ce modéle.

P10- 15. Modéle de Weinberg de 1’expansion primordiale

Le modéle d'Univers de 5. Weinberg est adapté i 1'étude de 1'expansion primordiale de 1"Uni-
vers, ¢'est-i-dire au cas oi la distance d’échelle R(r) est suffisamment faible pour que 1'on puisse né-
gliger, dans les équations de Friedmann-Lemaitre, le terme cosmologique contenant A et le facteur
de courbure k. Dans ce modéle d"Univers primordial, les particules sont ultra-einsteiniennes ; 1'éner-
gie volumique pec? qui apparait dans I'équation de Friedmann doit ére remplacée par une quantité
w=A/R*, A étant un coefficient constant.

1. Montrer que R(f) est de laforme R(r) = Cwi'/?, Cy étant un coefficient constant.

2. La température T est reliée & w par la relation w = opT™* avec op = 0,756 x 1071 SI.
En déduire 1'évolution de 7 au cours du temps.

3. Calculer la température de 1"Univers au bout de 1 s, puis au bout de 3 min.



Annexe 1. Systéemes d’unités

La physique ne se réduit pas a une analyse qualitative des phénomeénes observés, car cela la ren-
drait imprécise et difficile & formuler voire impossible. Aussi sommes-nous conduits & introduire la me-
sure d'une grandeur physique, c’est-a-dire sa comparaison & d’autres grandeurs, évidemment de méme
nature. Par exemple, on mesure la longueur d'un fil tendu en la comparant & celle d'une régle prise
comme unité, ce que I'on réalise en faisant coincider les extrémités du fil & deux des traits équidis-
tants d’une régle graduée évidemment au repos; de méme, on estime la masse d'un corps en la com-
parant & celle d'une masse étalon, par exemple a I'aide d'une balance, laquelle permet en réalité de
comparer leurs poids qui sont proportionnels aux masses.

La question essentielle qui se pose est alors la suivante : quel systéme d’unités de base choisir,

compte tenu des relations physiques entre les différentes grandeurs, et combien d unités de base adopter,
sachant que le critére principal est la précision des résultats obtenus ?

1. — UNITES DE BASE ET UNITES DERIVEES

Le choix des unités de base est conventionnel et dépend essentiellement de la commaodité de réa-
lisation des étalons par la communauté internationale. Notons que cette derniére exigence d'un sys-
téme d’unités universel, valable pour tous les peuples, sans changement au cours du temps, animait déja
les partisans du systéme métrique, proposé dés 1790 sous I'impulsion de Condorcet. Cette méme exi-
gence conduit les scientifiques a proposer, dés 2018, un systéme d’unités totalement dématérialisées
s’appuyant sur cing constantes physiques fondamentales :

i) la constante d'Einstein ¢, ou vitesse de la lumiére dans le vide,
i) la constante de Planck h, ou quantum d’action,

iif) la charge électrique élémentaire e, ou charge du proton,

iv) la constante de Boltzmann kg, qui réunit température et énergie,

v) la constante d'Avogadro Ns qui détermine le passage de 1'analyse microscopique & 1'échelle
macroscopique.

En fixant les valeurs de ces constantes, on abandonne la matérialisation des unités de base et, en
outre, on réalise le réve initial de Condorcet, un systéme d'unités valable au cours du remps et pour
foutes les nations.

Historiquement, ce processus d'universalisation des unités de base, initi€ par J. Maxwell en 1870,
qui souhaitait des références extrahumaines, fut développé par le physicien irlandais G. Johnstone-
Stoney en 1881, puis achevé par M. Planck en 1899, i partir des constantes G, ¢ et /.. Uanalyse dimen-
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sionnelle donne les grandeurs suivantes, qui sont la durée, la longueur et 1’énergie de Planck, d’expres-
sions respectives, fi étant h/(27) :

hG

1/2 RGY 12
tp= (6—5) ~0,54% 1075 Ip =ctp= (F) ~1,6x 10 P m

d'oli I'énergie de Planck :

ho (heS\'?
fp=— = (_) = 1,95 x10°T = 1,22 x 10" GeV
tp G

et donc la masse et la température correspondantes :

£p

&
czmz,l?xlﬂ_“kg et Tp=-F =~ 1,42% 102K

MmMp = kB
Du seul point de vue d'une construction universelle et cohérente d’un systéme d'unités, I'adoption de
trois unités mécaniques de base (longueur, masse, durée) fut proposée par Maxwell en 1863, i travers le
systeme CGS (Centimeétre, Gramme, Seconde), les autres unités, notamment électriques, étant dérivées
4 I'aide des lois physiques les reliant aux précédentes ; dans ce systéme, la force s’exprime en dyne (du
mot grec « dunamis »), et I'énergie ainsi que le travail en erg (du mot grec «erg »). Dans ce systéme,
on distinguait les unités électrostatiques, dans lesquelles la force électrostatique ne contenait pas de
constante multiplicative (facteur 1 au lieu du coefficient 1/(4=y) en SI), des unités électromagnétiques
choisies de telle sorte que la force magnétostatique entre deux courants ne contienne pas de constante
multiplicative (facteur 1 au lieu du coefficient w,/(4) en SI).

Dans la pratique instrumentale, ce systéme d'unités, qui subordonnait les mesures €lectriques aux
mesures mécaniques, s’avéra peu précis et donc techniquement inefficace. Aussi le remplaga-t-on par
le systéme MKSA (Meétre, Kilogramme, Seconde, Ampére), dans lequel, i la suggestion de I'ingénieur
italien G. Giorgi, on substitua le métre et le kilogramme au centimétre et au gramme respectivement, puis
on ajouta I'ampére pour les mesures électriques. En outre, on « rationalisa » 1’ensemble en introduisant
explicitement le facteur 1 /(44), de telle sorte que le facteur 7 disparaisse des expressions relatives i des
systémes présentant une symétrie plane, et en revanche apparaisse dans celles relatives a des systémes a
symeétrie circulaire.

La nécessité de mesurer les grandeurs physiques avec une précision encore meilleure a incité les
scientifiques & adopter un nombre d’unités de base supérieur i guatre, ce qui permit, en outre, d'éviter
que des grandeurs physiques de natures différentes soit exprimées avec la méme unité ; par exemple, en
unités électrostatiques, la capacité d'un condensateur a la dimension d’une longueur !

Dans le systéme d'unités actuel, le nombre d’unités de base est sepf ; ce nombre sera conservé en
2018.

Remargue : Dans la recherche théorique d’un faible nombre d'unités de base, le systéme de Gauss &
trois unités mécaniques pourrait méme étre réduit i 1'unité : il suffirait de relier I'unité de
longueur & 1'unité de durée, en gardant une valeur exacte pour la constante d’Einstein, et
d’écrire la loi de la gravitation universelle sans constante de Newton.
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II. — LE SYSTEME INTERNATIONAL EN 2016

II.1.— Unité de temps
La seconde est la durée de 9192631 770 périodes de la radiation correspondant a la rransition
fyperfine entre les dewx niveaux hyperfins de I'érat fondamental de ’atome de césium 133

Cette définition se référe i un atome de césium au repos, i une température extrapolée de 0 K.
Précisons que 1'atome de césium n'est pas perturbé par le rayonnement du corps noir, car il est en
équilibre dans un environnement maintenu a une température trés proche de 0 K.

II. 2. — Unité de longueur

Le métre est la longueur du trajet parcouru dans le vide par la lumiére pendant une durée de
1/299 792 458 de seconde.

Il en résulte que la vitesse de la lumiére dans le vide est égale exactement & la constante d’Einstein
¢ = 299792458 m.s~! . Le prototype international du métre originel est toujours conservé au BIPM
dans les conditions fixées en 1889.

II. 3. — Unité de masse

Le kilogramme est U'unité de masse ; il est égal & la masse du prototype international du kilo-
gramme.

Cependant, en raison de I'accumulation inévitable de polluants sur les surfaces, le prototype in-
ternational de masse, défini depuis 1879, subit une contamination réversible de surface d'environ 1 pg
par an en masse. C’est la raison pour laquelle la masse de référence du prototype intemational est celle
qui suit immédiatement un pettoyage selon une méthode spécifique. La masse de référence ainsi défi-
nie est utilisée pour étalonner les étalons nationaux en platine iridié.

I1.4.

Unité de courant électrique

L'ampére est U'intensité d'un courant constant gui, maintenu dans deux conducteurs paralléles,
rectilignes, de longueur infinie, de section circulaire négligeable et placés i une distance de 1 métre
l'un de 'autre dans le vide, produirait entre ces conducteurs une force égale @ 2 x 107 newion par
méire de longueur:

La constante magnétique o, ou perméabilité du vide, est alors égale & 4ar % 107" Hm™!.

II. 5. — Unité de température thermodynamique

Le kelvin, unité de température thermodynamique, est la fraction 1/273,16 de la température ther-
modynamique du point triple de I'eau.

La température thermodynamique du point triple de I'eau vaut alors 273,16 K.

La température en degrés Celsius est liée a la température en degrés kelvins par la relation :
T(°C)=T(K) — Tp, Ty = 273, 15K étant le point de congélation de I’eau, i la pression pp = 1 bar.

I1.6.

Unité de quantité de matiére

La mole (symbole mol) est la guantité de matiére d'un systéme contenant autant d'entités élémen-
raires qu'il v a d’atomes dans 0,012 kilogramme de carbone 12.
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Lorsqu’on emploie la mole, les entités élémentaires doivent étre spécifiées et peuvent étre des
atomes, des molécules, des ions, des électrons, d’autres particules ou des groupements spécifiés de
telles particules. La masse molaire du carbone 12 est égale 4 0, 012 kilogramme par mole exactement,
M(12C) = 12 g.mol ! . Dans cette définition, on se référe i des atomes de carbone 12 non liés, au
repos et dans leur état fondamental.

II.7.— Unité d’intensité lnmineuse

La candela est intensité lumineuse, dans une direction donnée, d’une source qui émet un rayon-
nement monochromatique de fréquence 5,40 % 10 hertz et dont lintensité énergétique dans cette di-
rection est 1/683 watt par stéradian.

Lefficacité lumineuse spectrale K d'un rayonnement monochromatique de fréquence 5,4 = 10
hertz est égale 4 683 lumens par watt : K = 683 Im.W~! = 683 cd.sr. W1 .

I11. — DIFFERENTS SYSTEMES D’UNITES ELECTRIQUES

Im.1.

Analyse générale
a) Constantes électriques

Admettant que I'intensité électrique est définie par le flux (de charges électriques pendant 1'unité
de temps) i travers une surtace ouverte, le point de départ de 1'analyse est I'écriture des trois relations
empiriques de I'électromagnétisme : la loi de Coulomb, la loi d” Ampére et la loi de force de Lorentz, en
introduisant trois constantes électriques K, K; et K.

i) La force de Coulomb qu’exerce, sur une charge élémentaire g, une autre charge électrique g2
distante de r, s"écrit :

r
Fz_,lzKlme, avec r=PP, et e =-
r

2

i) La loi &’ Ampére relie la circulation du champ magnétique B, le long d’un contour fermé C
enlagant un conducteur, a I'intensité [ du courant qui parcourt ce dernier, selon :

/B-dl = 4Kyl
[«

iif) La loi de force de Lorentz donne 1'expression de la force qu’exerce, sur une charge g de vitesse
v, un champ électromagnétique (E, B) :
F=g(E + KvxB)
b) Relation entre les trois constantes K1, K> et K3
Une analyse dimensionnelle des trois relations précédentes donne :
K [QPIL]? = K3[QIILIIT] ' [B] = KK [QIIL]IT) " [TI[L] !

K:K3
K

(LTI = K
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Ky étant un simple facteur (sans dimension physique). La vitesse fondamentale qui apparait £tant natu-
rellement c, les trois constantes électriques K, Kz, K3 sont reliées par 1'équafion :

J.¢7.CP
=K,
K STV

Dans les systémes rationalisés, Ky = 4. En revanche dans les autres Ky = 1.

c) Ecriture des équations de Maxwell avec les constantes K\, K, Ks
Avec ces constantes électriques, les deux équations structurelles de Maxwell s'écrivent :

dB
divB=20 rotE +K;— =0
ot
la méme constante K, que précédemment s’imposant par une simple analyse dimensionnelle. Il résulte
de ces deux équations 1'existence du potentiel électromagnétique (V, A) associé au champ électroma-
gnétique (E,B) selon :

B =rotA et mt(E-}—K;%):O d'on Ez—gde—Kjg—?

Quant aux deux équations reliées aux sources (charge volumique p et courant volumique J), elles
peuvent s'écrire, par analogie avec les propriétés du champ de gravitation (cf. Mécanigue) :
1 1 1 JE
— divE = 4ap — roth—- — — =4dx]
K, K; K ot
le facteur 1 /K affectant le champ électrique dans sa relation aux charges et le facteur 1 /K, affectant le
champ magnétique dans sa relation aux courants.

Dans les milieux matériels, deux nouveaux champs doivent étre introduits, le vecteur polarisa-
tion volumique P et le vecteur aimantation volumique M, produits dans la matiére par des charges et des
courants induits supplémentaires, différents des charges et des courants extérieurs p,, et J,, (cf. Elec-
fromagnétisme). Précisément :

ap

. 1
Pin = —divP et Jjn:K_-j,th+§

En explicitant les charges et les courants dans les équations de Maxwell, on obtient :

1 1 4 1 JE il
di E +47P) =4 rot [ - B— " M| - —4 =4
v (K1 +am ) TPe €l (Kg K3 ) K, ot w@l’ e

1.2 . — Equations de Maxwell dans SI

Dans SL: 1
K = K=" k=1
dareyg dar
d’om, 1a force de Lorentz :
F=g(E+v=B)
et les équations de Maxwell :
JB
divB =0 rotE + — =10
at
aD
divD =p,, rotH—- — =],

ot
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avec
B
D=gE+P et H=—-M
Mo
Les relations entre le champ électromagnétique (E, B) et le potentiel électromagnétique sont évidem-

ment (cf. Eiecfmmgnéf isme) :

dA
B=rotA e E=-gradV - ™

1.3 . — Equations de Maxwell dans le systéme de Gauss

C’est dans ce systéme d’unités que L. Landau écrivit son célébre cours de physique théorique. Dans
ce cas, les constantes sont :

1 1
E =1 K= - Ky = -
c c
ce qui donne K; = 1; le systéme n’est donc pas rationalisé€. Il en résulte la force de Lorentz :
F=g (E + ¥ x B)
c

et les équations de Maxwell :

1JB
divB =10 rotE+ —-—— =10
c o

1 (E +47P) 4
div (E + 47P) = 47p.  rot(B — 47M) — VAE+47P) _ dm

c ot e
soIt
1dD 4w
divD = dmpn et rotH— -2 =],
o TPex € c ot CJ
avec

D=E+4wP e H=B-47M

Le coefficient K3 = 1/c devant rot M implique une autre définition du moment magnétique d'une
particule. Précisément, le moment magnétique orbital de 1'électron orbitant autour du proton s'écrit
e/(2m.c) et non e/(2m,); il en est de méme de la contribution magnétique gA /e, dans la quantité
de mouvement d’une particule, de charge g, dans un potentiel vecteur A, et celle gA - ¥/c dans son
lagrangien, v étant sa vitesse. Ce cholx présente pour certains auteurs 1’avantage de rappeler le caractére
relativiste de I'interaction magnétique.

Notons que, dans le systéme de Gauss, les vecteurs D et E sont identiques dans le vide, ainsi que
les vecteurs B et H. En outre, les trois vecteurs €lectriques E, P, I ont la méme dimension physique,
comme les trois vecteurs magnétiques B, M, H.

Les relations entre le champ électromagnétique (E, B) et le potentiel associé (V, A) électromagné-
tique sont alors :

B=rotA e E=-gradV - - —
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1.4 . — Equations de Maxwell dans le systéme dit des théoriciens

Dans ce systéme singulier, les constantes K, Kz, K3 sont toutes €gales & 1'unité :

ce qui implique K;K;/K;c* = ¢ = 1 (systéme non rationalisé) et donc ¢ = 1. La force de Lorentz
s'écrit alors :
F=g(E+vxB)

et les équations de Maxwell structurelles :

JB
divB =10 rotE+ — =10

ot
Quant aux équations reli€ées aux sources, elles deviennent :
E+47P
div (E +413'P} = 413';'3'{.1' l.'ﬂt(B - 413'[\"1} - % = 41!',].,_1-
soit : O
divD = 47wp., et rotH - N =dw )
avec

D=E+4wP e H=B-47M

Les trois autres systémes d’unités présentent surtout un intérét historique.

1. 5. — Equations de Maxwell dans le systéme d*Heaviside-Lorentz

Dans ce systéme voisin de celui de Gauss, les constantes K, Kz, K3 sont respectivement :
1 1
K.

K = — = — K=
1 rp 2 3

1
T dare ¢

ce qui donne Ky = 1, caractéristique d'un systéme non rationalisé, et I'expression suivante de la force
de Lorentz : v
F=g(E+ p = B)

Les deux équations de Maxwell structurelles ont, dans ce systéme, pour expressions respectives :

divB =0 rotE-l-—lB—B:O
c o

Quant aux équations reliées aux sources, elles deviennent :
ad
div (47E + 47P) = dwp,, rot(d7cB —4acM) — o (47E + 47P) = 47 ],

ce qui s"écrit :
1ap 1
divD = p, et tH- -— = -Ja
v A o c Ot cJ

en introduisant les vecteurs excitations
D=E+P e H=B-M

Dans ce systéme, on retrouve les résultats du systéme de Gauss, au facteur 47 prés.
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III. 6 . — Equations de Maxwell dans le systéme électrostatique

Dans un tel systéme, les constantes K, Kz, K3 valent respectivement :

ce qui donne K; = 1 (systéme non rationalis€). On en déduit la force de Lorentz :
F=g(E+vxB)

et les équations de Maxwell structurelles :

divB =10 mtE-}—BB:l)
i

Quant aux équations de Maxwell reliées aux sources, elles s'écrivent :

A(E + 47P)

div (E + 4aP) =47py rot(Bc® — 4aM) — o

= 4 Jox
soit oD
divD = 4mp,, et rotH - B = 4T pey

en posant
D=E+47P et H=Bd - 47M

Im.7.

Equations de Maxwell dans le systéme électromagnétique
Dans ce systéme, les constantes K, K3, K3 sont respectivement :
K= K=1 K=1
oe qui donne K; = | (systtme non rationalis€). On en déduit la force de Lorentz :
F=g(E+vxB)
et les équations de Maxwell structurelles :

divB =0 mtE-}—B—B:ﬂ
i

Dans les milieux matériels, les deux équations liées aux sources deviennent :

AE/+P)

at =4mler

E
div (—2 + 4#1’) =4TP rot(B — 47 M) —
c
sOit : oD
D=4mp,, et rotH- B =4x],.,

en posant
D=CE2+41:'P et H=B-—47M



Annexe 2. Tenseurs

Mous donnons ici quelques éléments de calcul tensoriel, le but recherché n’étant pas de rempla-
cer un cours de mathématiques sur le sujet, mais de montrer comment le concept de fenseur s’ est intro-
duit naturellement en physique, notamment en mécanique, en électromagnétisme et surtout en relativité
générale.

1. — DIFFERENTS TENSEURS EN PHYSIQUE

Les vecteurs et les scalaires sont familiers en physique. Rappelons qu'une grandeur est vectorielle
sielle s’exprime a 1’aide de composantes qui dépendent de la base adoptée. Lorsqu’on change de base,
les composantes d'un vecteur changent, mais doivent satisfaire & certaines conditions ; ainsi, avec des
bases orthonormées, la somme des carrés des composantes doit étre conservée.

En revanche, une grandeur est un scalaire lorsqu’elle reste invariante par changement de base ;
ainsi la masse (positive ou nulle) d'un corps, sa charge électrique (positive, nulle ou négafive), le travail
d'une force, la pression d'un gaz ainsi que son énergie interne et son entropie sont des scalaires. Notons
que les composantes d'un vecteur ne sont pas des scalaires, puisqu’elles changent d'une base i 1'autre,
alors que la norme 1'est.

En physique, les relations entre grandeurs vectorielles sont le plus souvent linéaires, au moins en
premiére approximation. Dans de nombreux cas, la relation reste linéaire, mais elle ne se réduit pas a
une simple multiplication par un nombre réel ou complexe.

I.1. — Tenseur des contraintes

En mécanique newtonienne des fluides, la relation locale entre une contrainte, la force surfacique
f;1-.2, exercée par un fluide sur la paroi qui sépare une partie 1 de ce fluide d'une autre 2, etla
normale m;_.» i cette parol, orientée de 1 vers 2, se met sous la forme (cf. Mécanique) :

fo1m2=—lo|ni_2

L’opérateur linéaire [a'] , qui traduit les tensions entre les différentes parties d'un fluide, a été introduit
et appelé en 1899 renseur des contraintes par le physicien cristallographe allemand W. Voigt. Sile fluide
est au repos, ce tenseur se réduit i un scalaire qui est I'opposé de la pression p du fluide.

1. 2. — Tenseur dilatation-d éformation

Toujours en mécanique des fluides, lorsqu’on exprime le champ des vitesses v dans un fluide, pré-
cisément la relation entre les vitesses en deux points voisins P et ¢ du fluide, s’ introduit naturellement
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un opérateur [D] appelé tenseur dilatation-déformation (ctf. Mécanique) :
v(Q,1) = v(P,1) + Q x PQ + [D|PQ

£} = rotv/2 étant le vecteur tourbillon ou vorticité.

L.3.

Tenseur d*inertie d’un solide rigide

En mécanique de Newton, la relation entre le vecteur vitesse de rotation £}s, d'un solide rigide
&, par rapport i un référentiel 7, et son moment cinétique Ly dans son mouvement autour de son
point fixe O, s"écrit (cf. Mécanigue) :
Lo = [lo Qsir

L'opérateur [I]g permettant de passer du premier vecteur au second est appelé tenseur d’inertie. Si
1’axe de rotation du solide coincide avec un axe principal du solide, cet opérateur se réduit & un scalaire
qui est le moment d’inertie du solide par rapport i cet axe.

I.4.

Tenseur diélectrique

En électromagnétisme, on établit 1" existence d’une relation vectorielle linéaire entre le champ élec-
rique E d'une onde €lectromagnétique et son vecteur excitation €lectrique D dans un milieu matériel.
Dans le vide et dans les milieux isofropes, cette relation se réduit i une simple proportionnalité, respecti-
vement D = sgE ou D = <E, 5y = 8,85--- x 10712 SI étant une constante, de valeur exacte, appelée
constante diélectrique du vide, et = la constante di€lectrique du milieu (cf. Electromagnétisme).

En revanche, dans les milieux matériels anisofropes, la relation linéaire entre ces deux vecteurs ne
se réduit pas A une simple proportionnalité (cf. Optigue) :

D =[z]E

I'opérateur [s], qui permet de passer de E & D, étant le tenseur diélectrigue.

I.5.

Tenseur électromagnétique

En électromagnétisme émerge naturellement le quadrivecteur potentiel 4-4 dont la composante
temporelle V/c est directement reliée au potentiel électrique, alors que les autres composantes sont
celles du potentiel vecteur A (cf. chapitre 9). Le champ électromagnétique qui s’en déduit est le ren-
seur champ électromagnérique, noté [C], défini a partir de la force de Lorentz F qu’exerce un champ
électromagnétique sur une particule, de charge électrique g et de vitesse v, selon:

F=gE+vxB) quis'écrit F=¢gCv

A trois dimensions, les tenseurs d’ordre deux s"explicitent dans une base selon une matrice carrée
3 x 3, dont 6 éléments sur 9 sont indépendants, alors que les vecteurs s’explicitent, ewx, selon une
matrice colonne & trois éléments indépendants.

Les tenseurs d’ordre deux et antisymétriques ne sont, eux, définis que par trois éléments, ce qui les
rapproche des vecteurs sans qu'ils le soient réellement, car ils dépendent de 1'orientation de 1'espace.
C’est le cas du vecteur rotation ﬂsm d'un corps rigide, du vecteur vorticité, du moment cinétique
Ly d'unsystéme, du moment magnétique m d’un dipdle et du champ magnétique B (cf. Electro-
magnétisme). Pour les distinguer des vecteurs habituels, dits polaires, on les appelle pseudo-vecteurs ou
vectenrs axiaux.

Le tenseur électromagnétique s explicite, lui, selon une matrice carrée i 16 éléments (ctf. cha-
pitre 9).
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Remarque : Lorsque les vecteurs polaires étalent surmontés d'une fléche droite, on les distinguait de
ces derniers en incurvant la fleche.

II. — CONCEPT DE TENSEUR

Les exemples concrets précédents, issus de la physique, conduisent i Infroduire un nouveau
concept, le renseur, qui généralise ceux de vecteur et de scalaire. Ce concept permet d’exprimer de fa-
con intrinséque, ¢’ est-a-dire indépendemment de tout systéme particulier de coordonnées, les lois de la
physique.

II1. 1. — Définition d’un tenseur

Un tenseur est un opérateur linéaire qui relie un vecteur de sortie x; & un vecteur d'entrée X, :
x, = [T]x,

II. 2. — Propriétés d’un tenseur
a) Linéarité

La linéarité du tenseur est définie par la propriété suivante : x;, X étant deux vecteurs quel-

conques, et A;, A; deux nombres complexes, ona :

[T] {).1x1 + AQXQ} = Al [T] X + AQ[T] X2
b) Egalité de deux tenseurs

Deux tenseurs [T]; et [T]; sont égaux s'ils transforment en un méme vecteur de sortie tout vecteur
d'entrée x : [T];x=[T];x.
c) Tenseur nul ef tenseur identité

Un tenseur |T] est nul si, quel que soit le vecteur x, ona: [T]x=0.
Un tenseur se réduit & I'identité si [T]x = x.

1I1. — CHAMP DE VECTEUR SUR UNE VARIETE

En relativité générale, les systémes de coordonnées sont généralement quelconques, ¢’est-i-dire
curvilignes comme par exemple les portions de cercles définis par la longitude ¢ et la colatitude #
d'un point P sur une sphére (Fig. A2.1b). En outre, ces courbes ne se coupent pas nécessairement &
angle droit.

IIM.1.— Variété
a) Définition

On appelle variété, de dimensions n , un ensemble quelconque de points qui peuvent &re déter-
minés par 1 coordonnées, dites confravariantes, notées {x‘} , [ variant entre 1 et n. En mécanique
non relativiste, oi1 le temps apparait comme un parameétre d’évolution indépendant des coordonnées spa-
tiales, n < 3, alors qu’en relativité, ot s’introduit naturellement 1’espace-temps, n < 4.

Cette notation des coordonnées contravariantes, avec les indices en position haute, différente de
I'usage habituel en calcul vectoriel élémentaire, se justifie par 1'existence d'un autre type de coordon-
nées, dites covariantes, différentes des précédentes lorsque le systéme de coordonnées est quelconque,
précisément curviligne et non orthogonal. Les deux qualificatifs contravariantes et covariantes seront
justifiés un peu plus loin, & partir des formules de transformation des coordonnées.
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Exemples

1) Les points d'un plan forment une variété bidimensionnelle. On sait qu’ils peuvent étre répertoriés
par les coordonnées cartésiennes x et ¥ ou par les coordonnées polaires r et ¢ (Fig. A2.1a); dans ce
dernier cas, ¢ n'est pas déterminé pour r = 0.

¥

a) b)
FIG. A2.1.

2) Les points de la surface d'une sphére forment aussi une variété bidimensionnelle, avec les coor-
données angulaires suivantes, I’azimut ¢ et la colatitude #,1azimut n’étant pas défini pour 6 = 0 ou
# = m (Fig. A2.1b). En raison de ces singularités, ces coordonnées ne sutfisent pas pour couvrir globa-
lement la variété. Aussi doit-on, dans le cas général, se limiter & des systémes locaux de coordonnées.

Remarque : On veillera i ne pas confondre la i composante contravariante x' de x avec la norme de
ce vecteur a la puissance i .

b) Changement des coordonnées d’un point d’une variété

Les coordonnées contravariantes choisies pour repérer un point d'une variété sont arbitraires, d’oi1
I'intérét de considérer d’autres systémes de coordonnées de repérage et donc d’établir les formules de
transformation entre les deux systémes.

Désignons par {x'} et {x"} deux systtmes de coordonnées et par :
(¥ =X (2 2, )
le systéme de n équations permettant de passer des anciennes coordonnées {x'} aux nouvelles {x"'}.
Si P et Q sont deux points voisins de la variété, de coordonnées respectives x' et x' + dx', on

en déduit, dans le nouveau systéme de coordonnées {x'} :

oot
=2

=1

dx’

c) Définition d’un champ de vecteur sur une variété

Définir un champ de vecteur sur une variété consiste & associer un vecteur v(P) en chaque point
P de cette variété.

Par exemple, le vecteur espacement élémentaire, entre deux points voising P et (J, est un champ
vectoriel de la variété, de méme que le vecteur vitesse d'une particule-fluide v(P) en mécanique
des fluides, le vecteur champ électrique E(P) ou le vecteur champ magnétique B(P) en électro-
magnétisme.



296 Annexe 2.

d) Vecteur tangent & une courbe sur une variété

Une courbe tracée sur une variété de dimension n est définie par les n équations x'(7), 7 étant
un parameétre de variation monotone. Les points P et @ étant voisins, ¢’est-d-dire déterminés par des
valeurs proches 7 et 7+ d, le vecteur e tangent & la courbe est défini par 1'espacement vectoriel
élémentaire ds = PQ selon :

_ ds

Tdr

Ce vecteur ¢, qui ne dépend pas du systéme de coordonnées x', appartient & I'espace tangent i la
vanété au point P . Par exemple, pour une variété bidimensionnelle (Fig. A2.1b), ¢ est contenu dans
le plan tangent en P & la surface.

€

¢) Base naturelle sur une variété

Sur une variété de dimension n, on peut définir n vecteurs indépendants tangents & la variété au
point P, appelés vecteurs de base, 'ensemble de ces vecteurs formant labase d’expression des vecteurs.

Lorsque les vecteurs de base sont ceux associés au systéme de coordonnées, la base est dite naru-
relle. On a, alors :

o — ds
"dy
Exemples
i) Pour un point P, repéré par les coordonnées cartésiennes x, y, z (Fig. A2.1b):

oP =xe’ + }reg + zeg
la base naturelle correspondante est, en adoptant la notation &, = d OP/dx :
e, = 3,0P = ¢’ e, = d,0P = e’ e, = d,0P = eg
i) Si le point est repéré par les coordonnées cylindriques p, ¢, z (Fig. A2.1b) :
OP = pcosge’ + psin qoeg +ze2
la base naturelle correspondante a pour expression :
epzﬂpOszsgaeg—#—smgaeyu eq,:ﬂw()P:—psmgoeg—}—pcosqpeg e, = 3,0P = ¢

Notons que, dans les deux cas considérés, les vecteurs de la base naturelle sont unitaires.

iii) 81 le point est repéré par les coordonnées sphériques r, #, ¢ (Fig. A2.1b):
— raj 0 : ; 0 0
OP = rsinficos ¢ €] + rsinfl sin pe, +reoste;
La base naturelle correspondante n’est pas unitaire, puisque e, = 1 ,mais eg = r et e, = r|sinf| :
e, = J,0P =smﬂoosgaeﬁ-}—smﬂsmgaeg-}—cosﬂeg

L]

eg = yOP = rcos fcos e’ + rcos @ sin qoeg — rsinfle]

e, = d,0P = —rsinﬂsingpeg+rsinﬂoosgpe£
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La base unitaire serait obtenue en divisant les vecteurs naturels par leurs normes respectives :
u; = sinfcos qaeg + sin # sinqaeyu +005ﬂ£g
= b =cosfcos ¢ e’ + cos Asin g e’ — sin fe’
2 v pe, pe, z

€y

f 0 0
— = —SInge, + Cospe
r| sin )| L $ey

m =

Imm.z.

Composantes contravariantes et covariantes d’un vecteur

a) Composantes contravariantes d’un vecteur

Enunpoint P d’une variété, tout vecteur peut s’ exprimer sous la forme d’une combinaison linéaire
des vecteurs de base :

n
X= Zfe,- soit x= xfe,-
i=1

en adoptant la convention d’Einstein sur les sommations, précisément 1’omission du signe z lorsque
deux indices identiques en position haute et en position basse sont répétés.
b) Transformation des composantes contravariantes par changement de base

Cherchons & établir les formules de transformation entre les composantes contravariantes d'un

méme vecteur X dans deux bases différentes 'une {e;} et I'autre {e]}. Les vecteurs de I'une des
bases s’expriment en fonction des vecteurs de 1" autre selon :

e:;:A;e,- et e,-=A‘j:e;-
Il en résulte : _ o
x=x'e; = ¥Ale]
en remplagant les vecteurs ¢; par leurs expressions en fonction des e_; . On en déduit, par identification

avec X = x'»"e_;, les formules de transformation suivantes pour les composantes contravariantes d'un
vecteur :

<= A‘}:f alors que e;- =.4_;: &

Comme les formules de transformation font apparaitre A‘f pour les coordonnées, et, au contraire, Aj
pour les vecteurs de base, on qualifie ces composantes de contravariantes.

c) Composantes covariantes

La distinction entre les composantes contravariantes et les composantes covariantes d’un méme
vecteur n’apparait que dans le cas général ou les bases utilisées ne sont pas orthogonales, ce que nous
supposerons dans la suite, afin de préparer I’analyse de la théorie de la relativité générale.

On appelle composantes covariantes d'un vecteur x les quantités notées x; (indice en position
basse) définies selon :

X =X-¢

Sur la figure A2.2, on a représenté les coordonnées contravariantes et covariantes d'un méme vecteur.
Notons que, si la base est orthonommée, les composantes contravariantes et les composantes covariantes
d'un vecteur sont égales, d'ou I'importance de cette distinction précisément si les bases vectorielles sont
quelconques.
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d) Transformation des composantes covariantes par changement de base

De méme que précédemment, établissons les formules de transformation entre les composantes
covariantes d'un méme vecteur x dans deux bases différentes I'une {e;} et I'autre {¢}} . Les vecteurs
de 'une des bases s’expriment en fonction des vecteurs de 1'autre selon :

4 — q‘ — q; !
e;' - ;‘ei e g = ;‘e;'
11 en résulte :

—x-m=x-Ale =Alx-¢ =A i =x-¢
x=x-¢=x -Alej=Ax-¢ =Alx puisque ¥ =x-¢

On en déduit les formules de transformation suivantes pour les composantes covariantes d'un vecteur :
xXi= A{ x:; comme & = A{ e;-

d’ou le qualificatif covariantes de ces composantes.

IV. —PRODUIT SCALAIRE DE DEUX VECTEURS

IV.1.— Produit scalaire en fonction des composantes contravariantes

En fonction des composantes contravariantes, le produit scalaire de deux vecteurs x et y a pour
expression : . . o
x-y=x'¢e;-»e cequisécrit x-y=g;xy

en introduisant les coefficients gij = ¢; - ¢; de symétrie évidente, g; = g .

IV.2.— Produit scalaire en fonction des composantes covariantes

Comme les composantes covanantes d'un vecteur s’ expriment aisément en fonction de ses compo-
santes contravariantes, il vient :

Xi= (fe);} g = (tj . e,-}x" d'ol x = g:;f

Réciproquement, pour trouver les composantes contravariantes d'un vecteur en fonction de ses compo-

santes covariantes, il suffit d'inverser le systéme linéaire précédent {x; = gi®¥}. Il vient, si g estle
déterminant des coefficients gz et " le mineur de la matrice des g :

N X ) ; -

¥ = én"x,- soit » =g"x; enposant g' = Y

Les éléments g; étant symétriques, les mineurs o/ le sont aussi, ainsi que les g%.
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Les formules de passage entre composantes covariantes et composantes contravariantes d'un vec-
teur sont donc les suivantes :

gid =x et giy=x

Retenons le résultat des procédures de passage d’un type de composantes a I'autre, en termes d’abais-
sement d'un indice par action de g, et en termes d’élévation d'un indice par action de g" .

Comme g,—;x" =xj et g,—;y" = ¥i, le produit scalaire s"écrit, sous les formes condensées suivantes :
x-y = gyx'y = ! =xy;
On en déduit aisément les différentes écritures du carré de la norme d'un vecteur x :
x-x = g o = glxpg = x'x = o

Cette dernitre équation permet d’établir la relation suivante entre les vecteurs de base ¢; et ¢. En
effet :
x-x = (de)) - (x;-cf} =,\"x;-e,- el ¥y
ce qui implique :
e - IB} = lS‘r

i

IV. 3. — Métrique séparant deux points voisins d’une variété

Dans la base naturelle associée au systéme de coordonnées x' d’une variété 3 n dimensions, le
vecteur ds séparant deux points voisins P et (J a pour expression :

ds = dXe;
d’oui la métrique, d’aprés ce qui précede :
ds® = (e;-¢))dXdw = gydx'dw = gidxdxy =dxd¥ =d¥dxy
avec gj—e;-¢j et gf =o' ¢,
Dans le cas particulier ot la base est orthonormée, on a :
gi=0 pour i#j et gy==x1 pour i=j

De méme :
gF=0 pour i#j et =41 pour i=j
On montre que les coefficients de la métrique permettent d’obtenir ceux de connexion.
En coordonnées cylindriques p, ¢, z (Fig. A2-1b), la métrique s’écrit :

ds* =dp* + p*d¢* +df don g,=1 g=p" e g, =1

les auntres coefficients étant nuls.
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V.— DERIVEE COVARIANTE D’UN VECTEUR EN UN POINT

V.1.— Dérivée covariante en fonction des coordonnées contravariantes

Considérons un point P d'une variété, de dimension n , repéré par les coordonnées contravariantes
X, et le champ de vecteur viP) = v'e;, dans sa base naturelle construite & partir de ces coordonnées.
La variation du champ de vecteur, lorsque 1'on passe du point P au point voisin (J, présente alors
deux contributions, I'une due i la variation des coordonnées contravariantes ©', 1"autre liée i celle des
vecteurs de base e; :
dv =dvie; +v'de;

Une telle variation est dite covarignte ou intrinségue (ou vraie), en raison de la prise en compte de la
vanation de; des vecteurs de base. En divisant les deux membres de 1'équation précédente par dxg, il
vient d/dx; désignant la dérivée covariante :

dv v

I,ﬂe,-
dx, B Az '

it
oy

Si1’on adopte la notation & pour la dérivation partielle par rapport a la coordonnée x;, et par Vi pour

la dérivation covariante au premier membre, I'équation précédente s’écrit alors :

Vv = duie; + v O

Comme Oge; s’exprime aussien fonction des vecteurs de base et des différentielles des coordonnées,
on peut introduire les n* coefficients I%, dits de connexion, tels que :

Bge,- = I'i:kej d'on I‘J;k = e' . Bge,'

en multipliant les deux membres par ¢ . Les coefficients I, sont aussi appelés symboles de Christoffel
de deuxiéme espéce, du nom du mathématicien allemand E. Christotfel qui les a introduits en 1869,
Finalement : )

Vv =0a'e; + t"']"?ke- cequis'écrit Vv = vl e; + v ]'"‘,:*e,-

en permutant les indices muets § et j dans le dernier terme de 1'égalité. On en déduit alors I'écriture
suivante de la i composante contravariante de la dérivée covariante du vecteur v :

Vir' =o' +of I‘;k

Remargque : Contrairement i ce que pourrait suggérer la notation, les symboles de Christotfel I'j* ne
sont pas des tenseurs, puisqu’ils ne transforment pas un vecteur en un autre vecteur, mais
permettent seulement de prendre en compte la modification des vecteurs de base ¢; dans
I'expression de la dérivée covanante d’un vecteur.

Exemple : Symboles de Christoffel en coordonnées cylindrigues

Sile point P est repéré par les coordonnées cylindriques p, ¢, z (Fig. A2-1b), on déduit ai-
sément les dérivées des vecteurs de base en différentiant les expressions des vecteurs de base établies
antérienrement :

— 0 i ] _ : ] 0 _ 0
€, =Cosge +singe, €, = —psinge, +pcosge, el e =e;
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En dehors des dérivées de e; qui sont évidemment toutes nulles, on obtient :
. o o 1
Ope, =0 Bwe;,:—sm;aex—}—casgaey:pew

. 1 .
dpey = —singe} +cospe) =t Jpey = —pcospe] — psinge) = —pe,

On en déduit les coefficients de connexion,  partir de la relation de définition Jye; = Ile; :

1
™. =0 e _1 Ie = Ie. =0
op = 0=, wp = P o=

Notons que la permutation des deux indices du bas ne modifie pas les coefficients de connexion, si
I'indice supérieur ne change pas. On doit attribuer ce résultat i I'hypothése d’ absence de torsion, dite
de Levi-Cevita, souvent safisfaite, selon laquelle 1I'ordre de deux dérivations successives des vecteurs
€; par rapport i la permutation de deux coordonnées ne change pas le résultat. Dans la suite, nous ne
considérerons que des espaces sans torsion.

Remargue : Les espaces avec torsion furent analysés par le mathé maticien frangais E. Cartan.

V.2.— Dérivée covariante en fonction des coordonnées covariantes

Montrons que 1'on a, de fagon analogue, pour la i composante covariante de la dérivée covariante
du vecteur v, notée Viv; : _
vkt',' = 3;‘&',' - I‘;kt.hi
Comme v = ;€ , il vient, en dérivant par rapport 4 la coordonnée 2+
dv _ Bv,- Ci o &i
de, O " g
On calcule aisément le terme de dérivation des vecteurs de base & partir de la relation ¢; - ¢ = & . En
effet :
) el oe; . i e
=0 dol & —=——T.d=_T o —
R ™A ik £
en multipliant les deux membres de cette derniére égalité par ¢’ et en sommant sur i. Il vient donc, en
notant j 1'indice muer i du second terme du second membre de I'équation de départ :

dv  du el . -
_— e = gt — Y e
d}} BXge + L;BXQ &xke t; b

Finalement, la dérivée covariante d'un vecteur en fonction des composantes covariantes s'écrit, en uti-
lisant la notation & pour @/&x* et en remplagant d; par Vy :

Vv = Guie’ — j I'ﬂke"

el e
— +_ —

i dxp O

i
:_er

ce qui donne, pour la composante covariante v :
Vgt'j = Bm = vy Ivﬂ

On voit que cette expression est semblable i celle relative i la dérivée contravariante, au signe moins
prés qui affecte le coefficient de connexion.
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V1. — GEODESIQUES SUR UNE VARIETE

VI.1.— Définition

On appelle géodésigue sur une variété la courbe qui réalise, entre deux points quelconques P et 2,
une longueur minimale. C'est une généralisation de la ligne droite entre deux points d'une surface plane,
ou des cercles méridiens entre deux points d'une surface sphérique ; ainsi, le plus court chemin pour
relier, en avion, deux lieux sur la surface terrestre, par exemple Paris et New-York, est une géodésique,
appelée ici orthodromie (courbe droite en grec), précisément une portion du grand cercle passant par
oes points.

Cette définition est en relation directe avec le principe de moindre action de Maupertuis, en méca-
nique, selon lequel le mouvement d’une particule matérielle (masse non nulle), par rapport & un référen-
tiel galiléen, est tel que 1'action & entre les points P et () soit minimale.

En mécanique de Newton, une telle courbe est la droite définie par la quantité de mouvement
initiale de la particule ou par sa vitesse initiale (cf. Mécanique) : dp/dt =0 avec p =mv.

En relativité restreinte, cette loi se généralise sous une forme quadridimensionnelle (cf. lecon 5) :
d(4-p)/d7 = 4-0, dans laquelle 4-p = (ymc,ymv) est le quadrivecteur énergie-quantité de mouve-
ment et 7 le temps propre de la particule.

En relativité générale, ou la gravitation est prise en compte par la courbure de 1’ espace-temps, le
mouvement d'une particule libre, ¢’est-a-dire soumise uniquement i la gravitation (pas de force occa-
sionnelle de nature €lectromagnétique, pas de force de frottement, de contact ou autre), est obtenu en
annulant la dérivée covariante des composantes contravariantes du quadrivecteur 4-p , lesquelles ne dé-
pendent que du temps propre 7 qui parameétre la courbe décrite. On a donc :

d{4-p)

i = 40 avec 4-p(7)=p(r)eiT)

Remargues : 1) On sait que si les points P et ( sont suffisamment éloignés, on doit remplacer 1’ad-
Jectif « minimale » par « extrémale » moins contraignant (cf. Oprigue).

2) Rappelons que la géodésie est la science du calcul et des dimensions géographiques de
la Terre, et qu'un systéme géodésigue est une référence qui permet d’exprimer les posi-
tions des points au voisinage de la Terre ; un point est alors localisé par ses coordonnées
géographiques ou géodésiques : latitude, longitude et altitude.

VI.2.— Transport paralléle
Par définition, le transport d’un vecteur quelconque V est dit paralléle lorsque sa dérivée par
rapport au paramétre d'évolution 7 est nulle :

Pour un vecteur de I'espace plat de la mécanique de Newton ou de la relativité restreinte, que I'on
peut exprimer dans une base fixe (qui n'évolue pas), son transport, le long d'un trajet fermé C,NC;,
s'effectue avec conservation de la direction aprés le parcours complet comme le montre la figure A2 3a.
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Cl CZ

(@) (b)
FiG. A2.3. — Transport paralléle d'un vecteur V le long d’une courbe fermée tracée
sur une surface plane (a) et sur une sphére (b)de C; & N, N 4 C;, puis retour 3 € ; au

cours du transport, le vecteur 'V conserve sa norme et I'angle qu’il forme avec la géodésique
considerée.

En revanche, si I'espace est courbe, la base n’est pas fixe. C’est le cas du transport d’un vecteur le
long d'une courbe fermée reliant trois points de la sphére terrestre, par exemple le pile Nord N et deux
points distincts ) et C, du cercle équatorial (Fig. A2.3b). Le long de chaque portion de géodésique,
C\N, NC, et C;Cy, le vecteur garde son orientation par rapport i chaque géodésique (angle constant
entre sa direction et le plan tangent 4 la sphére). Notons que ce transport paralléle ne restitue pas, aprés
transport le long de la courbe fermée C,NC; , la direction initiale.

Sur la figure A2.4, on a représenté, i 'aide d'une simulation numérique, le transport paralléle
d’un vecteur V le long d’un paralltéle de colatitude # = 60°. On passe d'une position particulizre
H, sur le paralléle i la suivante H,, en décrivant une premiére géodésique H1N jusqu’au pdle N,
puis une seconde NH;. En répétant plusieurs fois cette construction, en différents points du paralléle
réguliérement espacés, on obtient une visualisation du transport parallele du vecteur V ; notons que ces
différents vecteurs ne sont pas paralléles, précisément afin de tenir compte de la variation locale des
vecteurs unitaires.

f’(\.\: -T h;; :’*%

FIG. A2.4. — Vecteur 'V pour différentes positions successives le long d’un paralléle de colatitude # = 60° .
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VI.3.— Equation des géodésiques

Comme le quadrivecteur énergie-quantité de mouvement s'écrit, dans un espace courbe
(4-p)(r) = p'(7)ei(7), 7 étant le parametre d’évolution, il vient, par dérivation covariante :

d(4p) _ dpf
dr dr

de;  dp' ; Oe dx* dp' (O dx*t

St T At g dr ~arS P ok ar 0

puisque j est un indice muet. Il en résulte, en introduisant les coefficients de connexion :

dp’ o odat
(ﬁ +Tp E) 6=0
d'oi, pour chaque composante p' :
dp'
dr
En tenant compte de la relation entre p' et la composante u’ de la quadrivitesse p' = s’ avec
i = v, on obtient :

o oda*
rp— =0
+ "*pJ dr

du! dddd d2f+r,. do dxt

dr Edr dr ds2 *dr dr
Le premier terme de cette équation est la quadriaccélération ; quant au second, on peut interpréter son op-
posé comme la quadriforce qui s’exerce sur la particule dans le champ de gravitation. Dans ce contexte,
les coefficients gj; peuvent étre considérés comme des potentiels associés i ce champ.



Annexe 3. Simulation en relativité

La simulation numérique est, de nos jours, une technique trés largement utilisée en physique. Grice
a la puissance des ordinateurs actuels, ainsi qu'a ’avénement de logiciels interactifs et de langages de
programmation orientés objets, la simulation permet de réduire notablement la durée des projets et donc
leurs coiits.

La précision des calculs qu’autorise I'informatique n'est pas le seul intérét de la simulation nu-
mérique. En effet, la possibilité de changer les conditions particuliéres d’un probléme, de modifier les
paraméfres du systéme et d’observer le résultat obtenu, quasiment en temps réel, apporte un éclairage
complémentaire, lequel contribue & approfondir 1'étude.

En relativité, ot I'analyse n’est pas intuitive, comme en mécanique newtonienne, 1'informatique
permet d’appliquer, de fagon automatique et siire, la transformation de Lorentz-Poincaré, et d’envisa-
ger des situations techniques plus complexes; c’est le cas, par exemple, du mouvement des particules
chargées dans un champ électromagnétique.

Le choix final d'un langage ou d'un environnement de programmation est toujours un probléme,
auquel il est difficile d’apporter une réponse totalement satisfaisante, tant ce choix est vaste parmi la
multitude de logiciels et de langages de programmation. Devant un si large éventail de possibilités, nous
avons choisi ’environnement Matlab, trés répandu tant dans I'enseignement qu’ailleurs et totalement in-
dépendant des ressources en matériel informatique disponibles. En effet, Matlab est devenu bien plus
qu’un simple langage de programmation orienté objet, car il permet une écriture claire, concise et trés
proche de celle utilisée en physique. Ce choix est d’ailleurs conforté par I'importance, toujours crois-
sante, de la communauté des utilisateurs de Matlab. Cependant, il ne s"agit pas ici d'initier le lecteur a
I'utilisation de Matlab ; 'aide en ligne et les démonstrations disponibles sont suffisamment explicites
pour que 1'on devienne rapidement familier de ce langage. Il ne s’agit pas non plus d’écrire de longs pro-
grammes et de perdre de vue notre but qui est, avant tout, d'illustrer les concepts introduits en relativité
et de montrer I'intérét de la simulation numérique dans 1'étude.

Le lecteur trouvera I'ensemble des programmes développés dans cette annexe, i 1’ adresse suivante :

http ://www.obs-mip. fr/people/perez/index/html

I.— STRUCTURES DE DONNEES ET FONCTIONS DE BASE

Dans cette premiére partie, on construit quelques fonctions de base pour calculer le rapport
B = v/c d'une vitesse quelconque sur la constante d’Einstein ¢, et le facteur relativiste associé
y = (1 — B2)~12 ; on introduit ensuite les classes QX et QV destinées 4 manipuler les quadrivec-
teurs espace-temps et vitesse.

La fonction beta nous restitue le rapport de la vitesse v, exprimée en m .57, sur ¢, tandis
que invbeta effectue 'opération inverse. Les fonctions gamma et invgamma agissent de méme,
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avec le facteur relativiste <. Souvent, on utilisera invbeta pour avoir la valeur de ¢, puisque,
lorsque =1, v=rc:

>> ¢ = invbeta(l)
o = 299792458

Motons que la vanable inf de Matlab contient la représentation numérique de oo, ce qui est, ici,
particulizrement commode pour le facteur relativiste ¥, car ce dernier tend vers 1'infini lorsque v tend
Vers ¢ :

>> gama = gamma(c)
gama = Inf

Dans ces conditions, inwvgamma peut aussi étre utilisé pour obtenir la valeur de ¢ :

=> ¢ = invgamma (Inf)
c = 299792458

11 est alors aisé de tracer le graphe de vy, lorsque 8 varie (Fig. A3.1):

*>> beta=0:0.01:1;
== for k=1:length(beta), gama(k)=gamma(invbeta(beta(k))); end
== figure(l); clf; plot(beta,gama);

204
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Le fichier QX . m dans le dossier @0X contient la définition de la classe QX représentative du qua-
drivecteur espace-temps 4-x, lequel est caractérisé par ses quatre composantes (cf, X, ¥,z) .

Dans le dossier @Q¥, on trouve des fonctions, internes a la classe QX, qui effectuent des actions
simples, comme le calcul du carré de la pseudo-norme ||4-x|® ou celui du carré de 1'intervalle entre
deux événements, la mise en ceuvre de la transformation de Lorentz-Poincaré, etc.

De méme, le fichier QV . m, dans le dossier @QV, contient la définition de la classe QV représentative
du quadrivecteur vitesse 4-v, de composantes (yc, yv,, YUy yu,) .

Dans le dossier @0V, on trouve aussi des fonctions, internes i la classe QV, qui exécutent des actions
simples, comme le calcul du carré de la pseudo-nome ||4-v||?, etc.

Ces objets peuvent ensuite &tre ufilisés dans des fonctions MATLAB pour effectuer des calculs
parfois complexes. Le lecteur notera avec intérét que le langage MATLAB permet alors d’exprimer les
équations physiques d'une fagon trés proche de celle utilisée dans le langage scientifique habituel.
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II. — QUADRIVECTEURS ET TRANSFORMATION DE LORENTZ

Dans cette partie, on illustre les propriétés des quadrivecteurs espace-temps et vitesse, relativement
a la transformation de Lorentz. On vérifie les relations liant la durée impropre i la durée propre T, et
la longueur impropre i la longueur propre L.

II. 1. — Quadrivecteur espace-temps

a) Intervalle entre deux événements du genre temps

On considére les deux événements A et B, de coordonnées spatio-temporelles suivantes, expri-
mées en métre, dans le référentiel R

ciy = 0,4 =1 va=0 za =0

ctg = 1,6 xp=2 vg =10 =0

respectivement. Les quadrivecteurs espace-temps 4-x, et 4-xz de ces événements sont créés a 1’aide
de la fonction QX, laquelle renvoie les informations associées dans les variables R et B:

==

invbeta (1) ;
QX(0.4/c, 1)
.4

W
W
I 0

<K
non

oX(l.6/c, 2)
.6

v
£ v
oo
COoONME Il oo ROl

4

= = norm2 (&, B)
SAB = 0.4400

Lintervalle entre les événements A et B est bien du genre remps, puisque 555 = 0, 4400 > 0.

b) Intervalle entre deux événements du genre espace

Soient deux événements A et B de coordonnées spatio-temporelles, dans le référentiel R, tou-
jours exprimées en métre :
ety = 0,4 xa=1 va=10 =0
et:
cig=1,2 xg =2 vg=10 g =10

Les quadrivecteurs espace-temps 4-x, et 4-xz de ces événements sont ici encore créés a 1'aide de la
tonction QX, laquelle restitue les informations associées dans les variables A et B :

=> ¢ = invheta(l);
> B o= QE(0.4/c,1)
ct = 0.4

x =1

v =0

z 0
=>> B = Q¥(l1.2/c,2)
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ct = 1.2
x = 2
v =0
z =20

>> SAB = norm2 (A,B)
SAB = -0.3600

Lintervalle entre ces événements est du genre espace puisque saz < 0.

II.2.

Durée propre

Lorsque I'intervalle entre les deux événements est du genre temps, le rapport sag/c est la durée
propre qui sépare les événements A et B. Dans le premier exemple ol 1'intervalle est du genre temps,
la fonction Tpropre restitue la valeur de la durée propre en métre :

*>> ¢Tp = Tpropre(A,B)
cTp = 0.6633

ce qui est évidemment différent de c(rg — 14) =T =1,2.

Une autre maniére de procéder consiste i calculer la vitesse d'entrainement v, du référentiel
propre, c'est-a-dire la vitesse de translation du référentiel propre R’ dans lequel les événements se
produisent en un méme point de 1'espace (cf. chapitre 2, paragraphe I11.4) :
=> Ve = Rpropre(A,B);
== Ue = beta(Ve)

Ue = 0.8333

puis d’appliquer la transformation de Lorentz aux coordonnées de A et B afin d'obtenir leurs
coordonnées dans R’ :
== Ap = lorentz (A, -Ve)
ct = -0.7839

x = 1.2060
y= 0
z= 0

>> Bp = lorentz(B,-Ve)
ct = =0.1206

x = 1.2060
y= 0
z = 0

Ces événements sont bien localisés au méme point de I'espace x} = x; = 1,2060 ; 'intervalle
de temps qui les sépare dans R est bien c{ry — 1)) = cT' = T, = 0,6633 .

On vérifie alors que durée propre et durée impropre sont bien reliées par la relation T = y,T,,
puisqu’ici y, = 1,81 .

II. 3. — Longueur propre

La distance qui sépare deux événements A et B peut étre considérée comme une longueur propre
Ly, , si la différence des abscisses x — x dans un référentiel R’ est indépendante de la différence des
instants cfy, —ct) . En effet, sitel estle cas, x, et x; sont fixés dans R'. Ce dernier est alors le référen-
tiel propre et la longueur propre L, est obtenue encalculant xp—x, al'aide delafonctionLpropre:
>> Lp = Lpropre(A,B)
Ip = 1.0000
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Une autre maniére de procéder consiste, comme précédement, & calculer la vitesse d’entraine-
ment v, du référentiel propre R’ par rapport au référentiel % dans lequel on souhaite mesurer la
différence des abscisses xy — xy , les événements correspondants devant se produire au méme instant
dans R, afin que la mesure de longueur ait un sens pour un observateur de R (cf. chapitre 2, para-
graphe IL4) :

*>> Ve = Rpropre(A,B);
== Ue = beta(Ve)
Ue = 0.8000

On applique ensuite la transformation de Lorentz & A et B pour obtenir les coordonnées de ces

événements dans le référentiel impropre R :

>> A = lorentz(A,-Ve)

ct = -0.6667

x = 1.1333

vy = 0

z = 0

*>>» B = lorentz (B, -Ve)
ct = -0.6667

x = 1.7333

v = 0

z= 0

Ces événements ont bien lieu au méme instant c1y = ¢ty = —0.6667 et la distance qui les sépare

dans le référentiel impropre est égale & xz — x4 =0,6.

On vérifie bien que longueur propre et longueur impropre sont reliées par larelation L = L[y, :
*>» L = Lp/gamma (Ve)
L = 0.6000

puisqu’en effet, ici y, = 5/3.

II. 4. — Quadrivecteur vitesse

Une particule P se déplace, par rapport au référentiel du laboratoire R , le long de 1’axe e,, ala
vitesse U, = e, ,avec u, =0,5¢c.

Elle émet une particule  dont la vitesse, dans le référentiel en translation R, lié & P,
est u; = we, avec wy = 0,8¢. Le quadrivecteur vitesse 4-v; de O est créé i 'aide de la fonc-
tion QV :

»=> Ue = invbeta(0.5);
*>» Ul = invbeta(0.8);
>> V41 = gv(0,Ul)
beta = 0.8000

Vx/c = 0.0000

Vy/le 0.8000

Vz/ec 0.0000

Les fonctions beta et gamma internes i la classe QV renvoient les valeurs de § et y d'un
quadrivecteur vitesse, icl 4-uvy :
=> bhetal = beta(V4l)
betal = 0.8000
== gamal = gamma (V4l)
gamal = 1.6667
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Le quadrivecteur vitesse 4-v de (} dans le référentiel du laboratoire est obtenu par la transforma-
tion de Lorentz appliquée au quadrivecteur 4-v; :

*>> V42 = lorentz (V4l,Ue)
beta = 0.8544
Vx/c = 0.5000
Vy/ic = 0.6928

Vz/c = 0.0000

On vérifie, 4 I'aide de la fonction norm2 interne  la classe QV, 'invariance de la pseudo-norme
des quadnvecteurs 4-v; et 4-v :
=> ¢ = invbeta(l);
>> PN1 = =qgrt (norm2(V4l))/c
PN1 = 1.0000
>> PN2Z = sart (norm2(vV42))/c
PN2 = 1.0000

Enfin, en appliquant la tranformation inverse de Lorentz au quadrivecteur 4-v
>> clear V41l

=> V41 = lorentz(V42, -Ue)
beta = 0.8000
Vx/c = 0.0000
Vy/c = 0.8000

Vz/c = 0.0000
on retrouve bien le quadrivecteur 4-v .

II1. — EMISSION DE PARTICULES PAR UN OBJET EN MOUVEMENT

On s’intéresse 4 un noyau radioactif N, en mouvement rectiligne uniforme par rapport au réfé-
rentiel du laboratoire, & la vitesse u, = u.¢,. Ce noyau émet, de maniére isotrope, des particules P
animées d’une vitesse v, dans le référentiel galiléen 7, , d’origine N . On se propose de calculer la
distribution angulaire des vitesses v de P dans le référentiel du laboratoire R .

Le quadrivecteur 4-v; de lavitesse v; = vy cosfe, + v sin f1¢, des particules est créé a1’aide
de la fonction QV pour différents angles #, , compns entre 0 et 7.

La transformation de Lorentz est ensuite appliquée 4 ce dernier pour obtenir le quadrivecteur 4-v
associé 4 la vitesse v. Enfin, pour chaque quadrivecteur, la fonction polar renvoie 1'orientation 6 et
le module v du vecteur v.

51 N se déplace, 4 la vitesse u, = 0,5c¢, en émettant des électrons ammés d'une vi-
tesse v; = 0, 75¢ parrapport & R, il vient:
== Ue = invbeta(0.5);
=>> V1 = invbeta(0.75);
>> T1 = (0:1:180)*pi/180;
>> for k=l:length(T1)

VA41=0V (V1i*cos (Tl (k)) ,Vi*=in(T1l(k)));
Vid=lorentz (V41l,Ue) ;
[Tik),V(k)]=polar (V4);

end

Les variations de # et v, enfonction de #, , sont représentées sur la figure A3.2 :
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>> figure(l); eclf; plot(T1*180/pi, T*180/pi);
»>» figure(2); clf; plot(T1*180/pi,V);

La distribution angulaire des vitesses, dans R , montre que I’émission a lieu dans tout 1’espace,
puisque # prend des valeurs comprises entre 0° et 180°, comme #; . Cependant, elle n’est pas par-
faitement isotrope, puisque # ne varie pas linéairement avec #, : dans R , environ les trois quarts des
électrons sont émis dans le demi-espace situé devant le noyau radioactit. Sur la figure A3.3, on a re-
présenté, en coordonnées polaires, les variations de v, en fonction de #,, et celles de v en fonction
de #.Le code des couleurs utilisées est celui associé & ¢ , depuis le noir pour #y = 0° jusqu’au blanc
pour #; = 180°.

] vl
180

150

08 T

0.6 i i \\

04 ~

02

120

90

60

30

0 30 60 90 120 150 180 ¢, 1] 30 60 90 120 150 180

a) b}
Flc. A32.

30°

FiG. A33.

Ces figures changent significativement d’allure avec le rapport w,/v;. En effet, lorsque
m = u, = 0,5¢, I'émission des électrons dans R s effectue uniquement dans le demi-espace si-
tué devant le noyau radioactif, comme on peut 1'observer sur les figures A3.4 et A3.5.

Enfin, lorsque v; < u, , par exemple v, = 0,25¢, I"émission s’effectue dans un cine, de demi-
angle au sommet 30° = arcsin vy /u, , valeur correspondant & des particules émises dans le référentiel
du noyau, avec un angle de 120° , comme on peut le vérifier sur les figures A3.6 et A3.7:
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a vlc
180 . . . 1t
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120
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90
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FiG. A37.

Notons que, dans tous les cas, la distribution angulaire de » montre que la transformation de
Lorentz ne correspond pas a 1’addition vectorielle newtonienne des vecteurs vy 4+ u, = v pulsque v
n’est jamais comprs entre v; + u, et |v — .

III.1.— Cas ultra-relativiste

Le noyau N émet maintenant un rayonnement lumineux tout en se déplacant i la vitesse
i, = 0,9¢. Il vient alors :

== Ue = invbeta(0.9);

=> V1 = invbeta(l);

>> T1 = (0:1:180)*pi/180;

>> for k=1:length(T1)
V41=QV (V1*cos (T1l(k)),Vl*sin(T1(k)));
Vid=lorentz (V4l,Ue) ;
[T(k),V(k)]=polar (Vd);

end

Les variations de # et v en fonction de # sont représentées sur la figure A3.8 :

>> figure(l); clf; plot(T1*180/pi,T*180/pi);
>> figure(2); eclf; plot(T1*180/pi,V2);

On constate que, dans R, les vitesses v sont égales & ¢, quels que soient les angles 6, et #.
Par ailleurs, la distribution angulaire de ces vitesses montre que 1’émission a lieu dans tout 1'espace,
puisque # prend des valeurs comprises entre 0° et 180° , comme #, . Cependant, ici aussi, elle n’est
pas parfaitement isotrope car # ne varie pas linéairement avec #, . Sur la figure A3.9, on a représenté,
en coordonnées polaires, les variations de v, en fonction de #, , ainsique celle de v en fonction de # .
Le code des couleurs utilisées est toujours celu associé a #, , depuis le noir pour #; = 0° jusqu’aun
blanc pour #; = 180°.
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# vlc
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FiG. A39.

III.2 . — Approximation newtonienne

On restitue 1'approximation newtonienne en considérant, par exemple, les vitesses suivantes
ve=20m-5"!et vy =30m-s"1.
== Ue = 20;
=> V1 = 30;
>> T1 = (0:1:180)*pi/180;
>> for k=l:length(T1)
V41=0V (V1*cos (Tl (k) ) ,Vi*=sin(T1(k)));
Vid=lorentz (V4l,Ue) ;
[T(k),V2(k)]=polar(Vd);
end

Les variations de # et v enfonction de #, sont représentées sur la figure A3.10:

== ¢ = invbeta(l);
>> figure(l); clf; plot(T1*180/pi,T2*180/pi);
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>> figure(2); eclf; plot(T1*180/pi,Va*ec) ;

On voit que, dans le référentiel du laboratoire, la vitesse v varie entre vy + i, pour 8 = #;, =0°
et vy — u, pour # =6, = 1807 .

Par ailleurs, la distribution angulaire des vitesses montre que 1'émission a lieu dans tout I'espace
puisque # prend des valeurs comprises entre 0° et 180°, comme #; . Cependant, elle n’est pas par-
faitement isotrope, car # ne varie pas linéairement avec ;.

Par exemple, pour # = 90°, #; est de I'ordre de 132°, ce qui signifie que, dans le repére du
laboratoire, environ les trois quarts des particules sont émises dans le demi-espace situé devant le noyau.

Sur la figure A3.11, on a représenté, en coordonnées polaires, les variations de v, , en fonction
de #,,etde v enfonctionde #.Le code des couleurs utilisées est toujours celui associé a #, , depuis
le noir pour #; = 0° jusqu’au blanc pour #; = 180° .

# v(ms?)
120
30
90
20
60
10 10

0 30 60 90 120 150 180 @, (] 30 60 90 120 150 1808,
a) b)

FiG. A3.10.

FiG. A3.11.
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Ces figures changent sensiblement d’allure avec le rapport wu./v;. En effet, lorsque
m=u =20m-s"!, 'émission des particules dans le référentiel du laboratoire s’effectue uniquement
dans le demi-espace situé devant le noyau, comme on peut le constater sur les figures A3.12 et A3.13:

# v (m.s)
1801 50
150+
40
120}
30
90

20

)} 30 60 %0 120 150 180 4, o 3660 90

20 150 1808,
a) b)

FiG. A3.12.

FiG. A3.13.

Enfin, lorsque v, < u, , parexemple v, = 10 m-s~!, I'émission s’effectue dans un cone de demi-
angle au sommet 30° = arcsin vy /u, , valeur correspondant & des particules émises dans le référentiel
du noyau, avec un angle de 120° , comme on peut le vérifier sur les figures A3.14 et A3.15.

Notons que, dans tous les cas, la distribution angulaire de v montre que la transformation de

Lorentz, dans le cas newtonien, correspond bien & 1'addition vectorielle classique des vecteurs vy +
u, = v, puisque v estici toujours compris entre v, + u, et |v; — u,| .
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P v (msl)
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FiG. A3.15.

IV. — PARTICULE DANS UN CHAMP MAGNETIQUE STATIONNAIRE

L'équation différentielle vectorielle décrivant la trajectoire d’une particule, de masse m et de
charge g, soumise & I'action d’un champ magnétique B stationnaire est la suivante :

dp

dr
Comme le champ magnétique est le seul champ qui agit sur la particule et que la force magnétique ne
travaille pas, I'énergie cinétique de la particule est constante (cf. chapitre 6); par conséquent la vitesse
et le tacteur relativiste ¥ sont aussi des constantes. On peut alors réécrire 1"équation précédente sous la
forme :

=gv=xB avec p=ymv

dv_wvxﬂ gB
dr ~ ¢ B Y

est la pulsation cyclotron w, .
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Lorsque le champ magnétique est orienté selon I'axe Oz, I'équation différentielle vectorielle pré-
oédente s"écrit alors en coordonnées cartésiennes :
d*x dy &y _ dx &z

ar = az - Yedr g

Les solveurs de MATLAE ne permettent de résoudre que des équations différentielles vectorielles du
premier ordre. Le systéme précédent de trois équations différentielles du second ordre peut s'écrire

sous la forme d’'un systéme de six équations différentielles du premier ordre en posant v, = dx/dr,
v, =dy/dr et v, = dz/dr. En effet, on a alors :

dx_ d_, e _
dar dr ¥ T
et:
L .
dr dr di

La résolution de ce systéme fournira donc i chaque étape temporelle les coordonnées x, v et z dela
particule, amnsi que les composantes v, , v, et v, de son vecteur vitesse v .

IV.1.— Particule dans un champ magnétique stationnaire uniforme

Le champ magnétique stationnaire a une valeur uniforme B = 0,05 T. En outre, la particule est
un €lectron (masse m = m, et charge g = —¢):

>> ¢ = invbeta(l);

>>» g = -1.6021892E-19;
=>m = 0.9109534E-30;
> B = 0.05;

Le fichier odeB .m contient la définition du probléme que I'on cherche i résoudre : le vecteur £
contient, lui, les valeurs de x, v, z, v, 1 et v, duninstant 1, tandis que le vecteur Af renvoie les
valeurs de v, = dx/dr, v, = dy/dr, v, = dz/dt, puis de dv,/dr, dv,/dr et dv;/dr :

function df=odeB(t,f,B,q,m)
= f(1); vx = £(4);
£(2); vy = £(5);
£(3); vz = £(6) ;
sagre(Ve."2 + Vy. 2 + Vz."2);
(g*B) / (gamma (V) *m) ;
Avxdt = w*Vy ;
davydt = -w*Vx ;
dvzdt 0;
df = [Vx; Vv; Vz; dvxdt; dvydt; dvzde] ;

o MK
]

La résolution de 1'équation différentielle vectorielle du premier ordre, décrite dans le fichier odeB . m,
peut s'effectuer en invoquant, par exemple, le solveur oded5 de MATLAB qui utilise une méthode
Runge-Kutta d’ordre 5 comme schéma d’intégration ; il est cependant nécessaire de préciser, avant tout,
les conditions initiales du probléme. Dans ce contexte, on suppose que la particule pénétre dans la
zone oii régne le champ magnétique B = Be;, en un peint A;, de coordonnées (x;, ¥, z) , avec une
vitesse v; faisantun angle «; avec B. Il vient alors :

(v); = visina; (v,i=0 et (v); =vicosa
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On prendra, par exemple, v; = 2¢/3 et a; = 30° . Les coordonnées du point A; seront choisies de
sorte que la trajectoire de la particule s’enroule autour de I'axe 0z :

xi=10 vi=p e z=-2,5m

par exemple, p; étant le rayon de courbure initial.
*>» Vi = invbeta(2/3);

>> alphai = 30*pi/180;

== Vxi = Vi*sin(alphai);

=> Vyi = 0;

=> Vzi = Vi*cos(alphai);

> Zi = -2.5; Bi = B; Ri = (gamma(Vi)*m*Vi)/(g*Bi);
=> ¥i = Ri;

== ¥i = 0;

A partir du point A;, la particule se déplace sous I'action du champ magnétique B ; 1’équation
de sa trajectoire est solution de 1’équation différentielle vectorielle décrite dans le fichier odeB.m La
résolution de cette équation s’effectue a I'aide de la fonction oded5, a laquelle on transmet le nom
de ce fichier, les instants 1 pour lesquelles on veut les solutions x, ¥, z, v, vy et v;, ainsi que les
conditions initiales x;, ¥, Z, (w)i. (vy)i et (v;); etunensemble d options relatives & la précision
numeérique des calculs avec lesquels I'intégration doit étre effectuée :
== pptions = odeset(*Stats’,‘'on’, ‘RelTol’,lE-12, ‘AbsTol’,1E-12);
>> [t,f] = odeds(’'odeB’, [0:0.01:9]/c,

_ [¥%i ¥i Zi Vxi Vyi Vzi)], options,B,qg,m);
*>> ¥ = £(:,1); V= £f(:,4);
=> ¥ = £(:,2); Vy £(:,5);
== Z = £(:,3); VvVz = f(:,6);
Par commodité, on €crit, dans les vecteurs X, ¥, Z, Vx, Vy et Vz, les valeurs des solutions x, v,

z, vy, vy et v, le long de la trajectoire de la particule, ¢’est-a-dire pour tous les instants du vecteur t.
Les variations de ces solutions au cours du temps sont représentées sur la figure A3.16:

>> figure(l); eclf;

== subplot(6,1,1); ploti{c*t,X);

=> gsubplot(6,1,2); plot(c*t,Y);

== subplot(6,1,3); ploti{c*t,2);

>> gubplot(6,1,4); plot(c*t,Vx/c);
>> subplot(6,1,5); plot{c*t,Vy/c);
>> subplot(6,1,6); plot{c*t,Vz/c);

La trajectoire compléte de la particule est représentée sur la figure A3.17 :
>> figure(2); clf; plot3(X,Y,Z);

C’est bien une hélice circulaire qui s’enroule dans le sens direct, de Ox wvers Oy, le long de
I'axe Oz (cf. chapitre 6). En outre, on vérifie que le long de cette trajectoire, la norme du vecteur
vitesse v = (2} +t',2 + v /2 demeure inchangée avec la valeur v; :

*> V = sart (V. 2+Vy."2+Vz."2);
>> [min(V), max(V)]/c
ans = 0.6667 0.6667

Le long de I'axe Oz, le mouvement est uniforme, comme on peut le voir sur les variations de z
et v, au cours du temps. Pendant la durée 9/c, pour laquelle les solutions ont été calculées, la co-
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ordonnée z varie entre —2.5 met 2,7 m. En revanche, la distance totale parcoume par la particule

est:

>> L=sum(sqgrt (diff (X) . 2+diff(y) . 2+diff(Z)."2))

L = 5.9993

soit approximativement 6 m, comme le prévoit la vitesse v =2¢/3.

IV.2.— Focalisation dans un champ magnétique

]

—=

ct

0,01

FiG. A3.17.
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Dans la suite, on se propose d'illustrer la focalisation radiale d'un faiscean d’électrons monociné-
tiques de vitesse v = 2¢/3 dans un champ magnétique B = Be, avec B = (,05 T . Par conséquent :
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*>» g = -1.6021892E-19;

=>=m = 0.9109534E-30;

=>>» ¥V = invbeta(2/3);

>> B = 0.05;

>> R = (gamma (V) *m*V) / (g*B)
R = =0.0305

Une fente source, située a 'origine & d'un repére Oxy, émet des €lectrons dont le vecteur vi-
tesse initiale fait, avec la direction moyenne Oy, un petit angle =, variant par exemple entre —10° et
107 . Les points d’intersection A des trajectoires circulaires, de rayon R, avec I'axe Ox, ont pour abs-
cisses x4 = 2Rcose.

On désigne par A; le point d’intersection correspondant & = = (0. Le script suivant permet de
représenter ces trajectoires globalement, mais aussi au voisinage des points O et A; :

*>> ¥ = R*cos((0:360) *pi/180)+R;

>> v = R¥*sin( (0:360) *pi/180);

=> figure(l); clf; hold('on’);

>> for epsilon=-10:10
¥x = x*cos(epsilon*pi/180)+y*sin(epsilon*pi/180);
vy = =x*sin(epsilon*pi/180)+y*cos(epsilon*pi/180);
plot (xx/R, yy/R) ;

end

Ces trajectoires sont représentées sur la figure A3.18. On constate que plus la direction du vecteur
vitesse initiale s'écarte de la direction moyenne Oy, plus la trajectoire coupe 1'axe Ox en un point A’
situé en amont de A;.

a) b) o

FiG. A3.18.

Le script suivant permet d’étudier les variations des abscisses x;, en fonctionde = :

> n = 1;
>> for epsilen=-10:10
xx = X*cos(epsilon*pi/l180)+y*siniepsilon*pi/1B0);

vy = -x*sin(epsilon*pi/180)+y*cos(epsilon*pi/180);
k = find(xx > R & abs(yy) < 0.1*R);
xI(n) = polyval (polyfit(yy(k),xx(k),2),0);



322 Annexe 3.

®¥To(n) = 2*R-2*R* (epsilon*pi/180)"2;
n=n+1;
end
=> figure(l); clf; plot(-10:10,xI/R, " "-',-10:10,xIo/R, " :*);
Ces variations sont représentées sur la figure A3.19. Tout d’abord, on note que les valeurs calcu-
lées par interpolation quadratique sont en parfait accord avec la relation x; = 2Rcose= . Ensuite, I'ap-
proximation xz == 2R — 2R<? n'est valable que pour les petits angles =, et on a toujours x; < 2R.

FiG. A3.19.

On peut donc dire que A; est'image de la source située en (@, an sens de 'optique géométrique.
Ce comportement est semblable a celui des rayons marginaux qui, en optique, convergent plus vite que
les rayons paraxiaux de I"approximation de Gauss (cf. Optigue).

IV.3.— Focalisation par un prisme magnétique

On simule ici les trajectoires des électrons qui pénétrent dans un espace en forme de prisme ma-
enétique, d’angle @ . Pour simplifier la programmation, on se place dans le cas simple ot @ = 7 /2.

La source est une fente située en un point A, , de coordonnées x, = 0 et ¥, = —R ; elle émet des
électrons, avec un vecteur vitesse initiale qui fait avec la direction moyenne Oy un petit angle = ; on
fait varier la valeur de ce dernier entre —10° et 10°.

Aprés une trajectoire rectiligne, ils pénétrent dans le prisme au voisinage du point d’entrée E
(Fig. A3.20). A la sortie du prisme, leurs trajectoires redeviennent rectilignes et se coupent au voisinage
d'un peint 4; de coordonnées x; = 2R et y; = R : on peut donc dire, icl aussi que A; est I'image de
la source A, , au sens de 'optique géométrique. Le script suivant permet de représenter ces trajectoires
globalement, mais aussi au voisinage des points A, et A; :

> X R*cos ((0:185)*pi/180)+R;
> Y R*sin((0:185)*pi/180);
=> figure(l); clf; hold('on’);
>> for epsilon=-10:10
x5 = 0; v3 = -R;
abs (vS) *tan (epsilon*pi/180); vB = 0;
x*cos (epsilon*pi/180) +v*sin(epsilon*pi/180) +xB;
= -x*zin(epsilon*pi/180) +y*cos(epsilon*pi/180);
k=min(find(xx < R))-1;

B
o
Yy
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l=max(find(yy = 0))-1;

xC = R; vC = polyval (polyfit (soe(k:k+1) ,vvik:k+1),1),xC);

xD = 3*R; yD = polyvali(polyfit (ze(k:k+1),vyvik:k+1),1),xD);

plot([x8 xB xx(l:-1:k) xC xD]/R, [vS vB vv(l:-1:k) vC vD]/R);
end

Ces trajectoires sont représentées sur la figure A3.20. On constate que plus la direction du vecteur
vitesse initiale s’écarte de la direction moyenne Oy, plus ces trajectoires se coupent tot sur la droite
joignant A, & A; et passant parle sommet C du prisme.

FiG. A3.20.

IvV.4.

Particule dans un champ magnétique stationnaire non uniforme

On suppose 1ci & 1'action d’un champ magnétique qui varie spatialement selon la loi :

B=Bu(1+§—2)

(]
avec By =0,05T et z, =1 m, parexemple :
> B0 = 0.05; Zo0 = 1;

Il convient ici de modifier le fichier odeB.m afin de calculer la valeur B du champ magnétique &
I'instant ¢ oi la particule se trouve en un point de cite z :

function df=odeB(t,f,B0,zo,q,m)
£(1); vx = £(4);

£(2); vy = £(5);

£(3); vz = £(6);

saqre(Ve."2 + Vy. 2 + Vz. 2);
= BO* (1+(z/z0)."2) ;

= (g*B)/ (gamma (V) *m) ;

dVxdt = w*Vy ;

davydt = -w*Vx ;

dvzdt = 0;

df = [Vx; Vv; Vz; dvxdt; 4dvydt; 4dvzdte] ;

E W m M
Il
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Les conditions initiales restent inchangées pour la vitesse v; . Seule la coordonnée y; change, puisque
le champ magnétique au point A; est plus grand et par conséquent le rayon de courbure local p; plus
taible :

*>» Vi = invbeta(2/3);

>> alphai = 30*pi/180;

>> Vxi = Vi*sin(alphai);

>> Vyi = 0;

>> Vzi = Vi*cos(alphai);

=» Zi = -2.5; Bi = BO*({1+(Zi/Zo)."2); Ri = (gamma(Vi)*m*Vi)/(g*Bi);
== ¥i = Ri;

=» Xi = 0;

Enfin, lors de I'utilisation de la fonction ode45, il faudra transmettre tous les éléments nécessaires
au calcul de la valeur du champ magnétique :

>> options = odeset(’'Stats’,'on’, 'RelTol’,1E-12, 'AbsTol’,1E-12);
>> [t,f] = oded5('odeB’, [0:0.01:9]/c, [¥Xi Yi Zi Vxi Vyi vzi],
options,B0,zo,q,m);
La trajectoire compléte de la particule est représentée sur la figure A3.22 :

>> figure(2); clf; plot3(X,Y¥,Z);

FiG. A3.21.

Contrairement au cas d'un champ uniforme, la trajectoire n’est pas celle d’une hélice circulaire ; on
trouve quelques similitudes, puisqu’elle s’enroule toujours dans le sens direct (de Ox vers Oy )le long
de I'axe Oz . En outre, on vérifie encore que, le long de cette trajectoire, la nomme du vecteur vitesse
v = (vf + vﬁ + vg}”z demeure inchangée et reste égale & ; :
>> V=sqgrt (Vx."2+Vy . "2+Vz."2) ;
>> [min(V), max(V)]/c
ans = 0.6667 0.6667
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—0,01

FiG. A3.22,

Evidemment la force magnétique ne travaille pas : le mouvement a lieu toujours i vitesse constante
en norme, sa projection le long de 'axe Oz se déplacant  vitesse uniforme.

Pendant la durée 9/c, la coordonnée z varie encore entre —2,5 met 2,7 m. La distance totale
parcourue par la particule est :
>> L=sum(sqgrt (diff (¥X).~2+diff(¥)."2+diff(2)."2))
L = 5.9991

s0it encore environ 6 m, comme le prévoit la vitesse v = 2¢/3 . La particule a effectué beaucoup
plus de tours autour de I'axe )z pour parcourir la méme distance, puisqu’ici le rayon de courbure
local p est inférieur ou égal) & celui de 1"hélice circulaire obtenue dans le cas précédent.

V.— ACTION DE CHAMPS ELECTRIQUE ET MAGNETIQUE

L'équation différentielle vectorielle décrivant la trajectoire d’'une particule, de masse m et de
charge g, soumise i 1'action simultanée d'un champ électrique E et d'un champ magnétique B, estla
sulvante :

dp
dr
L’équation différentielle vectorielle précédente s’écrit, en coordonnées cartésiennes :

glE+vxB), avec p=ymv

dp

d_: = g(E: + vyB; — v:8y)
d

é:y = g(Ey + v:Bx — u:B;)
s up)

En raison de la présence du facteur relativiste ¥ qui n’est pas constant, la résolution de ce systéme
d’équations diftérentielles est plus laborieuse que dans le cas newtonien. Il n’est plus possible d’obte-
nir un systéme d’équations différentielles du second ordre, dont les seules inconnues sont les coordon-
nées x, ¥, et z dela position de la particule, comme dans le paragraphe précédent. Aussi devons-nous
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exprimer la vitesse v en fonctionde p :
pct
¥ = 7 +p§ +p2)c? + m2ct)1 /2
Finalement, la résolution de 1'équation différentielle initiale se ramé&ne i celle d'un systétme de six
équations différentielles du premier ordre couplées :

e = p,cz vy = nyz
© 02 + P} + PRt + mict [(PZ + 75 +p2)c* +nic]H?
v = szz
TR
et:
d d d

Le fichier odeEB . m est utilisé comme précédemment : le vecteur f contient les valeurs de x, v, z,
P.» Py €t p;, Auninstant 7, tandis que le vecteur Af renvoie les valeursde dx/dr =v,, dy/dr=1u,,
dz/dr=w,, dp,/dr, dp,/dret dp,/dr.

function df=odeEB(t,f,E,B,qg,m)

x = £(1); Px = £(4) ; Ex = E(1); Bx = B(1);
v = £(2); Py = £(5); Ey = E(2); By = B(2);
z = £(3); Pz = £(6) ; Ez = E(3); Bz = B(3);

¢ = invbeta(l) ;

Vi = Px*c"2/sqrt( (Px. "2+Py. " 2+Pz. "2) *c"24+m " 2*c"4) ;
Vy = Py*c”2/sgri( (Px. "2+Py. 24Pz, "2)*c"2+m"2*c"4) ;
Vz = Pz*c"2/sgro((Px. " 2+Py. 24Pz, " 2)*c"2+m"2*c"4) ;
dPxdt = g* (Ex + Vy*Bz - Vz*By) ;

dPydt = g*(EBy + Vz*Bx - Vx*Bz) ;

dPzdt = g*(Bz + Vx*By - Vy*Bx) ;

daf = [Vx; Vvy; Vz; dPxdt; dPbydt; d4dPzdt];

Ce fichier permet de résoudre toutes sortes de problémes, puisque les composantes cartésiennes des
champs électrique E et magnétique B sont transmises dans les vecteurs E et B, ainsi que la masse m
et la charge ¢ de la particule dans les variables m et g. Cette approche s’avére donc plus générale que
celle retenue lorsque la particule est dans un champ magnétique uniforme, ce dernier cas apparaissant
alors comme un cas particulier.

V.1.— E et B colinéaires

Supposons que les champs électrique et magnétique solent orientés selon I'axe Oz et de valeurs
déterminées :
E=Fe, et B=Be, avec E=0,03x10*V.m™! et B=0,05T

En outre, la particule, de masse m et de charge ¢, est un électron :

*>» ¢ = invbeta(l);

> g = -1.6021892E-19;
=>m = 0.9109534E-30;
>> E = [0 0 1]1*0.03E+08;
=>> B = [0 0 1]*0.05;
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Enfin, on admet que 1'électron pénétre dans la zone ot régne le champ électromagnétique en un
point A;, de coordonnées (x;,¥;, zi), avec une vitesse v; = v;e, perpendiculaire aux champs E et B.

On adonc :
(pe)i=vimv; et (p)i=(p)i=0

SiI'on adopte, par exemple, v; =2 ¢/3, les coordonnées du point A; seront choisies de telle sorte que
la trajectoire de la particule s’enroule autour de 'axe Oz : x; =0, = p; et ; =0, p; = yimvi/gB
étant le rayon de courbure initial.

*>» Vi = invbeta(2/3);

>> Pxi = gamma (Vi) *m*Vi;

== Py:l_ = D;
== Pzi = 0;
>> Ri = Pxi/ (g*B(3));
== ¥i = 0;
*> ¥i = Ri;
*> Zi = 0;

A partir de  A;, la particule se déplace sous I'action du champ électromagnétique ; I'équation de
sa trajectoire est la solution de 1'équation différentielle vectorielle décrite dans le fichier od=EB.m. La
résolution de cette équation se fait en invoquant la fonction oded5, i laquelle on transmet le nom de ce
fichier, les instants t pour lesquels on veut les solutions x, v, z, py, Py et p; . ainsique les conditions
initiales x;, ¥i, z, (po)i, (py)i et (p;)i, et un ensemble d’options relatives & la précision numérique
des calculs avec lesquels 1'intégration s’effectue :
>> pptions = odeset(’Stats’,‘on’, 'RelTol’,1E-12, ‘AhsTol’,1E-12);
>> [t,f] = oded5('odeEB’, [0:0.01:10]/c, [X1 ¥i Zi Pxi Pyi Pzi],

option,E,B,q,m);

> ¥ = f£(:,1); Px = f£(:,4);
> ¥ = £(:,2); Py = £(:,58);
*>> Z = f£(:,3); Pz = £(:,6);
> Yx = Px*e”2./sgro( (Px."2+Py. 24Pz, 2) *¢ 2+m"2*c"~4) ;
>> Vy = Py*e*2. /sagrt( (Px."2+Py." 24Pz ."2) *c 2+m"2%c"4) ;

== Vz = Pz*c"d./sqgrt( (Px."2+4Py. "2+Pz."2) *c"2+m"2*%c"4) ;

Pour des raisons de commodité, on écrit dans les vecteurs X, ¥, Z, Vx, Vy et Vz les valeurs des
solutions x, vy, z, ainsi que celles des composantes v, vy, et v; du vecteur vitesse v, calculées i
partir des composantes p., py et p; du vecteur quantité¢ de mouvement p le long de la trajectoire. Les
variations de ces solutions au cours du temps sont représentées sur la figure A3.23 :

== figure(l); clf;

=> gsubplot(6,1,1); plot(c*t,X);

>> subplot(6,1,2); plot{c*t,¥);

>> subplot(6,1,3); plot{c*t,2);

=> subplot(6,1,4); plot{c*t,Vx/c);
>> subplot(6,1,5); plot{c*t,Vy/c);
=> gubplot(6,1,6); plot(c*t,Vz/c);

La trajectoire compléte de la particule est représentée sur la figure A3.24 :
>> figure(2); eclf; plot3(X,¥Y,2);

La trajectoire est bien celle d'une hélice circulaire, de pas variable, qui s’enroule dans le sens direct
(de Ox vers Oy),lelongde'axe Oz dansla direction opposée au champ électrique, puisque la charge
de la particule est négative. Par ailleurs, on vérifie bien que le long de cette trajectoire, la norme du
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0123 45678910 01 2 34567 8910
a) b)

vecteur vitesse v = (t'f + t',z + tf}”z augmente, sous 1"action du champ électrique, puisque la force
magnétique ne travaille pas, et tend trés rapidement vers la valeur limite ¢ :

> V=sqrt (Vx."2+Vy."2+Vz."2);

>> [min(V), max(V)]/c

ans = 0.6667 0.9999

Enfin, on vérifie aussi que le long de cette trajectoire, la quantité p? +p3 demeure inchangée et
reste égale a (p.)7 + (py)7 :
>> Pxy=sqrt (Px."2+Py."2);

>> [min(Pxy), max(Pxy)]/sgrt (Pxi”2+Pyi~2)
ans = 1.0000 1.0000

FiG. A3.24.
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V.2.— E et B perpendiculaires

On s’intéresse maintenant & des champs électrique et magnétique orthogonaux et de wvaleurs
constantes :

E=FEe, e B=Be, avec E=003x10°V.m™! e B=0,02T
Par ailleurs, la particule est un €lectron :

>> ¢ = invbeta(l);

>>» g = -1.6021892E-19;
=>m = 0.9109534E-30;
=> E = [10 0]*0.03E+08;
>> B = [01 0]*0.02;

Enfin, on suppose que 1’électron pénétre dans la zone oii régne le champ électromagnétique en un
point A;, de coordonnées (x;, ¥, z;) , avec une vitesse v; = vye; perpendiculaire aux champs E et B.
Onadonc: (p)i = (py)i =0 et (p;)i=yimv;. Onprend laaussi v, =2¢/3 et x; =y =5,=0.

*>» Vi = invbeta(2/3);
=> Pxi = 0;

== Pyi Q;

>> Pzi = gamma (Vi) *m*Vi;
== ¥i = 0;

== ¥i = 0;

*»> Zi = 0;

On a représenté sur les figures A3.25 et A3.26 les solutions obtenues, ainsi que la trajectoire com-
pleéte. On constate que cette derniére est contenue dans le plan perpendiculaire au champ magnétique B
et paralléle au plan formé par le champ électrique E et le vecteur vitesse v; .

X Ve
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FiG. A3.25.
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Plus précisemment, c’est une sinusoide dont I’amplitude et la période dépendent de v, de E et
de B. En effet, seule la force magnétique peut rappeler périodiquement la particule puisque la force
gv = B agitdans le plan Ozx, tant6t dans un sens, tant6t dans 1"antre, en fonction de la direction de v,
alors que la force électrique gE agit dans ce méme plan, mais toujours dans la méme direction —e, ,
puisque g < 0.

Lorsque v; se rapproche du rapport E/B, 1’amplitude des oscillations diminue, comme on peut le
constater sur les figures A3.27 et A3.28, oi v; =0,6¢ alors que E/B=0,5¢.

Enfin, lorsque v; = E/B, les actions des forces électrique et magnétique se compensent exacte-
ment et la trajectoire est rectiligne, comme on peut le voir sur les figures A3.29 et A33000 v, =0,5¢.
On réalise ainsi un filtre de Wien, capable de sélectionner les particules qui ont une vitesse exacte-
ment égale au rapport des champs puisqu’elles sont les seules & ne pas étre déviées.
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Réponses aux vingt questions

1. La relativité restreinte consiste d’abord & constater que certaines grandeurs, le temps d'un référen-
tiel par exemple, ne sont pas universelles, puis i leur substituer des grandeurs universelles, le temps
propre dans 1'exemple considéré, qui sont des invariants (par changement de référentiel galiléen). Plus
généralement, en relativité, on cherche des grandeurs ( ¢, etc.) ou des formulations (loi fondamentale,
équations de Maxwell, etc.) qui solent invariantes (cf. chapitre 1) ou covariantes (cf. chapitre 10).

2. En réalité, les équations de Maxwell structurelles (induction électromagnétique et conservation du
flux du champ magnétique) sont invariantes par transformation de Galilée. En revanche, les équations
de Maxwell non structurelles (théoréme de Gauss et théoréme d’ Ampére) ne sont pas invarnantes par
transformation de Galilée (cf. chapitre 1).

3. Les ondes électromagnétiques se propagent d'autant plus vite que le milieu est dilué, contrairement
aux ondes acoustiques qui se propagent plus vite dans les milieux condensés. Dans le vide, la vitesse
de propagation des ondes électromagnétiques est maximale ( ¢ ), alors que celle des ondes acoustiques
y est nulle (cf. chapitre 1).

4. En relativité galiléenne, I'intervalle temporel entre deux événements est un invariant. C’est I’hypo-
thése newtonienne de I'universalité du temps. En revanche, I'intervalle spatial correspondant n’est pas
un invariant. Il ¥ a souvent confusion entre cet intervalle spatial et I'universalité de la longueur d'une
régle en relativité galiléenne (cf. chapitre 2).

5. Les deux fagons d’écrire le carré de 1'intervalle entre deux événements infiniment voisins sont :
def =2dPA —d2 —dy—dZ2 = AdP—dP et df =d? +dyP +d2-FdP=dP -2dP

La premiere correspond a la signature + — — — , la seconde a la signature + + + — . Du seul point de
vue calculatoire, ces deux signatures sont aussi efficaces, mais dans la premiére les événements sont re-
liés par des relations de causalité et donc séparés par un intervalle réel (carré positif), alors que dans la
seconde ces mémes événements sont séparés par un intervalle imaginaire (carré négatif). Notons que,
dans la premiére formulation, ds/c restitue I'invariance newtonienne dr, par approximation newto-
nienne en faisant d £ < ¢2d ¢, conformément al'analyse einsteinienne (cf. chapitre 2).

6. Méme sile temps et 'espace sont imbriqués en relativité restreinte, le temps s écoule du passé vers le
futur, selon le deuxi¢me principe de la thermodynamique, lequel n’a pas d’équivalent spatial (cf. chapitre
2).

7. Il s’agit 1a d’une erreur grossiére que 1'on ne frouve pas uniquement dans de mauvais ouvrages de
vulgarisation. Cette erreur cache, au-deld d'un goiit particulier pour la pensée magique, une véritable
incompréhension de la relativité. Rappelons que la contraction des longueurs concerne la comparaison
de deux longueurs d'une méme régle, la premiére mesurée par un observateur fixe par rapport i la régle,
la seconde mesurée par un observateur en mouvement par rapport i la régle (cf. chapitre 3).
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8. L'un des jumeaux, Gaspard, celui qui est sur la Terre, ne fait rien. L'autre, I’astronaute Arthur, saute
au départ sur une premigre fusée, change de fusée i la fin de I'aller, quitte ensuite cette derniére pour
retrouver son point de départ sur la Terre. Il a donc subi trois accélérations importantes, contrairement &
Gaspard (cf. chapitre 3).

9. En 1729, James Bradley mesure la vitesse de la lumiére dans le vide, avec une efficacité remarquable,
en étudiant 1’aberration de 1'étoile ¥ du Dragon; il utilise évidemment la formule newtonienne et non
la formule einsteinienne qui en différe par le seul facteur 7y, , lequel est dans ce cas trés proche de 1,
puisque v, == 3 x 10 m-s™! (cf. chapitre 4). On a, en effet, s1 o, est I'angle d’aberration newtonien
et « 1'angle d’aberration relativiste :

o ) ".'_,'2 -1/2
an= - =B, et a=y.pB.~p. puisque T'e=(1_é) =2 1

c
10. L'expérience interférentielle de Fizeau, avec le dispositif d” Young et de I’eau en mouvement traver-
sée par la lumiére, confirme la théorie d’Einstein qui prévoit, contrairement 4 la théorie de Newton, un
facteur 1—1/n? == 0,437 . Comme cette expérience a 6té mise en ceuvre en 1851, bien avant que la théo-
rie d’'Einstein ne soit connue, elle aurait pu valider la théorie d’Einstein, avant 1’expérience de Michelson
et Morley (cf. chapitres 1 et 4).

11. Le concept de masse variable jette un trouble inutile dans la définition de la masse d'un corps,
car il suffit de dire que la loi fondamentale de la dynamique en relativité s’écrit comme en mécanique
newtonienne, avec une relation seulement moins simple entre la quantité de mouvement et la vitesse :

L2y 12
= i ={1-_
p=ymv ou ¥ ( )

L’inconvénient pédagogique de ce concept est certain : il peut laisser penser que toutes les expressions
newtoniennes faisant apparaitre la masse peuvent se généraliser en remplagant m par ym , ce qui est
évidemment faux (cf. chapitre 5).

12, Cette tentative d’interprétation prévoyait une avance du périhélie de Mercure de 7 secondes d’arc,
alors que le résultat d’observation est proche de 43 secondes d’arc. La théorie d’Einstein sur I'espace-
temps courbe prévoit, elle, cette dernigre valeur avec une excellente précision (ct. chapitres 5 et 10).

13. La masse d’un systéme n’est pas, en relativité, la somme des masses des constituants : elle n’est pas
additive, contrairement & la masse dans 1’approximation newtonienne. Ainsi, dans le cas considéré, la
somme des masses des deux photons est nulle, puisque chaque photon a une masse nulle, alors que la
masse du systéme vaut (ct. chapitre 5) :

1

M=

(82 _ chz}uz) _ %

car £ =2hv et P=0.

14. Ce mouvement dans un champ magnétique seul est simple a étudier, car les résultats newtoniens
se transposent au cas relativiste, si on remplace la masse m par le produit ym . Il est en outre impor-
tant, car 1l est facile, avec un champ magnétique, d'amener une particule chargée dans une région déter-
minée de I'espace. C'est précisément ce qui est réalisé dans les accélérateurs de particules : on améne
périodiquement des particules dans des régions (les cavités accélératrices) oll régne un champ élec-
trique, lequel augmente la norme de la vitesse des particules (cf. chapitre 6).
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15. Le référentiel du centre de masse R* , défini comme le référentiel en translation par rapport au réfé-
rentiel du laboratoire et tel que la quantité de mouvement totale du systéme est nul, présente 1'avantage
de simplifier I’analyse des collisions (cf. chapitre 7).

i) Pour traiter la diffusion, on se place d’abord dans R* , puis on applique les formules de transformation
de 4-p.

ii) Dans R*, il suffit de considérer I'une des particules, le projectile par exemple, pour savoir si la
collision subie est élastique ou non. Si cette particule conserve son énergie cinétique, la collision est
élastique.

iii) Dans R~ il est facile de déterminer 1’énergie-seuil d’une collision inélastique, car toutes les parti-
cules peuvent y étre simultanément au repos.

16. Le seuil énergétique de réalisation d’une collision inélastique est plus faible dans R* que dans le
rétérentiel du laboratoire. C’est ce qui est réalisé dans les anneaux de stockage (cf. chapitre 7).

17. Le produit scalaire des champs électrique et magnétique est un invariant. Par conséquent, la condi-
tion nécessaire pour que cet ensemble se réduise i un seul champ électrique ou magnétique dans un ré-
férentiel est que le produit scalaire soit nul et donc que les champs solent orthogonaux dans un autre
rétérentiel (ct. chapitre 8).

18. Un calcul simple montre que 1'effondrement gravitationnel d’une étoile, par exemple le Soleil, de-
vrait étre perceptible s'il était a4 1'origine du rayonnement d'une étoile. Depuis les travaux de Bethe, on
sait que ce sont des réactions de fusion d’'éléments légers dans 1'étoile qui fournissent 1"énergie rayon-
née (cf. chapitre 9).

19. U'expression de la force d’attraction gravitationnelle de Newton n’est qu’approximative : elle est
nulle lorsque 1'une des particules est un photon. En réalité, on sait, depuis la théorie d’Einstein que la
gravitation doit étre interprétée par la courbure de 1'espace-temps. Dans ces conditions, un photon a sa
trajectoire modifiée par la présence d’une masse ; c’est ce qui a été observé avec le Soleil et qui est
constaté dans les mirages gravitationnels (cf. chapitre 10).

20. La constante cosmologique A a été introduite par Einstein pour décrire I'Univers comme un sys-
téme statique infini, avec une masse volumique non nulle, ce qui conduit & une aporie qu'évite pré-
cisément cette constante. Actuellement, on considére que la constante cosmologique est indispensable
pour décrire un Univers en expansion accélérée conforme aux observations (cf. chapitre 10). Dans ce
contexte, on interpréte souvent la constante cosmologique comme la manifestation d’une force répul-
sive opposée & la force de gravitation ou d'une énergie volumique singuliére, I'énergie sombre volu-
mique.



Solutions des exercices et problemes

Chapitre 1

S1- 1. Principe de I'inertie en mécanigue de Newton

Comume le référentiel du voilier a les mémes propriétés que le référentiel terrestre, et que, dans ce demier, tout
corps abandonné en chute libre a une trajectoire verticale, le point de chute est évidemment le bas du mit.

S1- 2. Mesure de la vitesse de la lumiére par Roemer et Huygens
MNotant cy la valeur de la vitesse obtenue par Huygens 4 partir do retard rr mesuré par Roemer, ona la
relation suivante :

D
cy=— avec D=cr
TR

On en déduit : ey = o/t = 3% 10° % 16,5/22=2,25 x 10°m-s~".
S1- 3. Propagation du son

1. Comme un gaz parfait, en évolution isentropique, satisfait i I'égquation de Laplace pV¥ = Cte,on a:

dp dv . 1 v Vv 1 M,
— +y——=0 doll ks=—= = = =
P v yv ynRT  ymeT  yprT  ypRT

On en déduit ¢, = (pr,)~Y? = (yRT/M,,)"?, soit :

1/2 1/2

(1,4 8,314 % 300 _ o (1,4 x 8,314 % 300 . o

(eolo = (—0‘032 ) =330m-s et (clo = BT — =353m-s
2. Dans le benzéne, ¢, = (pr,) "2 = 1248 m-s~" .

3. Dans laroche, ¢, = (pr,) ™% = 20000m-s~1.

S1- 4. Invariance de ’équation de Maxwell-Faraday dans la transformation de Galilée

L'équation structurelle de Maxwell-Faraday, qui traduit 1a loi de I'induction, est :

., OB . 8E, OE, 8B,
mtb+ﬁ—l} ce qui domme By oz + o =0
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en explicitant la premiére composante. En introduisant les composantes et coordonnées dans R’ galiléen, de vitesse
v, parrapport & R, on obtient :

oE. _OF, o, _ (0B 0B OB\ _,

iy d it iy o iy

Or div' B = 0,d"oi:

aB. OB, 8B JE. OE, 9B,
3‘f+§+3‘_z'_0 et par conséquent W_B‘z' Bt =0
Quant i la deuxiéme composante, elle 8" explicite selon :
OE, _ OE. OB, -0

gz 8x | or
ce qui donne, en remplagant :
%_% dB, HBB;_U%
a7 ox' o “ax' ©ax'
Pour la troisiéme composante, on trouve un résultat analogue. L' équation de Maxwell-Faraday reste done invanante
dans la transformation de Galilée.

=0

S1- 5. Non-invariance de I’éguation de Maxwell-Ampére dans la transformation de Galilée
L'équation non structurelle de Maxwell-Ampére, qui traduit ke théoréme d’Ampére généralisé, est :

OE 9B, OB OE,
B — oo =0 soit o0t _ By _ o ou O =
roLB ko 5, O ey T My
en explicitant la premidre composante. En remplagant par les coordonnées dans R, de vitesse v, , on obtient :
B, _om, E, BE,

— EOpO—— — Eoplole——— =0
ay oz ar o

Or E;/ax" # 0. Parconséquent :
o, OB, OE,
e e L))
ay' o7 Eota ar #

L'éguation de Maxwell-Ampére n'est donc pas invariante dans la transformation de Galilée.

S1- 6. Non-invariance du dalembertien dans la transformation de Galilée
1. Relions les dérivées par rapport & x et t & celles par rpport & x' et ', sachant que x' = x — wt et
t" = t. On trouve, pour les dérivées premiéres :
o _oa od_o 0 _o0a oo _ 2 0
Ox  8x'dx | Aréx  ax o o e o x| or
d’on, pour les dérivées secondes :

¥y & _o( 8. 8
2 @ e " wm\ "ar Tar
soit ¢
¥ __8(,8.8\,2/( 8 °8\_p.& , & &
a2 " e \TYar Tar ) Tar \ Yar T ar) TVt T M avar T ot
Aldnsi :
1 F 0 e 1 F F 1 F F 18

Gof " af = 2o laaeor T2arm ar YV 28 a2 Zam o



et problémes 337

2. Vérfions que le dalembertien est au contraire invariant par changement de référentiel galiléen, pour le
groupe de transformation de Lorentz-Pomcaré. Comme :
A =rylr—vd) et 1 =ylt—ux/c)
il vient, pour les dérivées premidres :
a a8 ax' a8 ar 8  yau, 8 a a8 ox' 8 or a8 a

B ovox tarax e  car @ avoer Tara T aw Tar
Quant aux dénvées secondes, elles se transforment selon :
& (P w & R T AY i # P
@=“(ar”§§§+§&ﬂ = (534“§w+§ﬂ
On en déduit, en substituant :

18 & _1L8 &
Zar ot Zarr ax?
ce qui établit I'invariance du dalembertien par changement de référentiel galiléen.
S1- 7. Invariance du caractére conservatif de la charge dans la transformation de Galilée

Les dérivations par rapport au temps et 1'espace donnent, en considérant la transformation de Galilée :

o_oa oo __ 8 D

G o d v e aw ! ar
o _9ao oo _ 8 8 _ 8 a_ 48
R T T R ay 8y 8z a7

1l en résulte que I’ opérateur divergence est invariant : div = div' .
En raison de I'invariance de la charge, 8g = 8g", d'oi :
pdxdydz=p dx'dy'dz’ et p=p"' puisque dxdydz=dx'dy d
dans une transformation de Galilée. En outre, les courants volumiques dans T et R’ s"écrivent respectivement :
J=pv et JV=p'v doi J=pW +v.)=T +pv
On en déduit : , ,
dp dp

E-'-div']l:ﬁ_waf

Comme ¥, = v.e, , avec v, constant, il vient :

+div' J' + div(pv.)

. dpu. a ap
P N

O en résulte :

ap ap
E +d]\r'.]— g-l-d]\-' J =10
ce qui établit I'invariance du caractére conservatif de la charge électrigue.

S1- 8. Vitesse de propagation d’ondes électromagnétiques dans différents milieux matériels

La vitesse de propagation de la lumiére dans un milieu d'indice n est vy = c/n. Par conséquent, on trouve
respectivement :

3% 108
1,5

. 3 x 10°

] —
=2x10"m-s el Upeaw = e

=225%x 10°m-s™!

Vg veme =
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51-9. Coordonnées d’événements en cinématigue galiléenne

1. Les coordonnées de E; , E; et E; dans R’ sont, respectivement :

ct’ =0 ct' =1 ct' = 2/
=0 =0 =0

El yr=0 EQ yr=r EJ yr=u
R'Zf=0 'R_’zr=0 "' Zr=0

Par conséquent, d’aprés la transformation de Galilée :

ct =0 ct =[=10,5m ct =2l =1m
E x=0 E; x=81=01m E x =281=02m
y=10 y=1 y=0
Rz=0 = z=10 ® z=10

2. La durée galiléenne entre les événements vaut [/c pour E1 et Ez et 2[/c pour Ei et Es, & la fois dans
R et R', conformément & I'hypothése du temps universel. Quant i la distance qui sépare deux événements, elle
vaut pour les événements E; et Ez , respectivement dans R et dans R :

d=1=0,5m et d= (F+ﬁf!‘2)”2 =1+ " =0,51m

Pour les événements E; et E; , respectivement dans R et dans R, on trouve :

d'=0 e d=281=02m

S1- 10. Variante de I'expérience de Fizean

1. La variation AL, de L pour le rayonnement se propageant dans le sens AB est telle que :
ALy i i

ST T ntu ofn
oit 7 désigne la durée de propagation de la lumiére dans I'ean en mouvement et 7y cette durée en I'absence de
mouvement. De méme, la variation AL; pour le rayonnement se propageant dans le sens opposé BA est donnée
par:

i i
R - _
c S cim—u cfn

2. La vanation de chemin optique entre les deux faisceaux émus par le laser, dans des directions opposées, est
donnée par :
! { ) e _ 2w’

c/fn—u c/ntu =02fn2—u2 A

AL, — AL, =¢ (
On en déduit numériquement : AL = 237 0 nm qu’il faut comparerd Ag = 632, 8nm ; AL/Ao =0,374.
S1- 11. Effet Doppler-Fizeau optigue en cinématigue galiléenne
1. 8i on utilise la transformation de Galilée, 1a phase de I'onde sinusoidale reque par le récepteur 8™ écrit

wt—k-r=ar—kcostfx—ksinfy = (o — kvecos#) 1 — kcos fx — ksin 8y’
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En identifiant avec la phase dans le référentiel R’ | 1ié 4 1a source, d’ expression { o't — & cos @' x" — k' sin@'y' ),
on trouve, puisque ¢ = w/k :

m'=m—kﬂ,cm9=m(l—ﬂ'cmg‘r)
c

On a done, avec des notations explicites :
L

T 1- B, cost,
5i la source se rapproche (cos#, = 0), », > v, ; si lasource s’éloigne (cos 8, < 0), », < v, .

by

2. Pour #, = /2, on voit que », = v, . [1n’y a pas d'effet Doppler- Fizeau transversal.
3. Pour #, = 0, la formule précédente se simplifie selon :

_ Vs
- B

Si la source se rapproche du récepteur, la fréquence regue est plus élevée. En revanche, si la source s'éloigne, la
fréquence regue est moins élevée.

V‘-

4. La vanation relative de fréquence lorsque la source s'éloigne est

= -2 ~—f dod i—’l‘ LIy

. ¥y ¥ 5 Vs
AN ¢ Ala vitesse considérée, on a :

Tr — Vs

A, 2.9 % 10°

=277 0067 % 1077 don AA = PA, = 0,967 x 107 x 656,468 ~ 6,34 pm
A 1% 1P P
&

i

S1- 12, Variation du facteur relativiste
1. Les valeurs recherchées de y. = (1 — £2)~ 2 sont les suivantes :

1,005 1,021 1,048 1,091 1,155 1,250 1,400 1,667 2,294

2 Pour y, =5, B, =(1—1/y)"? = 0,98 ; pour y, = 10, B, = 0,995.
3. En développant ¥, au voisinage de 1, on trouve :
— r 3 L
ye=(1-87) ‘*’2%1+§+ f‘+

On en déduit : 38° /8 < 0,001 et B, <0,227.

S1- 13. Transformation du champ électromagnétique produit par un fil chargé

1. Dans R’ par rapport auquel les charges sont fixes, le champ B’ est évidemment nul. En revanche, le
champ électrique n’est pas nul et, en raison des symétries, il est radial. On obtient aisément son expression en
appliquant le théoréme de Gauss (cf. Ei'emmmagneﬁsme). O vient, en considérant le cylndre d’axe Ox, de rayon
de base r et de longueur L :

L 0,2 107 % 18 » 1P
dwE o= M gon o M 02X XX v.m!
g 2awear 0,1
Par conséquent :
E=2 o o B=0

2mwenr
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2. En théorie newtonienne, les formules de transformation des champs donnent :

Ag

E=E —v.xB =E' =
2meor

e ot B=B =0

Cependant, dans T, les charges en mouvement se comportent comme un courant. Le caleul direct du champ
magnétique a partir du théoréme d’ Ampére, appliqué, compte tenu de la symétrie, sur un contour circulaire d’ axe
(x etderayon r, domne, en désignant par 5 la section du fil

B Xz‘n'r=}.thtl', % §=pghv, do B= poAu.
5 2mr

Aunst: A E E0,5 x 36
p= 2% _2XE_BXEDIX30_ gy

T 2mmcr | ¢ c c
valeur trés faible comparée au champ magnétique terrestre qui est de P'ordre de 30 pT . Aussi, la formule newto-
nienne de transformation des champs néglige-t-elle ce champ magnétique.

3. Utilisons les formules de transformation des champs, en théorie d’Einstein, en faisant B’ = 0 :
Ey=EYy Byc=HBc
E,=y.(E, —B xB) Bic=y.(Bic+P, x E'L)
On en déduit :

E=vyE = Yelo

~1,15%36=4,6V-m™! e B= YePE =y.B =69 0T
2mwegr c

La théore d'Emstein, contrairement i celle de Newton, restitue ke champ magnétique dans 7. Elle ne fait que
modifier Ia valeur de Ao en la multipliant par le facteur relativiste (cf. chapitre 9). Comme précédemment, on peut
retrouver cette valeur de B en appliquant le théoréme d’ Ampére et en choisissant une densité de courant égale &
Yeove .

Chapitre 2

82~ 1. Transformations des coordonnées d’un événement

1. Les coordonnées de cet événement dans T, s’ obliennent aisément, en calculant préalablement :

1

Gg= L6 e of =3x 10 x2%x107° =0,6m
L]

fe= 0,8 Ye =

On a alors :

ot = (0,6+0,8x0,8 =2,06m = (0,84+0,8x0,6)=2,13m et y=0,1m

L 1
0,6 0,6
2. Le carré de I'intervalle entre cet événement et I'événement origine vaut :

5, =0,36—0,64 —0,01 = —0,29m* ou s, =2,06°—2,13* - 0,01 = —0, 9 m?

L'intervalle est donc du genre espace.
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82~ 2. Intervalle entre deux événemenis

l. Comme B. = 0,5, y. = 1,15. Par conséquent, les coordonnées spatio-temporelles de Ei dans R’
sont -

of =1,15(1,2—0,5x0,1) = 1,32m  x =1,15(0,1-0,5x1,2) =0,575m ' =05m 7 =02m
De méme pour les coordomnées de Bz dans R -

ot =1,15(0,9+40,5%0,8) = 1,495m  x=1,15(0,840,5%0,9) = 1,437m y=0,1m z=01m

2. Le carré de l'intervalle vaut :

= —nl —(e-—x) - -y - (2 -a)
(1,495 — 1,2)* — (1,437 — 0,17 — (0,1 — 0,5 — (0,1 —0,2)* = —1,87 m?

On peut le caleuler aussi dans R' :

M=) — (@G- -i-n - @-a)

=(0,9—-1,2)" — (0,8 — 0,575 — (0,1 - 0,5 — (0,1 —0,2)* = —1,87 m"

§2- 3. Evénement rencontre de deux particules

1. Les équations horaires des mouvements des particules A: et Az sont respectivement :
x]=;.r vi=10 et Xz = Ut ya=ut+1

Les coordonnées du point de rencontre ¢ sont done @ x; = xp =2 et y, = 0. On en déduit :

e 1
ct =4 B_c B _S__:Z

c 2 c ct 4
doil v2 =c/2e; —c/de, et 1, =0,56¢c.
2 Comme 8, = 0,5, y, = 1,15, ks coordonnées de C dans R’ sont :

X =ylx— B.ct) =0 a' = y.et — Box) = 2¥3 = 3,464 m

52— 4. Train ultra-rapide d’Einstein

1. Les coordonnées spatio-temporelles des événements T et @ dans R’ sont respectivement :

ctr cry
T 2 2 | 12
wme wm

L'événement « réception en M » a pour coordonnées dans R (0,0). Par conséquent :
! L . i L I L . i L
rr+2—c =10 soit :T——z—c et lg+i =10 soit IG__E
D’aprés la transformation de Lorentz-Pomearé, il vient, pour les coordonnées de ces mémes événements dans R :

—ye(l — B:)L)2 ) —re(l + Be)L/2
o Y1 —BIL/2 oYLt BL/2
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2. Dans R', cAr' = 0. Enrevanche, dans R, on trouve :
cAt = —y,f.L=—1,25x0,6x 100 = —T5m
On calcule aisément le carré de I'intervalle selon :
sy =cArT - A7 = -1
Dans TR, on vérfie que I'on a bien le méme résultat :
FA — A =B — i = (1 -l = =L

52— 5. Rapidité d’entrainement d’un référentiel
Des coordonnées spatio-temporelles de 'événement dans R et R, on déduit g8, :
L5=y.(1,7=3,38:) et 0,6=7y.(—0,99+178)

Par conséquent :
1 1,7—3,38, —0,994+1,78. 4,43
— = = d'od = =10,563 et =10,637
ye 1.5 0.6 o Be=736 =0 fe=0

52— 6. Tiges glissant 1"'une sur I'autre

1. Les coordonnées de E; et E; dans T et ' sont, respectivement :

0 0 cr o’ = yeler — Bel)
E, | E E; E;
0 0 I — =yl — B.cT
N . o o ¥e(l — Becr)
2. On en déduit : .
¢ =h’r+1) — Yet1 =(T¢+1) ﬂi
Tr.ﬁe {')’E - 1)]".’2 Ye — 1

3. Pour vénfier I'invanance du carré de I'intervalle :?g,ca]cu]ms o
- 12
CT’=(T‘+1—}',JS,)I=YE+T‘ TE.IBEI=T!+1£= (}'r+1) l=cr
Be YePe Yefle e — 1
On abien s3; = 7" — F = &7 — P Cetintervalle 512 est du genre temps, puisque :
1 2F
3?2=F(7"+ —1)= >0
Ye— 1 Ye—1
AN:comme y, = 1,67 et [= lm,alors 52 =1,732 m.

§2- 7. Evénements non causaux

I. Le carré de I'intervalle entre les deux événements est :
f=dt—-n) —(n-x)7=(1,5-37—(6-3"=—6,75m?

Comme s° > 0, ces deux événements n’ont pas de relation de causalité. Dans un référentiel R’ , ces deux événe-
ments sont simultanés & :

o) =cty avec of] = y.(et) — Box1) et oty = y.(d2 — Bex2)
s01t ¢ { )
cltz — i —1.5 1 c
At T e T e D e te=—o
B 3 2 b 2

B =
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2 L'instant t* de R’ pour lequel ces événements se produisent simultanément est tel que
of = ylen — Boxy) = 1,155 (3+ ;) ~520m car y.=(l—0,25)"2 =115

On en déduit + = 17,33 ns.

52— 8. La transformation de Lorentz-Poincaré considérée comme une rotation complexe

1. L' opposé du carré de U'intervalle s”expliate selon :

2 2 23 12 212 2 2 12 12
8 =x —Ccf=x —c1t dol ¥+ =x"+4+o

Cette derniére égalité rappelle la relation i laguelle satisfont les coordonnées d'un point dans un plan, lorsqu’on
passe d’un systéme de coordonnées Oxy i un autre Ox'y' |, apriss une rotation d’un certain angle (Fig. $2.1).

F1a. 52.1.

2. Explicitons affixe { du nombre complexe représentant le vectewr OE défim A partir des événements O
et E:

{=xe +icte =x"e +ict'ey =xey +ict' ey =x'(cosae, +sinae) +ict'(—cosae, +cosae)
soit @
{ = (x'cosa —ict' cosa) e, + (x"sine +ict’ cos a) e,
En identifiant, on obtient les relations suivantes :
x=x cosa —icf sing=cosa(r —tanea’) el o =ict=x sina+ it cosa = cosa(o’ +x tana)
3. En comparant i la transformation de Lorentz-Poincaré, on trouve : cose = . et tana = if. . Il en
résulte que e doit étre imaginaire, a = i@ . Si on explicite tana , on trouve :

_cxp{—ﬂ)—mpﬂ =i% dod he = %
ilexp(—8) +exp#] c c
Pour B, = 0,4, alors § = 0,42.

52— 9. Groupe de transformation de Lorentz-Poincaré

1. En fonction des rapidités, les transformations de Lorentz-Poincaré successives s’écrivent :
ot = cf coshrg + x siohrer et x =x coshrmy +cf sichre  avec tanhr = B

et:
of =ct” coshra +x" sinhriz et x' =x"coshrz 4+ ot sinhrnz avec tanhna = Biz
1l en résulte, en substituant :

ot = (er” coshryz + x” sinh ryy) coshrgy + (x" cosh ryy + et” sinh ry2) sinh ryy
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s0it :

ct = ct"{cosh ryz cosh ryy + sinh ryp sinh rg ) + x”(sinh ry; cosh rg + cosh rya sinh rgy )
Ainsi :

et = et” cosh{rz + rm ) + x" sinh(rz2 + rm)
De méme :
x = (x" coshriz + e’ sinhriz) coshrm + (e coshriz + x" sinh 712) sinh rm

s0it :

x = x" (cosh ryz cosh ryy + sinh ry2 sioh rn) + cf” (sinh r12 cosh ro; + cosh 2 sinh ;)
Ainsi :

x=x"cosh{riz + rn) + et” sinh{riz + 1)
Le produit des deux transformations de Lorentz-Poincaré est done la transformation de Lorentz-Poincaré de rapidité
mz = rnz+n.

2. Le produit de deux transformations de Lorentz-Poincaré se réduit i la ransformation umité s1 x = x' et
t=1",s0itsi r2 = —rm el par conséquent viz = —vol .

52— 10. Approximation i 1'ordre un de la transformation de Lorentz-Poincaré

1. Pour 8. < 1 ,onsait que y. = 1 4+ B2/2 . Par conséquent, on obtient, i 'ordre 2 en B, :

of = (1 + %E) fet' + B.x") = (1 + ‘B—E) o + B

2
et:
x= (1 - ﬁ?f) (" + Bect') = (1 - %E) X+ Bect’

Ainsi, on trouve, au deuxiéme ordre priss :

:z:'+% et x=x +ul
La premiére équation ne restitue Uinvariance galiléenne du temps que pour vx'/c® < ¢'.
2. 51 B =0, 1, Ierreur relative sur la distance vaut :

x— (' + Bect') | B2 1

= =

X'+ et 2200
Pour que I’ erreur relative sur la durée soit 1/100 , i faut que :

e 2 ] ’
=01 B BY X 11
iy 100 2 ct ct’ 2008, 20

52— 11. Valeurs propres et vecteurs propres de la matrice de Lorentz-Poincaré

1. Les formules de transformation, ¢t = ye(ct’ + Bex’) et x = y.(x" + Bect') , peuvent 8’écrire matricielle-
ment 2 —x =L {2 —x'}, soit en explicitant :

- b -

Done @ =ye, b= Yeffe, ¢ = yefe. d = y. . On en déduit le déterminant de cette matrice :

det L, =ad —c'd = y; —yefe = ve(1 - o) = 1
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2. L' équation matricielle L,{2 —x'} = A{2 — '} s explicite selon :
PR v e g W R
¢ d| |e ct’ ¢ d—A| |et 0
Le déterminant de la matrice contenant A doit donc étre nul :
(a—A(d—A) —b' =0 dod A—Ala+d) +ad —bc' =0
Dans le cas considéré, cette équation donnant les valeurs propres s’éerit :

A2y d+1=0 dot A=y +(p— 1)

3. D’aprés I'équation matricielle aux valeurs propres, il vient :
(a—A)x +bet' =0 et cx'+(d—A)er =0
On en déduit Ia pente o des vecteurs propres :

: _ _ _ _qyls2
O S Ly S R PO Dt t 21 & St I N ¢ 7t ) I
x b d—A ']’:ﬁ: Trﬁr

Ces pentes corespondent aux vitesses ¢ et —c, lesquelles sont évidemment invanantes.

52— 12. Différents événements dans I'expérience de Michelson- Morley

1. Les coordonnées spatio-temporelles de ces événements s’écrivent, respectivement, dans R

] ot =1 cth=1 21 21

0 0 i 0 0

B E 1 E 0 E g E g
g Rl g Rl ®lo o

On obtient aisément les coordonnées dans R, en effectuant une transformation de Lorentz-Poincaré :

0 cty =yl ctr = yA(1 + 8.) 2y.1 2yl
0 YelBel yel(1 + Be) 2yl 2yeBel
Ey 0 E 1 E; 0 E; 0 Eq4 0
®o ® o0 ] 0 L ] ]

2. Pour calculer kes carrés des intervalles entre Eo et Ep, entre Eo et Ez , entre Ey et Ez, entre Es e By,
il suffit de se placer dans le référentiel le plus commode, ici ', car I'intervalle est un invariant :

G=P P00 &HeFf P=0 sh=0-F_F=_2" &=0
On trouve évidemment la méme chose dans T @
=y - Y -F=0 sh=yPU+BS-VPU+BF =0 sh=yP-yF-F=-F

et sg. = 0. Les intervalles sg; , 5oz ¢t 53 sont du genre lumiére, alors que I'intervalle s;; est du penre espace
(pas de causalité).

3. Les événements E; et E; sont simultanés dans R, mais pas dans R :
ol —t) =y.B1=08x3=24m

Quant aux événements E3 et Eq , ils sont simultanés 4 1afois pour R’ et pour R . La simultanéité n’est universelle
que si les événements sont localisés au méme point, ici 5.
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Chapitre 3

53— 1. Mouvement de translation rectiligne uniforme d'une barre le long de sa direction
Comme le facteur relativiste y, = 2 , il vient, d"aprés la contraction des longueurs :

-1 3 3
Jevf="fT=z d'oil u=§c=0.366c=25980?.6hn-s_1

83— 2. Durée de vie des mésons
La durée ¢ étant une durée propre, on a: f = ¢ avec y. = (1 — £)7Y? = 7,09 D’autre part :

N = Ngr . Par conséquent :
; I t
Ng:(t') = Nyexp (——) = Ny exp (— )
To YeTo

Na(f) =Nump(—;) avec T =y.rg=7,097¢ = 15,6 ps

don:

53— 3. Durée de vie des muons

1. La durée qui sépare, dans T2, les mstants de formation et de désintégration du muon est :

d 5% 107
T = = 0ox3xir— 68w

Quant an facteur relativiste, il vaut : y = (1 — /)" = 7,00.

2. Les coordonnées spatio temporelles des événements de formation E et de désintégration E; du muon
sont, dans R et dans R :
T cT =d
E, . /B

= = = =

avec ©
T

T = y(cT — Bd) = y. (CT— ﬁch) =T gdme T'=
¥ Y
ce qui était prévisible puisque T7 est une durée propre.
3. Le carré de I'intervalle entre les deux événements E; et E; est:
FoAP AP —PT—d = L o ¢ oart oA orye L
rp rp
ce qui confirme bien que intervalle est un invariant.
4. La durée de vie propre dumuonest: T, = T/y = 16,8/7,09 = 2,37 ps.

53— 4. Voyage Terre-Lune avec une fusée trés rapide

1. La durée de parcours dans le référentiel terrestre est :

oD _ 0384 x10°
i 0,08 x 3 x 108
2. La distance Terre-Lune est une longueur propre pour le passager de la fusée, puisque les extrémités ont
mémes coordonnées pour ¢e demier. On a done :
L _
L= — =230400km puisque y. = (1 — g)""¥* = 1,67
Ye

=1,6s
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3. La durée du voyage pour le passager de la fusée est un intervalle de temps propre. Par conséquent :

53— 5. Mouvement relatif de deux vaisseaux spatiaux

On désigne par Ry et Tz les référentiels galiléens liés respectivement aux deux vaisseaux (1) et (2) : le
premier est le vaisseau lent. L'événement E; , coincidence spatiale de la téte T de (1) et latéte T, de (2), est
pris comme origine commune & T et Rz . L'événement Ez est la coincidence spatiale la téte T de (1) etde la
queue (5 de (2). Les coordonnées de cet événement dans R; et R; sont respectivement :

cT cty = ycT
E
2o £ —l = —yVT
”y Ry
On en déduit :
1 L ! 1 »
Ve — =2 doll V=vo— =~ 15m-
"En-viaye T °° T(1+B/T2cyz = P WS
avec la précision relative suivante :
AV 1LY 1
—=-|=) =1L25x10
v o2 (cr)

L'analyse newtonienne est done totalement justifiée dans ce cas.

53— 6. Application de I'effet Doppler-Fizeau i la détermination de la vitesse d"un objet stellaire

1. La formule relativiste de I'effet Doppler-Fizeau longitudinal s’écrit, en fonction des longueurs d'onde

12
A,=Ai(1+“‘fc) don LEB 2 avee a=t =214

1 —uje 1—-8 A,
On en déduit : )
-1
ﬁ=zz—+1 — 0,64 e w=1,92%10"m-s"

Comme A, > A, Iobjet " éloigne de la Terre. Certaines palaxies se déplacent a de telles vitesses.
2. En théorie newtomenne, on devrait écrire :
,\;=,1,(1+f) dod 1+B=a=2,14 e “=1,14
[ [

ce qui est absurde, ¢ étant une vitesse indépassable pour un objet doté de masse.

53-7. Approche cinématigue de I'effet Doppler-Fizeau

1. Ecrivons les coordonnées des événements comrespondants 3 I'émission de deux tops consécutifs, dans R
et R :

ch = y.cn oty = yety = y.(ct) +cT)

ety + T, E
= YeBect] ! = YeBects = yeBe(ct] + €T)

E ’ E: Xé =0

" =’

Ecrivons les coordonnées des événements corespondants regus dans R, lors de la phase d' éloignement :

cly = cfz + X3
X4 = ]

cly = cty + x5

E’ X3 =10

E,
"
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On en déduit :
eT, = oty — ety = ¢ty — oty + %3 — X1 = YT, + Y BecT, = Ty (1 + B.).

D'on:

1
ye(l + Be)
Pour obtenir les résultats relatifs au retour, il suffit de changer 8, en —8,

1
yell — B

I:'=T1Tc{1+ﬁr) et rr =

T =Tydl—B) et w=uw

2. Ausecond ordre prés en 8, | kes expressions précédentes donnent respectivement, pour 1'éloignement :

. LT
Tr== T(1+ Be) (H‘%E) soit = zﬁe+%s
et pour le rapprochement :
B . I =T A
TraTdl —Be) | 1+ it =B+
=g (1+5) s TpTmps
En théorie newtonienne, on a, pour I éloignement :
T,=T,(1+8.) soit I};T‘mﬁ,
et, pour le rapprochement :
T, T,
Tr= Tl —Be) soit —— = —f.
T:
On ne trouve donc pas de termes quadratiques en 8° 41" origine d’une dissymétrie.
53— 8. Durée d’un voyage intersidéral
1. Comme la durée Ty estune durée propre, ona:
T; D D D
Tr=— avec Ti=— doi =2 = 15—
Ye Ve YeleC {TE_I) c
On en déduit :
2 172 D N
vebe=(¥e —1)"" = - =4 dob y.=4123 et u=09c
f

2. Pour un chservateur terrestre, la durée du voyageest T; = 3. Ty = 4,123 an .

53— 9. Mesure de longueurs
1. a) On a, d"aprés la transformation de Lorentz-Poincaré :
ot = yelef + Bex’) et x= (x4 Pect’) avee y. =(1 —ﬁzj_”z =1,15

b) La longueur propre de la régle est celle mesurée dans le référentiel ot elle est au repos. La longueur de la
régle mesurée par un observateur de R est done impropre, d’ ol la relation :
Ly 1

L="2= " —0866
ye  L15 _ oeem

¢)Lalongueur OF mesurée par un observateur de T est elle-aussi une longueur impropre. Par conséquent :
L' = Ly/y. = 0,860m.
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2. Les coordonnées spatio-temporelles, dans R' et dans R, de lextrémité B i t = 0 pour R s écrivent :

ot E ct =0
¥ B
rxn =Ly = Xy

Eg

"

Comme cf =0 = y.{ct' + B.xp) . il vient : of = —Bay = —B.Ly = —0,5m . On en déduit :
xb = ye(th + Bect’) = ye(Lo — BLo) = yeo(1 — B2) = i—’“ = 0,866m

3, L'extrémité B de la tige coincide avec P 4 un instant 7 pour R.
Ferivons les coordomées spatio-temporelles de I événement « B coincide avec P» dans R et dans R’ :

cr’
xg = Lo

cT
Egp = Lo Egr
7= ="

avee o' = y.(cr — Boxg) = yoler — Bulo) et xp = Ly = yo{xp — Ber) = y.(Lo — Ber) .
b) Exprimons cr et ¢’ en fonction de Lo et y. :

e (1-5) = (i) = () = (351) =020
ot =rin(550) " <o) <[ (7e) -]

142
- e — 1
= —Iy = —0,268 m
or (r.+1)

¢) La coordonnée spatiale xa de Uextrémité A dans R .4 Pinstant 7 de R, est telle que :

soil :

, 1 1
% =0=ye(ts —Bect) d'od x =ﬁcr=ﬁ.£.u(?;‘ﬁ‘ ) =Is (1 - ;‘) =0,13m

83— 10. Train dans un tunnel

1. Comme la longueur recherchée est une longueur impropre pour R, elle vaut :

i -
L=—=8m cr v =(1-036)""
Ve

=1,25

2. Pour R', lalongueur du tunnel est impropre. Par conséquent, elle vaut :
L I
L= —=—
Yoo Y2
Elle ne coincide done pas avec la longueur du train dans R' .
3. Sil'événement | est pris comme onigine, les coordonnées de I'événement 2 sont :

cty

2
) W E

_R_IE = —IK'}"

Comme x5 = ye(xz — Bectz) donne —I = ye(—1/ye — Bectz) , on en déduit :
cz =0 el cfi = yelctz — Bexz) = —Yefexa = Bl
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Ainsi, les coordonnées de E; sont :

C£E=ﬁf ch =10
| =-1 o7 =—l/y.

E

4. Pour R, les événements 1 et 2 sont simultanés et la longueur du train est [/, ; le train est done contenu
dans le tunnel. Notons que, dans R, les événements 1 et 2 ne sont pas simultanés ety > 0 : latéte du train sort
do mnnel avant que la queve o'y entre.

53— 11. Lialson radio entre un vaisseau spatial et une station au sol

1. L'instant # donné par les horloges du vaisseauest #f = L'/c = 400 ns, car L' = [y = 120m estla
longueur propre du vaisseaw.

2. L'mstant f pour les horloges de la station est tel que la distance parcourue par Ponde électromagnétique
est la somme de la longueur du vaisseau mesurée par la station et de la distance parcourue par B pendant cette
durée : "

ctr =L+ Becty avee fe = . =0,7

Par conséquent, L étant une longueur impropre :

=

L L _ Ly _L 1+ B
c—v  col—B) cy(l-8) ¢ \1-5

Entre ¢, et 1], le facteur n'est pas vy, , car aucune de ces durées ne concerne des événements gui se produisent en
un méme lieu.

112
) = 400 x 2,38 = 952,2ns

3. La distance parcourue par I'avant B du vaisseau i la réception du signal est : vty = 199,96 m .

53— 12, Paradoxe des jumeaux de Langevin

1. Omn sait que kes durées 4 I’ aller et au retour pour kes horloges de N (nomade, astronaute) etde § (sédentaire,
termen) sont relifes par des relations entre durée propre pour N et durée impropre pour § :
T, T, D D
T;u = T;u.a +Tu.r = =8 + et avec Tl.ﬂ =— et TI.J’ = —
: . E , E o,

Ya ¥r a r

Comme T, = T,, +T,,.il vient :

1 1 o D
L=D(—+-) & TL.=— 4+ ° -1, L
" Ta¥a  UrYr (vatv)va (v +v )y

Adnsi :
T, 1—k[1—(+k*"" 14k [1-(1-k*]"
. 2 4 2 4

2 Pour k =0, ¢'est-ddire va = v =0, 5¢, on trouve le résultat connu :

T, IR
B (1-2) =Z=0866
T: ( 4) y

Pour k = 0,9, ce rapport vaut 0,96 . La courbe domnant T./T: en fonction de k montre que ce rapport est
minimal pour k = 0 (Fig. $3.1).



et problémes 351
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Fia. 53.1.

53— 13. Changement de chronologie de deux événements

1. Dans R et dans R’ respectivement, les coordonnées spatio-temporelles de Ez , pour lequel O et A
coincident, s’écrivent, si celles de Ey sont prises comme origines (Fg. $3.2):

E, cty = Li{y.pB.) cth = yelctz — Be % 0) = L{ B

=0 o~ L — —
" xz ol 2 L= y.(0 — fBectz)
On en déduit : L r
cfy = et ef2=
' v B.
Comme 8, = 0,8 et ¥, = 1,67, il vient, numériquement :
c=0,75m cfi = 1,25m
E =10 E: M=—1m
R

On en déduit ke carré de 'intervalle entre Ey et Ez
;=075 -0=1,25%-1*= 0,7 o’
L'intervalle est du genre temps.

2. De méme, les coordonnées spatio-temporelles de Es , pour lequel E et B coincident, sont, dans R et R’
respectivement (Fig. $3.2¢) :

[ 5} C’; = '}',{CI, - .IBrL)
E; - L 3y
= = 0=y (L~ Beer)
On en déduit :
L , L L L
= —=125m ctd=7ge| — —Bel | = ye—(1 — = =0,75m
[ T(ﬁ: ‘B) veg (1 - B =25 =0
Adnsi :
cts=1,25m cfy = 0,75 m
Ex x=L=1m Ex x=0m
R

Le carré de 'intervalle entre E; et Ez est done :
55 = 1,25 — 17 = 0,75 = 0,56 m*

Dans ce cas aussi, Iintervalle est du genre lemps.
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3. On constate que les chronologies des événements E; et E; ne sont pas les mémes dans R et dans R'.
Dans R ,ona cty < iy , alors que, dans R, ctf < ct; . Les chronologies des événements E; et E; dans R et
dans R sont donc inversées ; vérifions que U'intervalle entre ces deux événements est du genre espace :

B =(1,25-0,75" = (1 -0 = (0,75 1,25)" = (0 + 1" = —0,75 m’
Entre E; et E; ,il n'a pas de relation de causalité. Sur la figure 532, on a résumé " ensemble des résultats.

¥ *f

FiG. 53.2.

53— 14. Ombre portée sur un film photographique d’une régle inclinée en mouvement

1. Adoptons, comme événement origine R et R', I'événement | suivant « interception de 'onde en B ».
L'événement 2, « interception de I’ onde en A » a pour coordonnées dans R et R’ :

cth ctz = lsin#’
E; |xh = —leos#' E; x2
re| ¥y = —lsind’ = Y2 =Y:

La longueur du film non impressionné en raison de la régle qui fait obstacle est donnée par la coordonnée xz telle
que : Comme xj = y.(x; — B.ctz) , on trouve :
=2 4 ety — — L cost + 1. sin =1 (-‘“9
Ye

+ f3. sin 9')
Ye

Ye
Cette longueur est done :

L=1i _ccsG'

+ﬁ,sim9"

2. Cas particuliers

i) 8" =0 :larégle est paralléle 4 la direction Ox . Cette expérience permet alors une mesure photographique
de la longueur impropre de la régle dans le laboratoire : L = [/y..

i) # = w /2 :larégle est normale i la direction de son déplacement; la longuewur de film non impressionné
n’est pas nulle mais égale & L = 8.]. L'abscisse x: est positive, la régle apparait inclinée d’un angle supérieur &
/2 4 un observateur du laboratoire.

3. D’aprés l'expression de L, 1a condition pour que L =0 est:
: 142
088 _ p.sing scit wnd 1=(2—0
Ve Yele B:

On pourrait montrer que cette direction correspond & celle de la vitesse des photons dans R . 1l suffit pour cela
d’utiliser les formules de transformation des vitesses (cf. chapitre 4) :

] —u
v —c v —c/ye
=l 0 wi 0

D'oil la tangente de Iangle o' = (Ox',¥') : tane’ = v}/v] = (y.8,) 7" = tan#'.
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53— 15. Effet Doppler-Fizeau aprés réflexion par un miroir

1. La fréquence de I’onde lumineuse regue par le miroir est donnée par la formule de 1'effet Doppler longitu-

dinal (cf. chapitre 3) :
_ 1/2
”‘=”‘(1+§:) avee ‘B'=S

u étant la vitesse d’ éloignement du récepteur par rapport i la source.

2. Deméme, la fréquence », de I'onde regue par la source aprés réflexion par le miroir est reliée 4 la fréquence
vy de I'onde regue et réfléchie par le miroir par une relation analogue i la précédente :

u étant la vitesse d’ éloignement de 1a source par rapport au récepteur. Il en résulte que :

, 1- 8. 1-8. A u l—r

e = Vs "ol - — = el e = — = EU.S

A Py 1+g A Be= =14
Chapitre 4

54— 1. Vitesse relative de deux galaxies

D’ aprés les formules de transformation des vitesses :

U1 —vsn 0,8c— (—0,8¢)

Y T u /@ 1-0,8 x (—0,8)

1,6
=Cm —0.9?66

S4- 2. Emission d’un électron par un noyau radioactif

1. D’aprés la composition des vitesses, on a, puisque seule la direction Ox est concernde :

vy + 1 0,9
= 28— 20,833 =0 =0
T Thuwfe T L08° £ n e
2. I1 en est de méme dans ce cas :
—0,84+0,1
wx=Wc=—0.?ﬁc =0 v, =10
3. Dans ce troisiéme cas, v est dirigé selon laxe Oy :
0,8 0.8

= =01 =
U = U, L 1e Uy T'c 1+ 0,008

c=0,796c puisque ¥, = (1—0,1%)7"? = 1,005

54— 3. Vitesse relative de deux particules en mouvement sur un meéme axe

Appelons R le référenticl galiléen d’origine A et calculons la vitesse de Az par rapport & R, 11 vient,
puisque v; =0,75ce, et v = —0,75ce, :

U — U _ —1,5¢ _
l—wvpus/cd 140,%

v = —0,9% ¢
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54— 4. Vitesse relative d'un photon par rapport & un électron

1. D’aprés les formules de transformation des vitesses, on a, puisque 8. = 0, 8 et y. = 1,67 :

N U — M v,

= ="% _ 08 . EE——,
R Yk A | A
Dong, la direction de la vitesse du photon par rapport & R' fait I'angle ¢ = arctan(-0,6/0,8) = —37°,

avee I'axe Ox.
2. On vérifie évidemment que la norme de la vitesse est ¢ : (0,82 +0,6%)'% = ¢

54— 5. Norme de la vitesse relative de deux particules

1. Adoptons comme axe Ox de R celui défini par v2 et associons R’ & Az . Il vient :

o'y = Tix — U2 oy, = Ty oy, = Tz
1 — s/ e P (1 — vz /e?) © ye(l — s/ c?)
avee B, = /e et y, = (1 — B2)7"* . On en déduit la norme :
/2
— = 1 2 U]Zy + 7, _ 1 [ N 2 2 ]m
vz =1 = s (vie — )" + " e (v1—w2) ﬁ{m, + vi;)

cette norme 8 éerit, puisque (vq X v2)° = vi(v], + o)

[(vi—v2)* — (v x vz)z,.fcz]”2
1—w-va/c?

Viz =

2.i) 8i v; = 0, on trouve évidemment vy = vy .
i) De méme, si v, = 0, on obtient vy, = vy .
i) 81 ¥1 = ¥z ,alors mz = 0, ce qui était prévisible.
w) 81 w1 =0,3ce; et v2 =10 1lce;,ontrouve :
1 — g 0,2
T l-wmm/E T 1-0,03

c=026¢c

Tz
vjPour w1 = 0,3ce. et v2=10,1ce,,il vient:

12 1/2
u,z=(«u$+u§—%) =(0,09+0,01—9><10—') c=0,315¢

54— 6. Poursuite de deux vaisseaux spatiaux

1. Relativement 3 TR ,ona:
s 0,15

- =T) dod r=T ——= "—F"
wr=ur —T) doi r w—w  0,15-0,1

= 3 jours
2. Considérons les trois événements E; « départ de (1) », E; «dépant de (2)», Es « (2) rattrape (1) ». Leurs

coordonnées dans R et dans R, 1lié & (1), sont :

)

0

Cfgu cT

Es Es

E, |D E ‘D E;
e

R’ R = L3

R

ot #§) = yeT avee yei = (1— /) * = 1,005, car ln durée T est une durée propre pour R . Ainsi :
A9 = 9, T = 1,005 jour .
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3. La durée 7 étant une durée propre pour R, il vient :

(1) T T iz
==

= 2,985 jours

Yed Yed H - m

4, Lorsque le vaisseau (2) démarre, la distance parcourue par (1) et mesurée dans ce référentiel vaut, puisque
c’est une longueur propre pour (1) :

i = younT = yo 1 BercT = (2, — DV23T soit Y = 0,172,595 x 10¥ m

c’est-d-dire 7, 7857 milliards de km.

5. La vitesse de (2) par rapport & Ty wvaut :

w—w 0,05

1—muz/c2 ~ 1—0,015
On peut retrouver ce résultat en utilisant les réponses précédentes. En effet :

A R - (g —w) (¥ — 1)

m = = =
.Ig]] — .IE] T."T‘_-l - T:_-]T Yel [Iﬁ{l - E__]) - (IQ — )]

¢ =0,05076¢

v =

soit, en simplifiant :
2 — Iy _ Mz — Iy
w—wfl, 1w/

vn = feac

54— 7. Anisotropie de I'émission lumineuse d'une source

LA partir des formules de transformations des vitesses, on trouve aisément :

cos f* +u/fc

g= o7 THE
cos 1 + uwcosé* fc

2. Le graphe donnant cos# en foncton de #° , lorsque que u/c = 0,5, est représenté sur la figure S4.1a.
Cette courbe passe par 0 pour 8% = 27 /3.

Lomsque u/c < 1, lacourbe passe par (0 pour 8% = /2.

Lomsque u/c == 1, la courbe se réduit & la droite cos# = 1. Le rayonnement se produit uniquement vers
lavanta 6 = 0.

3. 0na:
dN _ dN dQ" N sing” df”
d0  d0s df) 47 sin@dé

Car
dN N . .
a0 = i et df)l =2mwsind d@# puisque = 27(l —cosh)
En différentiant la formule de la question 1, on trouve :
sind” do*  1—u'/c o dn=N da
sinffdf (1 —ucosf/c)? T dr 21 — ucosf/c)?

4. Comme y = 2,294 lafonction f{#) s écrit de fagon précise :

1

16 = 5,263(1 — 0,9 cosf)?

Le rayomnnement est done trés directionnel : vae de Iavant, la source parait trés intense alors que, voe de amriére,
elle semble peu intense (Fig, S4.1b).



356

54— 8. Approximation newtonienne de ’aberration des étoiles

cos

a)

9*

fi8)

Solutions des exercices

[EIEE

1. En théorie d’Einstein, on montre que le diamétre apparent 2o de la tmajectoire circulaire apparente de
I'étaile est tel que (cf. chapitre 4) :

2tana = 2y f8.

avec fI, =

En faisant ¥, == 1 , on trouve la valeur newtonienne 2tane = 28, = 2v,./c soit @ = v, /c puisque 'angle o est
de l'ordre de 107*.

2. La correction relativiste est done :

2yefe — 2B _

Ye— 172

=0,5 % 107"

Comparons cette erreur 4 celle qui provient de Iassimilation de tane 4 o Comme tana = !:r+r:!3;'3,|:m voit

que cette précision est de :

3

LAy s

3

=0,33 x 107°
Cette emreur est done du méme ordre de grandeur que la correction relativiste.

54— 9. Mouvements d’une particule par rapport 4 deux référentiels galiléens

L. Comme 8. = 0,9, y. = 2,29, d'ol, en composant les vitesses ©

2. La longueur parcourue par la particule dans R est :

v =

_—0,5¢+0,% _

T l4vme 1-05%x0,9

0,4
52 o= 0,727
0,555 e

0,3
L' = |xj — xi| avee xﬁ=x§—§{£§—£;)=5—'T{4UO—IU())=—4Um dot I'=45m

Quant i la longueur parcourve dans R, elle vaut L = |x2 — x| avec:

et

Xz =Y (xt 4+ Beery) = 2,20(—40 40,9 x 120) = 155,72 m

On en déduit : L = 155,72 —73,28 = 82,44 m .

x1 = el + Bect}) =2,29(5+ 0,9 x 30) =73,28m

3. Le rapport L/L" wvaut 1,832 alors que 1/y, = 0,437, ce qui prouve que la relation entre ces deux
longueurs n’est pas de type longueur impropre sur longueur propre. Ce résultat n’est pas surprenant, car ni L ni L'

ne sont des longueurs propres.
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54— 10. Vaisseau spatial

1. On sait que (cf. chapitre 4) :

I e .
{1—;):5:5 e ”=:Z=U‘5xm¥3 soit n =1,58an
puisque 1 an =24 x 3600 x 365,25 = 0,3156 x 10%s . Par conséquent :
r=n B = 1,58 0,9 =206 x1,58 =3,26an

(1—pgvz 7 (1—0,81)12
La distance parcourue est :

£ 1/2
L=ch [(1 +§) —1| =1,29cn = 1,29 3 x 10° x 1,58 x 0,3156 x 10° = 19,3 x 10 m
1

2. La durée donnée par les horloges du vaisseau est une durée propre. Done :

T R T
4 —/ y —fdf{l ﬁz) —/[1_’_{,#])2]”2 puisque ﬁz 1+ (t/n)
On trouve, en posant X = 1/n :

2, 06

. % gx o,

t =:1f TTX7 = [argsinh X] 2% = 1,58 x 1,89 = 232an
1]

Quant i la distance parcourue, mesurée par les instruments du vaisseau, on I'obtient en effectuant la somme des
longueurs propres :

' s vdt Bdt Y di X2y
ve for= [ras= [ 2= [ g [ (7) 5 =“‘[m=“‘ (?)u

Par conséquent, L' = 2, 12¢n = 2,12x 3 % 10° x 1,58 x 0, 3156 x 10° = 31,7 x 10" m

54— 11. Coordonnées d’événements dans le mouvement de vaisseaux spatiaux

1. La composition einsteinienne des vitesses entre R et R’ permet d écrire :
U — T, 0,5—-08

1 Balje 1-0,8%05"

o, —0,5¢
O en résulte, pusque 8, = —0,5 :

_ 2
ye = (1 — g2) ”2=3]7=1.154? ety

bl

2. Les coordonnées spatio-temporelles de E, dans les référentiels R et R’ s’ écnvent respectivemnent :

_ ch _ oty
Ei= L1=L1 E= L;=£E
= "

On en déduit, 4 1" aide des formules de transformation :
Ly = yo(L1 — Bect) dot Ly — Ly = —y.Bech =0
Dans R, E1 el Fo sont simultanés. En revanche, ils ne le sont pas dans R, puisque :

. 57,7

cfy = yelonn — Bda) = —yefels = 1,1547 x 0,5 x 100 = 57,7m d’od 1 = 03 1923 m
£

b) Calculons le carré de I'intervalle entre Eg et Ey :
sp=cf — = -} =—10"m?
L'intervalle est done du penre espace.
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3. a) Ecrivons les coordonnées spatio-temporelles de E> dans R et dans R :

iz
E;
S
=

On en déduit, 4 1" aide des formules de transformation :

L =20, =200m et :2=&=66?ns
Yele c

J(é =L =y.(0— Beery) d'oll oy = —
De la méme fagon :
¢ 2La
ch = Yelctz — Bexz) = Yootz = y2L1 = 2L = 230,94m et f=—=T770ns
[

b) Caleulons 1'intervalle entre Ey et E; ©
J‘Erz =c'2.r§ —122 = 62.!3 =4 % 10" m?
O est du genre temps.
4, Quant & I'intervalle entre E; et Ez, il vaut :
1
sh=c—n)P—(e-—xn)l=g - =0 (E - 1) =3 x 10" m®

Il est donce du genre temps.

54— 12. Composition des aceélérations

Comme I' accélération est transversale dans R et la vitesse initiale nulle, il vient v = —gre, . On a done (cf.
chapitre 4) :
¢ _ a1 +vex(vxa) ay

BT —vevap T

puisque v x a =0 et v.-v = 0. Amsi, dans R’ , I"accélération est ausst transversale et umforme de valeur :

d =" ca (1) = —0,81x 0,75 = —7, 36 m.s~2
A Ml T‘E = Cz - ] 1 - 1
S4- 13. Facteur d’enirainement de Fresnel

1. Comme g, =0,5, y.= (1 —g)" =115

2. Les coordonnées spatiotemporelles de Ez dans R' etdans R s'écrivent :

et = ye(ct’ + Bee)
?’:{3 + ﬁ,c‘r')

)
cr' = cejv =ne
€

E

=

E;
R
d'on :
o = yo(ne + Bee) = yee(n+ B.) et y.le+ Bect') = yle + Pene) = ye(l + Ben)
3. Les durées de traversée de 1a lame, dans R’ et dans R , sont respectivement :

=" —50ps et r=9.2 (1+‘E)=1.15><5'U'><{1+1J’3)“771”5
c € n

La distance qui sépare, dans T2, les événements E; et Ez est:
x=7vee(l + Bene) = 1,15 % (14+0,5x1,5) =2,02¢cm
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4. On trouve aisément le caré de intervalle entre E; et E:x :

Pl =nt —F = —1) dod s=1,12cm

5. D’apriés la composition des vitesses, on a:

c=0,875¢

_ v+, _e/ntuv, 14 Ban _7
14w 14 B./n n+ B, 8

On peut retrouver cette demiére valeur 4 I'aide des questions précédentes :

Ax _ x _ yee(l + Ben) =Cl+ﬁ.n

YTAr T T yeln+B) T “nth.

6. Dans I"approximation newtonienne, 8, < 1, d'ol v = c/n+ ve.

Ferivons v sous la forme v = ¢/n 4 1 :

1+ 8n c_nzcﬁ,—cﬁ,_ nt—1 _ 1 1 1
Tt B T am+ g T Um(Bm) T\ TR ) T Bn
Ainsi :
f=l+};,fn = F puisque "i"gil

dans le cas de 'expérience historique de Fizeau, dans laquelle la lame de verre est remplacée par une lame d’ean,
d'indice n = 1,33 etde vitesse u =Tm-s71.

Chapitre 5

S5- 1. Expression de la loi fondamentale de la dynamique einsteinienne

1. Avec les notations de la figure 85.1, nous avons, s = Aru:d. étant la coordonnée curviligne du point A
comptée i partir de sa position initiale Ag :
dOA de,
o= e@=R— v=ve et p=ymve avec y=(1—v*/cf)?
ds ds
€ Etant ke vecteur unitaire porté par la tangente i la trajectoire, €, ke vecteur unitaire porté par la normale, R le
rayon de courbure en A de la trajectoire, v la vitesse du point matériel dans R, ¥ = (1 —2?/c?)~Y/? le facteur
relativiste.

FiG. 85.1.
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1l vient, en explicitant dp/dr :

dp _ diymve) _  de diyB)
dr © dr | Ymugy tmemgy

avec ©

L ARy i

puisque dy/dg = By . Finalement :
dp . dv ymu®

[T AT TR T
2. La loi fondamentale de la dynamique einsteinienne s'explicite selon :
_dp dv d F-v d(ymc®) _
T dt{ym\‘)—'ym s +\‘dr{'ym}|—yma+\‘ ( po ) car T =F-v

85— 2. Durée de traversée d’une galaxie par un proton

Pour 1" observateur terrestre :
£ IUJU 10 5
=——=_——z=1066x 10" doi ]l et Tall
Y= e 0,938 0 00% o B an
Pour I proton, la durée de la traversée est une durée propre. Par conséquent :

r=TL 20,938 x 10~ an = 4, 93 min
Y

§5- 3. Energie cinétique d’une particule rapide. Approximation newtonienne

1. Comme :
= 1ime® = 1 1 1 o R ! vt | 1 :
& {T_ )m N — " —m + =4

3
4:2 £ Sl v U avec vc=1,15£”2¢:

Sie=10"7, v.=0,115¢, alors que si £ = 1077, u =0,036¢.
2. Pour £ = 0,01, les énergies cinétiques d'un électron et d'un proton sonl, respectivement

Ef = —m,c‘zﬁz 338 keV = 3,38keV et £ = —mpczﬁz = 620=MeV = 6,20 MeV

S5- 4. Différentes expressions de la quantité de mouvement et de I'énergie cinétigue
L. Pour 8 =0,99, ona:
y=7,088 & =(y—lmc =3111MeV et p=yfimec =3 586MeV ¢!
2. Comme £ — p*c® = m*c*, il vient :
P =8 —mict = (£ —m)(E +mc) = E(E + 2m) dob pe = [Ex(E + 2m)]
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ce qui donne pour le proton :
pe = [E( & + 2m, )| V? = 6,87 GeV  scit p = 6,87 GeV ¢!
et pour le photon (masse nulle) :

pe=E =E=2keV et p=2keV-c

85— 5. Energie cinétique et énergie de masse

La vitesse d"une particule dont I'énergie cinétique est le quart de son énergie de masse s obtient aisément :
&
Lk _25=y—1 doh y=125 et v=06
mc? Y 4 v ¢

Le rapport entre sa quantité de mouvement et mc est :

L —yp=(F-1)" =075

mc

55— 6. Relation entre les variations de vitesse, de quantité de mouvement et d’énergie

1. Exprimons 1"énergie d"une particule libre en fonction de sa vitesse :

2 2
.£'=L donne 1—f=(£) s0it aussi :—:=l—(£)

(1—pe a £ £
En différentiant, on trouve :
2vdv m2\ dE | dv 1 déE 1 de
=2 =) = dol —=—r—u = —
p= £) ¢ v yYBE yY-1&
Si on différentie de la méme fagon la relation £2 — p?c? = m?c* il vient :
. dp £ £ ¥ dE
2£dE = d t = dE = -
i dp soit —F= g & _micd Y _1E

2 Pour £ & me” ,scit ¥ 3 1, lesrelations précédentes deviennent :
dv  14e  dp df
vy E r
3. Différentions I'expression reliant I’ énergie cinétique et la quantité de mouvement :
(& +mc")? — ' =m’c® donne  2{E; +mc)dE = Zp dp

Par conséquent :
d& _ pldp _ p¢  dp _ dp
&  &l&+m)  &(&+m) p T p
avec :
ao ¢ _ PER P
T G(&+m3) T yy—Lmid T 1—(1- g
Sur la figure $5.2, on a tracé la graphe domnant @ en fonction de 8 . On voit que, dans le cas newtonien (8 = 0),
@ = 2, puisque (1 — 82 — 1 = B2/2. Dans le cas ulira einsteinien (g = 1), @ = 1. Calculons la dérivée
de/dg :
da o da _2-20— )R- g0 g) "
dg d(p?) [1—(1—ptiap

La pente de la courbe o 8) estnulle pour 8 = 0 etvaut —oo pour g =1.
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FiG. 85.2.

85-7. Calcul de 8 et y pour des électrons et des protons
1. Les relations donnant y et 8, en fonction de 1'énergie cinétique des particules, sont :

& 1y
m ﬁ=(1_7’*)

En faisant mc® = 0,511 MeV , on traite le cas des électrons (cf. Tab. 85.1).

y=1+4+

Electrons Protons
& (MeV) y | B | al(pm) y | B | Apg (fm)
0,01 1,0196 0,1551 12,19
0,05 10978 04126 5,356
0,1 1,1957 0,548 2 3,70
03 1,5871 0,7765 1,968 0
0.5 19785 0,8629 1,4210
1 2,9569 09411 0,87180 1,001 1 0,460 28,690
2 49139 0.9791 0,50420 1,002 1 0,0659 20,235
3 6,8708 09893 0,35688 1,003 2 00797 16,530
5 10,784 0.9957 0,22592 1,0053 0,1028 12,780
10 20,569 0998 8 0, 11808 1,0107 0,144 8 9,0260
30 59 708 09998 40636 102 1,0320 0.2470 5,1840
50 08 847 099995 | 24544 10-2 1,653 0.,3140 3.9940
100 196,69 099998 | 1,2322 10-2 1,106 6 04282 27887
1000 19579 099999 | 1.2390 03 20658 08750 0,7325
10000 11,658 0,9963 0,1140
20000 22,316 0,9990 0,0594
S0000 54,290 09998 0,0249
100000 107,58 099995 | 00,0123
1000 000 1066,8 0,99999 | 00,0012
Tab. 85.1.

2. Méme réponse que précédemment, mais mc® = 938,27 MeV (cf. Tab. 85.1).
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3. Exprimons Aps en fonctionde y :
h Ac

o0 = ey = )72

h
ol Ag= —
mo

est 1a longuewr d’ onde Compton.
Pour des électrons ( me® = 0,511 MeV), Ae = 2,426 pm (cf. Tab. 85.1).
Pour des protons { me® = 938,27 MeV ) Ac = 1,3211 fm (cf. Tab. $5.1).

85— 8. Energie d'un systéme de deux neutrons

1. Dans R, 1 énergie totale de la particule Az est & = yzmac® . On obtient I'énergie de cette particule dans
R’ selon :

. -/ -1z
& = yelE2—Beprsc) avec Be= B1 pra = —Parymmac -_r:=(1—,6’§) lzct'_v,=(1—ﬁ?)] =71

Par conséquent :
& = yi(yamac” + 1 fryamac’) = yryamac (1 + 1)

2. Dans R ,1'énergie de 1'ensemble est :

E=E+ &= T1m1€2+?'2m2€2 avec y = (1 _ﬁ?)_]ﬂ e Y= (1 _ﬁg)_]fz
Pour avoir I'énergie dans R’ , on procéde comme précédemment :
£ =E + & =mc + yiyamact (1 + Bif2)
3. Dans le cas considéré, m = mp, 1 = P2=B. =B =06 ¢t y1 = y2 =% =y = 1,25 Par

conséquent :
E1 =& =ym,c = 1174,5MeV et £ = y&(1 + F7) = 1996, 5 MeV

On en déduit :
E=E4+& =2'}q-1-i,,,,c‘2 =2348 9MeV et & = E +E; =939 57 + 1996,48 MeV = 2936 MeV

Lerapport £'/£ vaut sensiblement 1,25 soit 5, ce qui n’est pas surprenant, car, 7 étant dans ce cas référentiel
du centre de masse, on a la relation suivante :

E' =y(& — BP.c) = yE puisque P, =0 et & =y(E— PP.c) = 1,4E = 3683 MeV

puisque Py = yfc — yfc=0.

S85-9. Force d’interaction entre deux particules chargées animées d’une méme vitesse constante
Dans R, référentiel propre des électrons, Ia force d interaction est d’origine électrostatique :

T dmeg ff
Dans TR, la force s obtient 4 partir de la transformation des forces :
yFy=¥'F, et yF,=7v{yY'F, +ByF -¥/c)
Comme V=0, F, =0, v=u, ilvient: y.F,=F, et F, =0.
i) Pour £ = 1 keV, y= 1,002 :I'électron n'est pas einsteinien, d’olt: F, 2 Fj = 23 x 1072 N
i) Pour £ = 1MeV, y= 2,957 doi F, = 7,8 x 1077 N.

Fo ©®
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55 10. Lois de la réflexion sur un miroir en mouvement

1. La relation entre ’angle d’incidence i et I'angle de réflexion ' est bien connue : i' = 7' . Les compo-

santes de la vitesse de 1a lumiére sont done :

v =ceosi’ et v, =csini pour le rayon incident

et:
vy = —ccosr = —vy et 'r.r; = csinr’ ='r.r; pour le rayon émergent
2. En appliquant les formules de transformation de vitesse, on obtient, pour le rayon incident :
i vy + 1 cos i + fB. - vy sini’
=cC08f = = = csini = =
Ve O e T T Boeosit T T S /) Ty 1+ Bcosin)
Pour le rayon réfléchi :
—cosr’ + B. . sinr’
Uy = —COOSFr=oC tl'y =csmr=c
1 — Becosr' Ye(l+ Becosr’)
On trouve donc : r R
cosi cosi 4 Be sini sin
j= - TRe =
1 + Becosi’ Yell 4+ Becosi’)
et
cos cosi’ — 8, sin sini’
r=-mmme-e— r= ———
1 — f.cosi’ ye(l — B cosi”)
On en déduit le rapport :

sinr 11— Becosi’

sini 1+ Becosi
On voit que ce rapport est différent de 1, sauf évidemment pour . = 0. Dans R, les angles incident et réfléchi
ne sont pas égaux en valeur absolue.

3. Expnmons cos i en fonction de cosi et 8, ., ouen fonction de cosr et B, :

=B teosi

cosi’ = i o Betcosr
1 — Becosi

o8 i =
1+ fBecosr
Par conséquent :

sinr 1 —pB.cosi’  cosi—p,

Sinicosi— sinrcosr
sini 14 fB.eosi”  cosr4 .

sini + sinr

d’ob l'on déduit B, =

Pour i = m/6 et r = w /4, ontrouve: B, =0,21.

4, La composante du quadrivecteur quantité de mouvement-énergie du photon selon Uaxe @' de R’ est
invariante. Par conséquent dans T, pour le faisceau incident de fréquence »; et le faisceau réfléchi de fréquence
vz, on 4, respectivemnent :

hwy . R, hra | ',
—smi=—s&ni ¢ —smr=-—snr
[ c c C
On obtient A1 et Az en calculant sini’ :

— cosi
cosi = —Pe Hoosi

s Sinr

s sini A=A’
s

=0,8 dod sini =0,6 A =A_— =5273nmm et

= = 745,65
1 —B.cosi sin i s

85— 11. Masse d'un systéme de deux électrons

l. Dans T, 1"énergie £ du systéme est la somme des énergies des particules

—1/2

£=E+8&=yimc +ymc avee yp1=(1-07""7=1,512 e y=(1-0,25)"""=1,033
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Par conséquent, & = 1,3 MeV . Quant i la quantité de mouvement, on I'obtient selon :

P =p,+p, = iBimce—yBamece, = [(i—1)" = (- 1) mce; = 1,493 mce, = 0,447 e, MeV -’
2. La vitesse de la particule A; par rapport au référentiel R', dans lequel A; est immobile, est obtenue en

composant les vitesses :

' —0,25¢ —0,75¢ —16

= s o T = 0,842 =0 =0
BT T (C0,25) x0,75 19 °© Hee Uy e

Done, vi = —0, 842 ce, . La vitesse de A dans le référentiel R , dans lequel Az est immobile, est évidemment
l'opposée 0,8125ce, .

3. Pour obtenir I" énergie et la quantité de mouvement du systéme dans R”, i suffit de transformer 4-P :
P = yi(P, — i /c) = 1,512(0, 447 — 0,75 x 1,3) = —0, 8 MeV - ¢!

et
&' =y1(E — B1Pc) = 1,512(1,3 — 0,75 x 0,447) = 1,46 MeV
On peut refrouver ces résultats directement :

P, = —yipimec = —(¥3 — )" mec = —1,56 x 0,511 = —0,8 MeV -¢ ™!
E=E+E =mi +yimc =me (1 +y5) = 1,46 MeV  puisque v, = (1—0,842%)71/2 = 1 854
4, Alors que 2m,c® = 1,022 MeV -¢~2, la masse de ce systéme vaut :

1
M= §(£2 — PP 2 (1,3 — 0,763 = 1,0525 MeV ¢ 72

55— 12, Masse d'un systéme de deux photons

L'énergie, la quantité de mouvement ¢t la masse du systéme des deux photons valent respectivement :

E=E£+E6E=T0MeV  P=p,+p, = %ex— %ex=¥e,=l}exmv-c"

et M= (70° — 307112 = 63,2 MeV -¢ ™2 , alors que la somme des masses des photons est nulle.,

85— 13. Oscillateur en dynamigue d’Einstein

1. En dynamigque newtomenne, I"équation dif férentielle du mouvement s’ obtient aisément i partir de 1’ énerge,
puisque la seule force dérive de I'énergie potentielle £, = Kx*/2 :

&+ & =Cte avec &=% d'ob %+g=m

En dérivant par rapport au lemps, on trouve :

Ky 2
jf+w.;2.x=0 avec m=(—) et Tu=—ﬂ

La solution est :

x = Ccos(ant + ¢) soit x = Acos(wr)
compte tenn des conditions particuliéres : x = 0= —anCsing , c'est-d-dire ¢ = 0 et xy = C = A . La somme
de I'énergie cinétique et de I'énergie potentielle de I'oscillateur est donc :

2 42 2 2
mw;& sint (awqf) + K kA
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2. En dynamique d’ Einstein, le théoréme de 1'énergie donne :
<'s KA? K(A* - ¥
{y—l)mc2+mc'2+7=0+mcz+7 d'ol y=l+%

On en déduit v :

v (1 - %)f - C{l T 1+ K@ —;mwnz }m

3. Silon mtroduit @, on trouve :

e dl 1 e _ KA sin® 8/ (mc®)[1 + KA® sin’ 8/ (4mc?)) 2
[t + KA2sin? 6/ (2me?)]* 1+ KA? sin’ 8/ (2me?)
o dx dxdé de
X X N

On adone, en tenant compte du signe des variations de x et f:

e _ K24 sin 0/ (mc®) (1 + KA?sin® 8 /(4mc?)] 2
t

Asing &°
| 1 + KA? sin? 0/ (2mc?)
On en déduit :

dt =

1 1+ KA sin? 0/ (2me®) _(E)”z
wo [1 + KAZsin® 8/ (4m2)] W=\

En intégrant entre 0 et w2, on trouve la péniode :
- i/“’f’z 1 + KA® sin® 6/ (2mc?) 40
TwnJy 1+ KA?sin® 8/ (dmc?)

Par conséquent, le facteur a vaut :

EA® EA?
= ama = 0,5 puisque > =mc

Notons qu’en faisant ¢ infini, @& = 0, d’oii la période To = 27/wo de 1'oscillateur harmonigue newtonien.

o

Chapitre 6

S6— 1. Accélération d*une particule dans un champ électromagnétique

1. La lai fondamentale de la dynamique einsteimenne, appliquée & une particule chargée (masse m, charge g )
dans un champ électromagnétique, donne :

dlymv) _ d(ymv) d{ym) _ vd v
7 =glE+vxB) avec T, =mya+¥ s —m'_ra+cz Fl —m-_va+cz{F ¥)
Par conséquent :

-1 _YE. -9

a= [{E+va) SE v)] o a=1
2ijPour E=0:

a= LyxB
ym

Clest Je résultat bien connu de 1" aceélératon d’une particule plongée dans un champ magnétique.
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i) Pour B =0 :

Si, enoutre, E et v sont paralléles, on retrouve :

q v’ q
ﬁ——(l—cz—) ——!E
iii) S1 v = 0, alors :

iv)Si E=—v x B, alors :

puisque v est perpendiculaire i E .
56— 2. Indice en optigue électronigue
1.Ona p = yfme avec y = | + eVa/(mc®) et g = (1 — 1/9*)%% . Par conséquent :

B 1 1 1;:_ {[1+ev,,f{m2)]2_1}lﬂ_ 26V, \ V2 (1 42V,)1/?
tr_C{ _[1+e1-",,f’{mc2)]z} - 1+ 25V, _(T) Ti2ev,

2. Exprimons la quantité de mouvement p qui peut jouer le role d’indice en optique corpusculaine :

2712 /2
TSRS V- S 2V, eVy _ 1/2 eVa _ 1/2 1/2
p=(y —1)"me=|—7%+ ( 3 me = (2meVy) 1+ S = (2meVy) (1 4+Va)

Dans 'approximation newtonienne eV, < mc? . Donc, p est proportiomel & V2. Plus généralement p est
proportionnel & VoY% avee VE = V(1 +=V,) .

Vo (MV) | 01 1 3
Vi(MV) | 011 198 118

56— 3. Particule dans un champ électrigue constant

1. L'équation dp/dr = gE, avec p = ymv , donne :
p==0 et p,=gE d'oi pe=Cle=pi. et p =gEt+piy=qgEt
Pour obtenir v, 1l faut utihser 1a relation :

. pe’ e

£ (m2c* + p2c?)1i? - (yim?c* + FE )2
Il vient, en explicitant et en posant 7 = yimc,(gE) :

. yimuic® _ v o b= qEtc _ ct
= (yim2c* + G EX2R) 2 T (1 4 2/ 72)12 = (vt + FEEEN2 T (1 4 2 /r2)12

L'intégration donne :
f 2 /2
X =uT argsinh(;) y=cr (14_?) —1

En éliminant ¢, on obtient I' équation de la trajectoire qui est celle d une chainette :

p=erfoon (5) 1]
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2.8i 4 =0,alors yi=1 et r=mc/(gE).Alors x =0 et y(f) = or [(1 A 1].
3. D’aprés la conservation de U'énergie, ona £, = (y — )mc® = —gV , doll gV <0 :
V>0 si g<0 e V<0 si g>0
I en résulte, puisque & =4 MeV, y = 1 + £/(mc®) et v = (1 — 1/yH)Y? -
¥~ = ¥, 83 Ypt+ = 1,004 v- =0,9%c et v, =0,08c

Comme y = cT [(1 +Ff72)m - 1] ,ona, entre d et # larelation :

172 2 1/2
i=(1+f) —1 dob 8=r[(1+i) —1]
T T cT

Comme 1 = mc/(gE), on trouve :
T, =0,17ns Tyt =313 ns #-=149ns et 6‘P+ = 28,9 ns

L’électron est einsteinien alors que le proton est newtonien.

S6— 4. Electron freiné par un champ électrique

L’ équation vectorielle du mouvement donne en projetant :

P E pr=—c¢E pr=—eEt + pi
py=—el0  dod  p,=0 et p,=Cle=0
P: 0 p:=0 p=Ce=0

Ainsi la trajectoire est rectiligne et I'équation différentielle du mouvement est, puisque v = p/(ymc’) :

—eEr + pi (—eEt + pi)/m

fmc* + (—eEt + p ' [1+ (—eEt +pi)?/(mc) ]”2
L électron rebrousse chemin au bout de la durée + telle que & = —eEh +p; = 0, soit :

a
_E=10;'c=
N=E T e S0 Bes

2. On trouve x(i) en intégrant, une fois posé :

(—eEt + pi ) (—eEt + pi)eE
w=l+T et done dw=—2TdI
Il wient, en substituant :
mc* dw m i mc2 (—eEt +pi)? i
= — f = w4 Cle= — ot +Cte
2¢E | 2uw!'/? ek m*c?

En tenant compte des conditions initiales (x = 0 & r = 0), on trouve :
=" (142 ” 1 4 (ZeE ) -
ni= eE mic? mic?

me P2 0,510 % 10 1y
x(t) = 1+ i — T 1+[:"5112 =24Tm

On en déduit :
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3. L'énergie yme” de I'électron est :
E(1) = [(p; — eEf)* + m*c']'*
A Pinstant initial et 3 'instant 1, , les énergies valent respectivement :

E(0) = & = [pF+mc)"? = 1,123 MeV o] £(n) = me® = 0,511 MeV

56— 5. Proton dans un champ électrigue faisant I'angle «; avec sa vitesse initiale

1. Les équations différentielles en p du mouvement de la particule s’obtiernent en projetant la relation vec-
torielle :

dp e E Pr=eE Fx =SEF+}?;.J
Frie eE  s'explicite selon  |p, = &[0 d’ol py=0 et Py =Cle = piy
b 0 p:=0 pz=Cfc=p;__2=U

La trajectoire est done contenue dans ke plan formé par E et v; . Comme v = p/(ym,) = pc®/(m2c* + p*c®) /2,
il vient :
(eEt + pix)c* Pigc®

vy =

[m3c* + (eEr + pic)? + 27,

[mpc® + 2(eEr + pix)? + 2piy)] ik

2. Afin d’intégrer les équations précédentes, posons g = c(eEr + pix) . 1l vient :

x=f eEt + pi &t dr— 1 n du
[mict + (eEt +pis)ic® + o] B S (mict 4 phyc? 4+ p2)'?
soit :
1 142
x=— (mf,c‘ + iy +,pr.2) +Cte
Comme x=04r=0:
1 142 1/2
o (e et ] - (i i)
De fagon analogue, on a pour y :
Piyc f PiyC
y= dr = —_— d!j',
[m2c* + (eEt + pi )2 + ] (m3c* +piyc? + pt)li?
ce qui donne :
Pist B 12
g o= T inh Cte
=l emson (Lol a)

Comme y=04 r=0:

12 1/2
| _ Pigc inh (eEt + pi)c _ inh Pt
Y= E {"5" [m;—a o ) [l (P = s P
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3. Dans I’ approximaton newtonienne, les équations horaires deviennent, puisque mpc” est trés grand devant
tous kes autres termes Energéliques :

myc” P, + (eBt +p.-,.)2cﬂ]m_ (1 pic? )“’2 o Mo [P?..y+<eﬂ+m)2 7
ek 2um;

1 —
E * 2mich 2mich 2 i
S0it :

x= BV +AeB)pix _ eE 5\ pix,

2myeE 2m,
Quant & y, il se réduit selon :
y o P [(-‘-'Er+p:..s)c _ PI'.JC] _ Pis_ g Py,
eE el my,c? m,eE i,

56— 6. Rigidité magnétique dans le cas d'électrons rapides
I. Le produit BR a pour expression, dans le cas d' électrons :

2

0,511 x 10° _
P_ ?’ﬁmzc={|r2_l)l.r'2 s = 1,705 x 103(y —l)mT-m

BR="
e e 3 108

soit, en introduisant le millitesla (mT) :

BR=1,705(y" = 1) mT-m

2 Comme y = 1 4+ Vu/(m.c”) ,il vient, respectivement :
BR = 0,6555 % 1,705 = 1,118 BR = 2,783 x 1,705 = 4, 745 BR = 6.8 x 1,705 = 11, 59
Pour Vo =200kV et R=8cm,ona:

_ nyl2
B=1,705“20013) ~12,4mT

s

56— 7. Rayon de la trajectoire d"un deuton dans un champ magnétique
Lerayon R de la trajectoire circulaire décrit par le deuton est :

yBmgc 1,34 x 0,667 x 1875,56 x 10° 2 —i2
R= = =13,39 =2 et y=(1- = 1,34
B 1% 1P % 1,65 ;39m car f=3 y=(1-§) :
On en déduit :

;o 2wR _2mx 3,39

e 2 x 10% B8

56— 8. Filtrage magnétique des mésons K

L. On sait que B et R sont reliés par I'équation :

2
_£_Tﬁmm:'_ 2 gylj2 MaC ' 2 _ eBRc _L(z_ 2 a7
=P V(- ga y—l+(m"w2 et B= mic')

On en déduit le facteur relativiste y et I'énergie cinétique :
y=3,19 et & = (y— U)mgc® = 1084 MeV
Le champ magnétique est dirigé vers | arnére de la figure 6.16.
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2. a) Comme t = ytp ., il vient, en remplagant :
N{r)=Amp( ) Aex p ——) avee 7=y7,=3,19x 12,3 =39,2ns
de

b) La durée du parcours des mésons de la sortie du filtre au détecteur est :

d 25 1y
u=;=$=8.?7ns car ﬁ=(l—;) = 0,95
Par conséquent :
N(D) _Amq:[— 15+ tx) I|f'r] Y
N( Aexp(—ts/7) exp(~77) =08

86— 9. Action simultanée d’un champ électrigue et d'un champ magnétigue

1. La loi fondamentale du mouvement einsteinien de 1'électron, dp/dt = —e(E+ v x B), s"explicite
selon
e 0o |& o pe=—eBy (1)
b =—e|0 —e|y x |0 soit  p,=eBi (2)
P E z B p: = —¢E (3)

De la troisiéme équation, on déduit : p, = —eEr 4 Cte = —eEr, compte tenu des conditions initiales.
2. Comme v = pc’ /€ ol £ = ymec” | les deux premiéres équations différentielles se mettent sous la forme :
. _eBcz o B o— eBc*
P = £ Py Py = £ Px
On en déduit :
Peb +pupy = 0 cequi donne en intégrant  p? + p; = Qe = f

3, Tenant compte de £7 = p*c® + m2c* | il vient :
E = poc + EETE +mic’ = E(0) + FECT

142 12
£ = E£(0) [1 + (8&&) :] = &) [1 + sinh® (ﬁi)] = £(0) cosh (%)

Application numérique : i 'instant considéré r = £(0) /fecE ,on a:

-0

=0,17ns d'ob soh(28) =1 et #=0,44
ecE

4. En différentiant I’équation de définition de #, on obtient :

E E# eEc dt & E0
osh dp = dr don L= % cosh (0
(Bc)c (B ) & O 8 T B2 ™ (Bc)

Par conséquent :
dp. _ dp. dr eBE & Ef
= =— cosh = —
de ~ dr de £ Prepa Be Py
De méme :
dpy _ dp, dt _
de¢ ~ drds P

O en résulte, en dénvant ces deux équations par rapport 4 8

&p __dpy
=— = d’ol =Acos(f 4+
T TR Ps #+¢)
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Or, lorsque # = 0, px = po et dp./d# = 0. Par conséquent, pp = Acos¢ et 0 = —Asing . On en déduit
¢ =0, ce qui donne en intégrant et en tenant compte des conditions initiales sur py, :

Px=pocosf et p,= —pysind

5. On trouve la vitesse en fonction de # , 4 'aide de larelation v = pc®/E -

j:—"ﬁ— poct cosd s dx _dxdsr _ pocosd

£ Eocosh[ER/(BC)] dé  drde B
En intégrant, on obtient x(#) :

mcosd o sin @
= de =
* f eB eB
compte tenu des conditions initiales. De méme :
L ptt poc” sin
Y= € T 7 Eycosh[E0(Bc))
ce qui donne, en intégrant, comple tenu des conditions initiales :

posinf pocosf
p=— | B dp ="
’ f eB eB

dy dydr  posing
de  drde eB

d’ o

6. Appliquons le théoréme de I'énergie :

d& . . . dE dz
E——eE-"——eEz s0it aussi ﬁ——eE‘E

I vient en intégrant :

£ . & E9 & E9
z——E+Crc 0l z__EMh(E)_'_m_ eE[cosh(Bc) l]

en tenant compte des conditions initiales. Ainsi la trajectoire est une hélice, comme en mécanique newtonienne ;
seul le pas est différent.

56— 10. Synchrotron i protons Saturne de Saclay

1. Pour un proton en mouvement dans un champ magnétique, on a:

T’mf"-’z

. ymv yBmuc 2 142 MipC
=¢vB soit BR= — =" = —1 —_—
R v e € o ) e

Comme & = (y — Ljmpe”, il vient :
1/2

1 1 1/2
_me Ex _ . _ M £ 28
BR = V [(m—PCZ + 1) 1] spit BR = . [(m__,cz) + m_PC‘Z

2. La fréquence f du champ électrique est telle que :

f_l_tr_ﬁc_cizl)];z_c 1 1]";2
T 20R " 2aR " 2aRy" = mR ¥
Lomsque ¥ augmente, [ tend vers fi = ¢/(2wR) = 5,67 MHz ; B et f doivent varer de telle sorte que :

U e c oy soit g B

2mym,
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3. La relation entre B et y est:

B=(y— 1)"’2’"%: =037y - 1)'* T
[

Par conséquent :
i) Pour &, =3,6MeV, y; =1,00384 ¢t B; =0,0326 T soit 32,6 mT .
ii) Pour &5 =2,9GeV, y2 = 4,09167 et By = 1,47 T.
4. Etablissons la relation entre f, fy et B :

1y ) eBRY* BY? me
=f[1-— o YP=1+[22) =14 (=) avee B="%
ren(i=) " o Ao+ (5) S+ (5) e 2=

) 12 B /B2 172 1
f=h (1 - ﬁ"’fﬁﬁ) = (—1 +BQ_KUB§) =J'Er{1+35w

Done :

S6— 11. Supersynchrotron i protons du CERN

1. On sait que la quantité de mouvement des protons est relide au champ magnétique B par I'équation :

P o_¥Bmee _ (¥ — D 2mue P (x+2)myuc . _ S
eR~  eR eR N eR puisque ?_1+mpcz_1+x

Quant & la pulsation cyclotron et i la frégquence comrespondante, elles 8" écrivent respectivement :

B =

eB  Bc_«¢ 2402
ymy, R R 1l +x

1 1/2 1 1/2 x]"'z{2+x)]"fz
ﬁ=(1‘¥) =[“<1+x)2] R

2. Initialement, &; = 28 GeV . Par conséquent :

@), c M2 427

= 3n = ok 1+x

puisque :

x‘!"fz{x; +2)Y2mpe

yi=30,84 ;=208 Bi= R

=86mT et f;=43,38%kHz
Pour B=B; =1,36T,ona:

ByeR
mf""c =y +2)"? dod F+2y—478 =0 et x =478
P

O en résulte que :
Erp =xym,c” =450GeV et fi;=43,32kHz

3. Lorsque la particule acquiert une énergie supplémentaire A£, faible devant son énergie, la variation cor-
respondante de B s’obtient en différentiant I expression de B par rapport 4 x ¢

e 1 24x4+x Mo l+x
dB = = d
eR 2 {[x€2+x)]‘“} R 2+

Comme d& = m,c®dx, il vient :

ap= B8 Lrx
eRe [x(2 + x)]12
Applications :
4 4
ABxn 3 < 10 L+ 30 =152nT et ABswm = 3> 10 L+ 300 =151,50T

T 1100 % 3 x 10° [30(2 + 30)]'/2 1100 x 3 x 10° [500(2 + 500)]'72
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Solutions des exercices
56— 12. Effet de charge d'espace dans le référentiel propre des particules

1. En appliquant le théoréme de Gauss dans R', A travers un cylindre coaxial de rayon r < R et de lon-
gueur [, on trouve :

2B = 2T gon E =p- et Fe=gk=9pg
£ 20

2=0
2. D’aprés la loi fondamentale de la mécanique dans R, on a, dans I'approximation newtonienne, qui est
valable dans R’ :

mi'z=‘;‘:'x soit R—a®R=0 avec o= -2 50
L]

2egm
La solution est, compte tenu des conditions initiales, & =0, R=F et dR/dr=0:

R = Rocosh{at') d’od

202

_ Ny @ gpe
Ru—msh{m) 1= 2 4£um.r
3. Dans R, t = yet' puisque R’ est référentiel propre. Done :
AR _ gpo £ _ _apo¥ _ _ amr
Ko dsamyl  degmclyIBE 0 dsgmc(yI— 1)
puisque x = ut = f.or .

S6— 13. Effet de charge d’espace dans le référentiel du laboratoire
1. Pour des raisons &’ invariance et de symétrie (cf. Efecﬂvmgnérf:me}, ona:

E=E(r)e, et B=B(re,
Calculons E pour r < R, 4 I'aide du théoréme de Gauss :

il
20rE =" gon E(r) = r
2zq
On obtient le champ magnétique 4 1'aide du théoréme d’ Ampére pour r < B . Le contour d’intégration est un cercle
de rayon r centré sur I axe du faisceau situé dans un plan perpendiculaire 4 I'axe. Par conséquent :

=il

2arB =l avec I=pumr don B(r) = ,u,u;mr
2. Une des particules du faisceau située i sa périphérie subit de la part des autres, dans R | la force électro-
magnétique F = g(E + u x B) . Par conséquent :

2
— g P HepE _ 4rR
F_q(?fu 2 )R ﬁz)

gpR
1— =
26u { ZEu)'E e
Comme on a la relation suivante entre les forces dans R et R’ : yF1 = y'F il vient y%.F = F', soit :
geR _ gpaR
A= T g p=
2z0ye 29 oL A=
3. La loi fondamentale de la dynamique einsteinienne, appliquée au mouvement de la particule, par rapport &
R, dome :
d(ymv) . dv dy
a7 =g(E+vxB) soit ymoo Hmv = g(E+ v = B)
avec : - -
E="¢ o B= P
2z0

7 o
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Projetons la loi fondamentale suivant e, :

pr _ poprv*\ _ gpr A . qpr
L= - = 1- dod a, =
ymar =4 (ZEu 2 ) gy ( 02) o e 2meyy?

11 en résulte que, pour une particule situde initislernent  la périphérie du faisceau, ona:

&R —@R=0 avec a*=_T
dr 2meny?

La solution de cette équation est R = Rocosh(at) . Par conséquent, en développant au voisinage de Ro , on obtient :

N a’t s AR gptt _ gpx”
R--‘Rl;r(l'f'T) d’ol E_ttmuy;‘_d-meuczr;‘ﬁ’f

Comme & = (ye — L)mc® = eV avec y. = 1 + eV/(mc") et I = punRj, on trouve :

AR e I (LY 1 _pol ec (LY 1
Ry dmeggmcd \Ro /) (y2—-1)32 dwmc? \Ra) (y2— 1037
AN.SI V=0,1MV, (2 —1)*?=0,282 et AR/Rs = 0,52.
Si V=1MV, (y2—1)%2 = 21,55 et AR/Ry = 0,0068 .

4. AR/R; améme valeur dans R et ', car les distances transversales ne sont pas affectées parla contrac-
tion des longueurs. Précisément :

AR Pa P'a .
R0 = Gy B mmac (D) DU Py e A=y

56— 14. Rayonnement d'une particule chargée aceélérée par un champ électrigue

1. Le mouvement étant rectiligne suivant le champ électrique (v x a = 0), Pexpression donnée de la puis-
sance rayonnée se réduit i :

[ e
En outre, on sait que dans un tel cas de mouvement rectiligne la loi fondamentale de la dynamique einsteinienne se
réduit & (cf. chapitre 5) : ¥'ma = gE . Il en résulte :

_ 4E
Pr= By me

& 2
Ya

=

2. La puissance fournie par le champ E est Ty = gE - v = gEv . Par conséquent :

P @ Em4x10"“§-@:1 méme pour B =1

TP, T bmegmici B

3. Dans un champ magnétique B, la norme v de la vitesse et done ¥ sont des constantes. L aceélération
étant centripéte, comme en dynamique newtonienne, ona : dv/ dr= (v?/R)e,, dol :

B T T A
Pr= Gmec? E_(&) “ e’ B ) G B
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L’énergie rayonnée pendant la durée d’une révolution est done :

2nR F v
LE=RT=P "= %

Dans le cas ultra-einsteinien, =2 1, d’od:

q 9
&3k

86— 15. Accélérateur linéaire (Wideriie, Sloan et Lawrence)

Solutions des exercices

1. a) Laloi fondamentale de la dynamique newtonwenne, appliquée dans une cavité acoélératrice, dans la phase

accélératrice n, donne I'équation différentielle suivante :

1
3{-=ﬂsin{wr) pour {n—l)T{.t{( ——)T
m 2
Lintégration donne :
Xa = _t5 cos{wr) + Cle
L

Comme %, = v,_; lorsque = (rn— 1)T , on détermine aisément la constante :

. eEy
e [ .
¥ mm[ cos{wt)] + vn—1
On en déduit %, pour 1= (n — 1/2)T :
_ 2eEq

= U =y
e

Dans la phase «cylindre n», 1" équation différentielle est :
x=0 dol x=CQe=(Xu)s=1ta
Par conséquent :
2eEy
Ty — ot = Av = ——
TR
Ainsi, le gain en vitesse est indépendant de n.

b) On déduit I'abscisse x, enintégrant. Dans la phase accélératrnice n, on obtient :

_ ek P sin{ei)
T me

Entre (n—1) et (n— 1/2)T, la distance L, parcoure est dong :

M

:|+tl',,_]3+m

L.;.=(ﬂ+uu_1)Z soit L=E[&+w+{n—l)ﬁzr:|
2 w | 2

Par conséquent :

e 7o (o )] e (o 1)

Dans la phase « cylindre n », Pintégration donne : x. = vaf +Cle . La distance parcourue entre (n—1/2)T et nT

est done : T
L= = T (v + nAv) = lo + nAl
2 @

¢) Avec les valeurs numénques données, on trouve :

2 28\'"
Av = 250 =24x10°m-s7  wu= (—) =0,98%x10°m-s7Y oy = (

L] m
Par conséquent :

y—vi=212x10m-s7' et N=

12
) =3,1x10'm-s~"
m
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On en déduit :

N N

Al Al u 1
L= Z]L., + I =Z_;2!'u— 5 +2nM=N(2! - E) +2ME_]:;. =2Niu+NI(N+ E)
puisque 3" Vn = N(N + 1)/2.

AN: o =mwfw=24cm, Al =0,00cm d'od Ly =9,05m .

) Si £ est changé en @& wo est changé en o'w , il faut modifier @ en o'w afin que fy soit
inchangé. I1 faut alors changer Ey en o Ey pour que Al ne varie pas.

2. a) La loi fondamentale de la dynamique einsteinienne, appliquée dans une cavité accélératrice, dans la phase
accékratrice n, donne 1'équation différentielle suivante :

diyv) _ eky
dr = nen)
O vient en ntégrant :
yi = _cEe cos(wr) + Cle  s0it Y& — Yo iUy = EE”[I — cos{wt)]
i R

Comme I'accroissement de vitesse est faible, le premier terme s écrit :

d{yu)=ydtr+trdy=ydtr+§y’ dv=ydu(l+9°8) =y dv
Par conséquent :
eEy

X— U1 = may [1 — cos{et)]

b) Mouvement dans la phase « cylindre no»
Comme la force 4 'intérieur du cylindre est nulle, il vient :

d . . .
—(ymx) =0 dod x=Cle= (k) =va

dr
On en déduit :
S 2eEq
V1 =
mm;r:_]
Dans la phase « cylindre n», on a, comme précédemment :
T
x=vat+Cle dod = ”;

Pour calculer L, , intégrons 1 dans la phase accélératrice n.Ona:

. ¢€E , _ K _ sinf wr)
x—mﬁ_][l cos(wr)] + w1 d'oll x—mmﬁ_] [: ]+tr.—1+Ch:
Par conséquent :
_w eEy
L.= - ("'W'J’i—l +?-h—1)
S6— 16. Prisme magnétigue

1. a) D" aprés le théoréme de I"énergie, la vitesse est constante car la force ne travaille pas. Par conséquent :
¥ = Cte et laloi fondamentale de la dynamique einsteinienne, appliquée 4 un électron, s écrit :

dv . dv eB
m.a=—wxl§ soit as= =0V Xe, avee o=

YiMe
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b) En explicitant, on obtient :

lﬁd— pé g |0 Ir"l—p@z =—wpp (1)
2. . . 2. "

EE{ ¢) —w|pp % soit EE{ F) = wep (2)

% 0 1 %o= (3)

¢) Sil'on fait p = po dans I"équation (1), 1l vient :
—poi’ = —wpodp doll p=w

2a)Ona: va pp= pyo, ,car v = Cte . On en déduit :

gi;am,pu= o zm,(l—ﬁ‘o)
Pyl po
po

b) L' équation (1) domne, en remplagant p@ par pow, :

i — poor (1—£)=—m§m dol p+ahp=0 et Ap+oldp=0
po
c)i) Posant x = Ap et z = powr dans I’équation différentielle précédente, on obtient :

2

(pow. ) *x" + @lx =0 soit O+t =

p 0

ii) La solution de cette équation différentielle est :

x = Cicos (i) + Czsin (i)
Jli] po

En tenant compte des valeurs x. et x; de x et x' respectivement pour z = 0, on trouve :

Z P Z
X=X.C08 | — | + pox sim | —
- (Pﬂr) e (Pu)

3. a) A la sortie du prisme z = po® , x = x, et ¥ = x| . Done:
X =x.co8® + pox’sin® et ¥ =—"Csind + . cosd
Pa
d’on :

P= cos P po sind
T |—sin®/ps  cos®

D

¢)Comme T(AgA;) = T(5A;)P(ES)T (A.E) , il vient, en explicitant :

S 1 0 of (1 — —a/po pot+zie/po
T{Acd.-)=[0 21"] [_um T}] [u 1]=[—sz§& puzujpzzp

b) xz = x1 + Azx] et x5 = x] . dod:

d) Ao et A; sont conjuguéssi x, ne dépend pas de x; , soit si I'élément Tiz est nul :

pu+z'-m=[) cequidonne z 7 = —pp
M

I en résulte que |z|/po = po/lzo| soit £; = ¢ . Les points Ay, O et A; sont alignés.
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¢) On en déduit les ééments cardinaux (cf. Optigue) :

1 1 o =
V= fi=—=pi=—fs SHi=pla—1l)=-p EHy=—pold—1)=py
pa v
Done les foyers sont situés respectivement en E et §, et les plans principaux passent par le point H de la fi-
gure 56.1.

I
I
)
n"'“--._\
FIG. $6.1.

S6— 17. Focalisation radiale & I'aide d’un champ magnétique

l. Le rayon R de la trajectoire circulaire a pour expression :

ymv _ yBmc mu

B g8  (1—17/c%) /B

2. Considérons, sur la figure 6.18, la trajectore en demi-cercle passant par S, placée i 'ongine des coordon-
nées, et dont 1a vitesse initiale fait I'angle @ avec la normale au plan de la fente. Les coordonnées du point d'im-
pact 1, xr =d et yr & déterminer, satisfont 4 I"équation d’un cercle de rayon R . Comme le centre () de ce cercle
apowr coordonnées —Rsine (o est négatif sur la figure) et Reosa, ona:

(yy— Reosa)? + (d + Rsina)® = R soit y2 — 2Rcos ay; +d° + 2Rdsing = 0

Or, 'une des deux solutions de cette équation du deuxiéme degré est yr = yg = dtan# et la somme des deux
solutions vaut 2Reosa . Comme ¢ = # — @ , on en dédumt :

v = 2Rcosa — dtanf = 2Rcos(¢ — #) — dtanf = 2R [cosdcos # + sinpsin ] — dtan d
s0it :
d

d
iy = 2R f=— i ingp = ———
¥i COS ¢ Cos @ puisque  sing R d

3. La distance d tant fixe, y; est maximal powr ¢ minimal, soit cos # maxmal et # nul; en revanche, y
est minimal pour ¢ maximal, soit cos # minimal et done # = £ . Parconséquent :

Ay = (4R — &)"? — (4R cos’e — o)/

Pour = < 1,1l vient :

142 2
o 2 1/2 _ _ 2R 7 . Re .
Ay~ (41" — ) [1 (1 " —aﬂ) ] ~ap—aye 0

il'ordre 2 préts. [1 v a done focalisation.
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Chapitre 7

57— 1. Collision élastique symétrigue
1. Les lois de la conservation de P et £ donnent :
p=p14+p2 et E+4m=E14+E"
Comme la diffusion est symétrique, ona:

Er=£&2=¢8 pi=pr=p o p:=2_p’ccs(i;) et 28 =& +m

Ainsi : 2.2
ay _ p1 N 2 ey _ Fi
cm(z)—zp, soit  cos (2 HE™ —mic)

et:

o & = £ —ntd _ & + mc?)(Er — me?) _ &k +2mé?

2 (28 4+ 2n2) (28 —m2)  (E1 4 3mE)E —mc2)  Erg +4mcE
O en résulte que :
_ aey 20+ 2md) — & —dmd &,
cosa = 2eos (2) 1= Eor + dme2 _&__]+4\mcz

Dans I'approximation newtonienne (&__1 < mc* ), on retrouve le résultat connu cos e == 0 et @ = w2,

2. Comme & 1(1 —cosa) = dmc® cos @, ona, pour a = 45° :

COSs o

Ei1 = dmpc” i

= 9056, 7 MeV.
(e 4

§7-2. Collision élastique entre deux électrons

1 a). Le facteur relativiste y; de I électron projectile vaut :

132
) = 0,985

£
yo=1+-""5L —68 dob ﬁ1=(1——
"

m.c®
b) On trouve aisément (cf. chapitre 7) :
¢ y1Bimc’ 151 yi— 132
=8 - AP g = A8 (AT ) 86
Be £ yim.c? 4 m.c? o B yi+1 r1+1

¢) On en déduit :

vo=1-gh (2 )_m ~ 1,08

yi+1
2 a). La vitesse du projectile par rapport & R 8’ obtient en composant les vitesses :
B —fe

d’oil 1=——— =084
B 1 — e

tl" v — vUc
1=
1 —vewn/c?

b) On en déduit I'énergie cinétique dans R® -
1= (71 — Dma = 0,43 MeV

Comme la collision est élastique, cette énergie se conserve dans R™ .
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3.a). Les équations de conservation s"écrivent :
pH0=p +ps e & +md =1+

b Eliminons les caractéristiques de la particule 2 apréss collision :

£ —pic =mc soit (81— 4+md)V —(p—p1)c = mc

et:
&1 - +2me (- ) — —pid —pic+2p,-pid =0
0 vient, en tenant compte des relations entre énergie ef quantité de mouvement, et en introduisant 'angle

= (pip") :
—EE A mE = E )+ mid +pip il cosg=0

d'oi -
_£1fl—m,cz{£]—£'1)—nfc‘ 2 _[‘.‘,']{E']—m,cz)+m.c2{£'1—m,cz]z
cos = P et oS b= T ) (67 — mid)
O ndome E +mA)E s~ md) EralEy +2md)
2, &+ me 1~ M . 2, €l +2m,
o = ) (E T med) O = e + 2mD)

Ainsi le facteur @ introduit dans le texte vaut 2 .
¢) On en déduit I'énergie cinétique £';; de A"; en fonction de # etde &, :

2mec Ex cos® @ 2m.c’E
el Skl soit E'1= - R 234 MeV pour 8= o

£y = —eC SRICB 7
BT Grsint 0 4 2me? 1T 381+ 8mc? 3

d) La valeur maximale de £y, est obtenue pour # = . Dans ce cas, £y = & :la particule céde toute
son énergie cinétique, comme en mécanique newtonenne,

57— 3. Angle minimal de diffusion entre deux particules identiques

1. D’aprés les résultats sur la diffusion élastique d’une particule projectile par une cible immobile (cf. cha-
pitre 7), il vient :

= — 0 () 2V e ane = —eomn (%) (- 2)
T ycosot —1) I ACTES - 2 ) \yi+1

2. On en déduit :
2 Y2 fsing*/2 cosd)2 2 3\ 2
tan #; — tan = =
’ . (n+1) (cma-,‘2+sin9-f2) (y,+1) sing*
el:
ma’xmgz=_y—12+1=_1252+1=_0‘89 puisque ;= (1 —g3) Y2 =(1-0,36)"Y2 = 1,25
Par conséquent :

_ g —tnf [ 2 \'7 2
m{a’_az)_1+mna,maz_(y,+1) sinf* [l —2/(y; + 1))

Ainsi, (#1 — #2) est minimal pour 8% = 7/2.
3. Lomsque 8" =w /2, et # =6 — 2 = 2¢ . On trouve donc, puisque tan (8" /2) =1 :

9 2 N\
wn (2= (=) —0043 don =866
2 ¥ +1
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57- 4. Angle maximal de diffusion

1. D’aprés les résultats sur la diffusion élastique d’une particule projectile par une cible immobile (cf. cha-
pitre 7), il vient :
sin 8%
yelcos 0* + B.E; [p*c)
avee B, =pic/E, € étant I'énergie totale du systéme (£ = £ +mad®) .

tanfh =

2. L équation :
1 (cos B + BeET /p°e)
anfy ¢ sin#*
donne par différentiation :
1 + tan® 6, —sin® 8* — cos® 8° — BocosB E f(pte) | . 14 fB.cos 8°E] f(p=c) . .
————dth = 7. df = —ye————————d#
wf e sin? 9 4 sin” 8
Ainsi : 48 .
1 . _ P
a5 =0 pour cos# &8,
En injectant cette valeur de #° dans tan# , on obtient :
[1—(p"c/Ef B i pc
tan 67 = pc £ = o e \2 1/2
w(- Lo v pot) bt [1- ]
On en déduit :
1 1 nﬁ.&')z (p'c )2 2 &Y vBe \
- =1+ =1+( 1- (L = g1 2 = [ Yebe
ﬂnzf"? tan® 6 ptc £ Be pc 7181
ct = =" "
sin 6" = rifi . m

YeBe  yeBemic
Comme p; = ¥ (p1 — B£1/c), il vient finalement :

mw=_L(&_é)=_L(£_é)=f—&=ﬂ£

mic \ e ¢ mic \c ¢ mc? mc?

. niz . .M, 1
g o= 2 t A= o
sin #] X 501 1 = arcsin 1338

puisque my =mp et mz = me .

§7- 5. Energie communigquée i une particule

1. D’aprés les résultats sur la diffusion élastique d’une particule projectile par une cible immobile (cf. cha-
pitre 7). on a:
2imii(yi — 1) z.z(f)

e= my +mg + 2yimumz mee S\ 7

2
2. Comme: & +mpc =E+E et £, =E1+Q,ona:

i1 = (%1 )m+ Omax 01t 1y = (E'gill)“ =1- %:‘T
I en résulte que :
n=1 2mi(yi — 1)mpe’ _ Zmm(yi +1) (my — my)*

- [m? + m3 + 2y myms] (v — 1)my 2 B m3 —+ m3 + 2y;mym; - my + mg + 2yimymy
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3. Lomsque mz 22 my, n devient :

_ (1 — my/ma)* ., (1 —m/ma)?
1+ (myfma)? + 2yimyfmz 14 2yimg fmg

Dans I'approximation newtonienne (y; = 1):

o (1 — my/m2)*

L)

i
~1-4
1 + 2my /ms iy

C’est évidemment le résultat établi en mécanique newtonienne (cf. Mécanigue).
Dans le cas ulira-einsteinien yamm = mz
L l—mfm) | m

r o
! 1+ 2yymyfmy  2yum

4. Lorsque mz <€ my, i devient :
(1— mzfmi)* (1 —mafm)?

T L (mafmy P+ 2yim fmy T 1+ 2yimyfmy
Dans I'approximation newtonienne (y; = 1)

L

1-— 2
o Aomim)”
1+ 2my,/my my
Dans le cas ultra einsteinien (y;mz 23 my ©
1 mi

nEq + 2yimafmi - 2yimz
57— 6. Désintégration d’une particule immobile en deux particules

D’ aprés les lois de conservation, on a:

0=p,+p; et E=E+E=mc
Or:

E-pid=m et E-pict=mid dod & -E =mi —mic

Il en résulte, puisque £z + & = md :
 mde* — mbct

12— & p

Les énergies £ et & sont done :
_ m?c" + mgc" — mgc"

b= 2myc? & &= 2mc?

Applications :
(1) mye® = 493, 7 MeV , m, o = 139, 6 MeV |, m_oc® = 135 MeV :
Eqr = UE 1 MeV et £ =245 6 MeV

T

(D mec® = 498 MeV, moc = 139, 6 MeV : £, = 249 MeV .

() m,xc® = 139,6 MeV , myac® = 105,6 MeV : £, = 109, TMeV et £, = 29,9 MeV .
(AV) mgc® = 493,7MeV | muec® = 105,6 MeV : £, = 258 MeV et £, = 235, 6 MeV .

87— 7. Désintégration d*un méson K +

1. La condition pour que la désintégration soit possible est, si n est un entier :

mgcz

E = nxmec soit n<
mact

=13,54

24 2 4 2 4
HyC + MyC — MaC

383

puisque mygc® = 493,7 MeV et m,c® = 139,6 MeV . Ainsi, la désintégration peut donner trois pions au plus.
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2. Les conservations de 1a quantité de mouvement totale et de I'énergie s’écrivent @
O=p,+p,+p5 et mec” =E1+E+E5

avec, compte tenu de 'hypothése supplémentaire £ = & = £ © p1 = p2 = ps . Par conséquent, les trois vecteurs
quantités de mouvement font entre eux un angle de 27/3 .

3. L'énergie d’un pion, par exemple Aj , est minimale lorsqu’il est repos, ce qui est possible, puisque dans ce
cas les quantités de mouvement p, et p; sont opposées :
0=0+p,+p; donne p,+p,=10

Son énergie est donc 1'énergie de masse mqc” = 139,6 MeV . En revanche, cette énergie, de A; par exemple, est
maximale lorsque py est maximale, ce qui exige que py = p; +ps en norme. Cherchons la condition supplémen-
taire sur pp pour que la somme £; + & soit minimale :

d(& + & & pctd
{%:zﬂ=%+%'r§:=ﬂ car £ =pc +mc dome 26dE=2-cdp

en différentiant. Pour une valeur maximale fixée de py ,ona dp; +dps = 0. Par conséquent :

pc’ psc . PP
PC_ Py g 282 —w et =&
A 5 &= & =1y E=§

Ainsi, la valeur maximale £ est telle que :
P1o=2p2 =2ps E1=E et £ —nic =4(E —mid")

En injectant ces expressions dans 1"équation de conservation de I'énergie, on obtient : 28, = myc” — £ . Onen
déduit, en éliminant £z :

2 4 4
-3
482 = £ 1+ et = (mx” — 1) don & = % = 187, 64 MeV
MK

57— 8. Perte d"énergie au cours d"une collision inélastique électron-atome

1. D’aprés les lois de conservation, ona :
p=p1+p E+E&=E1+E+AE
Comme £ —E* = pic® — pc® avec py = p) . il vient :
(£ —E"E+EN) £1iz£ AE
1

soit p]-p;ﬁ—=ﬂ
1

1= '=
e 1 +p1)E p

2.0nap’ =(p —p1)? =pl+p° — 2pp,cost = (p1 — p| ) +4pip) sin §/2. Denc

P (f—])E+4p§$inz (g) =p [(%)2+4ﬁn2 (g)] ~pi(0+607)

lorsque @ est petit.
3. Calculons #lg pour y1 =3 et AL =15¢V
AE AL
o = = =11
yiBama " - me kR
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57-9. Seuil énergétique d’excitation d’un atome d'aluminium par un électron
1. La réaction 8" écnt
Al 4 As — As+ Ay avec mc =mc el myc = mct + AE,
(m3 + ma)*c* — (m1+m2
2mac?

)2 C-l

Eka =

o ?.-mc‘2+?mzcz+f3&)m=m1cz+mzczm4_ AE2
2mac? mac? 2mac?
2. Dans R", laconservation de I"énergie, en mécanigue newtonienne, s éent (cf. Mécanigue) :
Enit Ui=Eqp + Up avee Up = Ui+ A&
Au seuil énergétique de la collision, ona £, 20, d’od:

3&,1?{

. . L[ mymg mac?
£ o= avec i= = ‘Uz =
ks > ALy & 2 (m; +mz) myc? 4+ mac? G
I en résulte : 2 2
m +m
Epz 5 T AL,
mac?
3. Pour un électron projectile et un atome cible d’alumininm :
AE,
(Eea)n 2 (142 % 107 AL, = 15506V et (&) 2 (1+2x 107AE + ———— = 1550eV

2% 25,13 = 10°

5§7-10. Anneaux de stockage

Dans le cas des anneaux de stockage, le référentie]l R* coincide avec le référentiel du laboratoire T . L'éner-

gie totale dans R est £ = 2{mpc” + £) . Dans R , ol le proton cible est immobile, I'énergie totale est :
E = 2mpc” + &
Or £, £ et la quantité de mouvement p de la particule projectile, dans R, sont reliées par I'équation
£ —p*c® = £ (invariance du carré de la pseudo-nomme de 4-p ). Cette équation s"écrit :
(Ex + mpc™)? — p°* =mipe soit Pt = Ex(k + 2mpc”)
O en résulte :
(2myc® + E) — ExlEi + 2mye”) = 4(m,c” + E7 )

En effectuant et en simplifiant, on trouve :

dmc* + 287
b= ———L 8¢
& P
AN : Les valeurs & = 28 GeV et mpc® = 938 MeV doment :
4% 0,938 + 56
8‘[_23W = 1784 GeV

57-11. Transformation réciprogue paire proton-antiproton en paire électron-positron
1. Une paire proton-antiproton au repos peut toujours se transformer en une paire électron-positron, car :
EF = 2mpc” > 2m.c” . Cen'est pas le cas pour la transformation inverse.

2. La condition sur I'énergie cinétique du systéme, exprimée dans 7R* , pour qu'une paire électron-positron,
imtialement au repos, se transforme en une paire proton-antiproton, est :

£ 2 2mycd soit £ +2mu” 2 2myc” et Ef = 2myc” —2m.c” = 1,875 GeV
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57-12. Production d'une paire proton-antiproton
1. Dans R*, le seuil énergétique de 1'ensemble est la somme des énergies de masse des particules émer-

gentes :
£ =dm,® dob (£, +m,c) —pict = (dm,c®)? = 16!

En effectuant, on trouve &1 = Tmpe” .
2. Lorsque la cible est en mouvement, on a :
(&1 + &) — (1 —p)c 2 16mic" cequidonne (£ —mac') (& — mic") = (Tniic’ — £162)
avec £1f2 < 7m§c" . en remplagant p1 et pz par leurs expressions en fonction des énergies et des masses. On
obtient, en simplifiant :
E —l4E6 +E +a<0 avee a=48myc’
3. La résolution de 'inéquation précédente du deuxiéme degré donne :

Eimin € E1 < Ernax AVEC  Enuin = TE2 — B8(EF — mzc)]'? = 5,12 GeV

el Elma = TE2 + [48(£2 — mEc™))'? = 8,16 GeV . Ce demier résultat doit &tre excly, car il ne réalise pas la
condition £ &; < Tmyc* . Finalement, on a bien :

£ S U—[48(8 —mic)|"? avee U=7& soit & 25, 12 GeV

Le seuil énergétique est done 5, 12 GeV .

4. Le seuil énergétique demandée dans la question 1 s”en déduit aisément en faisant £, = m,c® :

U — [48(E3 — mic")'? = 78 — [48(£2 — nd)]Y? = Tmpc?

57— 13. Production d'un deuton par une collision proton-proton
. Dans %, I'énergie seuil de la réaction est la somme des énergies de masse des particules émergentes :

= 2 2
& = mac” +mzc

2. On en déduit I'énergie cinétigue seuil du proton projectile dans le référentiel R o le proton-cible est au
repos, en utilisant 1'invariance du quadrivecteur quantité de mouvement totale énergie totale :

‘E'? 2 5:2 ) 2 2 2
Z-ri="5 do (E1s + mp? P — pic® = (mac® + mac?)

En effectuant et en faisant apparaitre I'énergie cinétique seuil £, du proton projectile, on trouve (cf. chapitre 7) :

7 2
& = (mec” + mac’) — (2myc?) =294,75 MeV
' 2myc?
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§7- 14. Désintégration d’un hypéron A°

1. Ecrivons les conservations de la quantité de mouvement et de I'énergie de 1" ensemble :

O=p,+p, et m =548

I vient done :
myc? = {chz 4 mgcl)l,rz 4 ‘.chz +m§c')]"f2

s0it :

mac —mac —mac — ngcz = Z{pgcz + m%c‘)uz{pgcz + mic')]"q
Ainsi :

Apic” 4+ mac") (pac” + mic’) = (A — 23’ ) avec A =mic —mic' —mic'

On en déduit :

et + it — 3 e et = A+ apht — dagde
soil :

A* —amictmict
A (A +mac +mact) = AT —dmac'mict et pic = m

En simplifiant, on obtient :
(A= 2maPms ) (A + 2mecPms?) |

pre= 4(A + m2ct + m2ch)
Or:
A+mc +mic =mic' = Ao A—2mac msc” = Ao — {mzn’:2 -+ msn::z)2 =4
et
A4 2mmsc” = Ay — (mad® —ms” ) = A
On en déduit :

/2
Adz ) . 1
pic = (—) d’ ol r:r—2

2. Effectuons les calculs, sachant que mac® = 1115,6 MeV , m,c® = 938,3 MeV et m, = 139,6 MeV :
pac = psc=pc avec pc=: 100MeV et done p = 100 MeV -¢™!
Les énergies cinétiques s"en déduisent aisément :
Eia = (p3c +mac) "  —mac® = 5,3MeV L2 = (pic +mic ) —msc® = 32,1 MeV

S$7- 15. Désintégration d’un hypéren 3~

1. Ecrivons les conservations de la quantité de mouvement et de I énergie du systéme, pour la collision :
I —n+w"
Il vient, avec les notations habitelles: p, =p, +p, et & =& +&;.
Comme le produit scalaire p, - p; est nul, exprimons la relation entre £ et p, relatives au neutron :
(1= &) = (p, —ps)’c® = mic® soit mic* +mic® —26.8 = mic’
On en déduit :
— Mﬁ:::'l + mgc" — m%c"
26,
puisque & = &1 + mic® = 1447,3 MeV . Par conséquent :
Eis=E—mc® =51,3TMeV et &5 =E —myc” = 310,73 MeV

£ = 196,97 MeV et & = & — & = 1250,33 MeV

2. Pour obtenir I'angle que fait p, avec la direction incidente, multiplions I'équation vectorielle de conservation
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par py . 0 vient, puisque p, -ps = 0
pi=p, P, =pprcosty dod coshy =P

A Taide des valeurs de pic et poc obtenues avec £ et £2, on détermine # :
pro= (E} —mic")? =813, IMeV ¢ pc = (£3 — mic")? =824, 9 MeV - ¢!

et 8y = arccos(p,/p2) = 9,7° .

§7- 16. Energie et masse d’un systéme de particules

1 a). Le seuil énergétique du systéme, dans " est, puisque dans ce référentiel chacune des particules peut
Etre immobile :
E" =3m.’
On en déduit I'énergie seuil du photon incident et sa longuewr d’onde dans R 4 'aide de Pinvariance du quadn-
vecteur 4-P(E/c,P) :

£ Pl =& soitenexplicitant  (hw. + mec”) — K v} = 3mec”)

O en résulte : A
By, =dmd et A =S = T —06
e g s l«', Imc2 , O pm
Ainsi, A < 0,6 pm : le domaine spectral est celui des rayons y .

b) La masse M du systéme, au seuil, vaut, en fonction de m, :

=2
(- P = & —im

M= pe

Tl =

Notons que Mc® # 3 mic® = m.c*.
2. a) Comme P* = 0, on trouve, 41" aide des formules de transformation de 4-P :

P =7, (P;—ﬁ.%) =0 dob m=¥

b) Comme P, = P, . il vient, en projetant selon Ox :
Pu =Py dob &, =&,

c)Lamasse M du systéme a pour expression :

£ T mic .
M=3a =ZT: =2 %m

87— 17. Désintégration d'une particule étrange en trois particules

1. a) Les relations entre les énergies et les quantités de mouvement des particules issues de la désintégration
s’ écrivent :
b =&+E&+E e 0=p;+p, +ps
b) La particule initiale étant aurepos, R = R . Une telle désintégration n’est possible que si I'énergie de
masse de A; est supérieure i la somme des énergies de masse des particules émergentes, d’od :

my 2= ms + Mg+ ms
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¢) Si la particule initiale est un photon, on ne peut définir de référentiel du centre de masse; la réaction
précédente est impossible. En revanche la réaction de matérialisation d’un photon en mteraction avec un proton au
repos est possible. Dans ce dernier cas, I'énergie seuil £, est:

(3m ) — (m" )
B2 e

2. a) Les lois de conservation donnent, dans ce cas :

= dm.& = 2,04 MeV

mc =mac” +E4+E et O=p,+ps doi =& et & =mc +26
Par conséquent :
S =mact =135 MeV et &= M = 181,35 MeV
b) Dans ce cas,ona:
mc® = £ +28 e 0=p,+2p, car p,=p,
1 vient, en €liminant les caractéristiques de la particule A;
48 — d4pic® = dmic' soit d(mic — £)7 — 4pict = amict
En simplifiant, on obtient mic® — 2&mic” + mic* = 4mic* | soit :

2 4 24 2 4
_ MC M FMC g 01 MeV et & = & — mc” — & = 154,5 MeV

&
3 2my 2

¢) Le cas précédent correspond 4 une valeur maximale de I'énergie de #" , car la norme de Py est alors
maximale. Le spectre énergétique des mésons #° varie donc entre sa valeur minimale 135 MeV et sa valeur
maximale 190, 1 MeV .

57— 18. Collision élastigue d’un photon avec un miroir mobile

1. Les lois de conservation donnent, en désignant par p,, la quantité de mouvement du miroir avant la colli-
siom :
' P _r.

‘ ‘ . hw , ‘
Py TP, =Putp, sci pm—?ex=pw+ - e, si uw=uwue, ot E+hv—2M+hv

puisque le mouvement du miroir est newtonien (u < ¢ ). Si nous remplagons p'Z par son expression, il vient :

2

$+h{v—vr)=zif[m—2{v—v')ex
Par conséquent :
' n | h ! ' r 1 e
v—w ={v+v)[%—%:|m—{v+v)ﬁ. et v =v1i§‘
Pour u= 0, 0lc, on rouve :
. 140,01 ;
=r— ' = ’ = 0, 9804
r vl—U,Ul 1,02y doi A s

2. En utilisant effet Doppler-Fizeau, on a la relation suivante entre la fréquence »g du photon, dans ke
référentiel Ry Lié au miroir, et sa fréquence » dans R :
Yy
= —
re(l + Be)

Apriés réflexion, la fréquence du photon dans Ra estencore w . Cette fréquence est liée i v, fréquence observée
dans R, par:

1
ce qui domne bien = » + B
1-pB.

r(l_ﬁr)
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§7-19. Energie acquise par 1'électron dans 1effet Compton

1. a) L' effet Compton est la collision élastique d’un photon et d’un électron libre : le nombre et la nature des
particules sont inchangés. Précisément la somme des énergies de masse vaut, avant et apris la collision :

Zmpcz _ mecz = md?
i f

b) Bcrivons les lois de conservation de la quantité de mouvement et de 1’ énergie :
p,+0=p,+p. ¢t E+m=E+85

En éliminant les caractéristiques de I électron diffusé, on trouve :

(& =&y +mec’)’ — (p, — p,)'c" =mec"

d’oi, en effectuant (cf. chapitre 7) :

£ &
£ = ¥ _ &
Tol4a(l —cost) vee @ mec?

Pour £, = 12keV et 60” , on trouve, puisque m.c* = 511 keV :

a=0,02348 et & =11,86keV

2. L' énergie cinétigue acquise par 1'électron est la différence entre I'énergie du photon incident et I'énergie du
photon diffusé :
1 a(l —cos#)
E=5—-E=8|1- = £
TR Ty 1+a{1—c0§9)] r[l+a{l—cm9):|

L'énergie cinétique de 1'électron est minimale ou maximale lorsque la dérivée d £/ d# = 0 soit :

dé& _ g asinf =0 soit #=0 ou #=mw

de 1+ @l —cos@)]2
Dans ce demier cas I'énergie cinétique est maximale et vaut :

Elpe = Ey—% = 538 3¢V
: (e 4

1+2
On en déduit I' écart spectral correspondant :

. he he 12398 1239.8
A= —a=te he B 1898 _ 08,17 - 103,3 = 4,87
& & T12-058 12 pm

3. a) La vitesse du référentiel du centre de masse est donnée par (cf. chapitre 7) :

P Py £, e
Be= e " ime Etme 1+a 098

En mécanique newtonienne, on aurait rouvé G, = 0, puisque la masse du photon est nulle et I' électron au repos :

v My ¥y + M Ve 0
c= 121 ¢ =
m, +m,

b) Les formules de transformation du quadrivecteur quantité de mouvement énergie, entre R et R*,
donnent :

1- B, 1/2
3; = Te{'g:r _.Igd?r,.xc) = ']’e'gr“ —B.) = ‘Er (1 +B. )
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On reconnait la formule de 'effet Doppler-Fizeau longitudinal, ce qui se justifie aisément en divisant les deux
membres de 1"égalité par h pour faire apparaitre les fréquences. Pour des photons incidents de 12 keV, on a,
puisque g, = 0,023 :

£ =0,977& = 11,727 keV

¢) On obtient 1'énergie cinétique de I'électron dans ™ de fagon analogue :
EF =y E — Bopc) = yom.d =511,135keV d'ad & = £ —m.c® = 1356V
d) On sait que I'énergie de chaque particule se conserve au cours d'une collision élastique (cf. chapitre 7) :
£ =& =11, T27TkeV et & =E =511,135keV

4. En projection, la conservation de 1a quantité de mouvement, p, = 1:|’r + p, . s"éerit :
pr=p;,c0§9+p,c0§rp et U=p;si119+p,sinrp
On en déduit aisément :
sin g pysind . sinf
— = —T' — — sal ng=-—5—
cosg  py—phost ¥ &) —cost

Comme &,/E) = 1 +a(l —cos#) il vient :

sin # . N 1 1 —cos@ 1
tang = "éerit = (1 =—(1
® = I a(l—cos8) —cosg cMiseert oo =Uta)Ta (1 +a) e/
On trouve finalement :
tan o 3 tan g ! avee K &
— S == ——
2 L 1+ K m.c”

Pour # =60 ,ona:
1 __ V3
(14 a)tan(w/6)  1,02348

tan || = soit @ = 59,4°

57- 20. Effet Compton avec cible en mouvement
L. Les lois de conservation s’écrivent :
BB =R+ G+E=6+86
Fliminons les caractéristiques de 1'électron aprés collision :
(E1+&—E) = (P +p —p)°C = myc® soit (E1—E]) +2(& —E)) &~ (py —p) '* +2(p, —py) ppc” = 0
puisque £ — et = mic* . Or:
Si=pic  E=pc PPy =—pipac’ = —Eipac et Pl pyc = —pipact cos B = —Eipyccosd

Par conséquent :
2(E1 — £1)E — 261E1(1 — cos#) + 2E1pac — 2Eipaccosh = O
On en déduit & :
. Ei(& + pro)
' E(l —cosB) + E2 4 pacosh
En fonction des fréquences » = £1/h et ' = £]/h, de la quantité de mouvement p de 'électron cible et de son
énerge, on trouve finalement :

hv(& +pe)

he' =
YT Rl —cos ) + & + pacos f
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2. On retrouve I'effet Compton habituel en faisant p =0 et £ =mc" :

he R
= et -t = ——(1— #
¥ = hw(l —cosf) me + 1 v —hv' = g (1-cos8)
0 en résulte que :
' [ [ h
A —d=———=A(l—-cos#) avec Ac= —
r r M
3. Lorsque 8 =w :
£
W = hp— 2 TP
&2 — pac + 2he

Si &2 =3MeV, & = 3,511 MeV et pac = (2 — mic*) 2 = [E,2(Eiz +2m?)]'? = 3,474 MeV . On en
déduit -
6,985

]

hy' =2 =377,6eV cequ correspond 4 un rayonnement X

§7- 21. Désintégration symétrigue du méson 7° en deux photons
Les conservations de p et £ domnent :
Ei=&+8 e pi=p.+p; avec pr=psi=p et L=&=E
I ¢n résulte :
E1=28=2hr et p1=2pcos =2 (%) cosfl = (%)cma
Comme £ —pic® = mic*, il vient :

C‘E
AN:Si v=¢/2, #=060". Notons que le résultat est indépendant de la masse de la particule qui se désintégre.

1 21
E1(1 — cos® #) = mic*  soit si1126'=F et sin9=(1——)

§7- 22, Matérialisation d’un photon
1. D’aprés les lois de conservation, on aurait :

%eﬁpz 4ps ot = £ +E
Or:
Ea4 & = (pic +mac ) + (3 + mic ) > (pr+pide et prtps > h?r
On en déduit & + & > hwe, ce qui est absurde, puisque £2 + & = he .
2. Le seuil énergétique de 1a seconde réaction s"oblient aisément :
(myc® + 2m %)% — mict — (m.ct + myc®)
2myc? myct
La longueur d onde correspondante est dans le domaine y :
¢ he _ 1240

A, =5 =
Yoow & 1,022 x 108

£ = 22 2mec® = 1,022 MeV

=1,21 x 10" nm soit A, = 1,21 pm

§7- 23, Collision inélastique photon-proton

1. La relation demandée s’obtient en exprimant 1'invarance du carré de la pseudo-norme du quadrivecteur
4-P :

(Ey +mp)’ — P = 7 avee P =pld =&
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2. Dans R™, le seuil énergétique du photon incident est (cf. chapitre 7) :

E° = mac” + mac” = 1076 MeV

3. Dans R, ce seuil s'en dédut selon (ef. chapitre 7) :

_ (mac® +mac” )’ — mic

In,c? = 151 MeV

£1‘
57-24. Annihilation d"une paire électron-positron
1. Les lois de conservation s écrivent :
p+p = IJr__l +IJ},_2 =0 e 1+ &= 81‘__] +£}‘.—2 soit 28 =2£1".-1

puisque les quantités de mouvement des particules incidentes et aussi émergentes sont opposées. Il en résulte

he 1240
Epi=Eyr=E1 = ! dod A=S= =
- vz =& = & + mec v & +m 3,511 x 10°

= 0,35 pm

2. Lorsque les vitesses des particules incidentes font entre elles un angle & au moment de leur rencontre, la
conservation de la quantité de mouvement total donne :

(p+p) = Py +Pr,2)2 soit pi+pi+2p -py = (pra—p2)’
puisque les photons sont émis dans la méme direction, mais dans des sens opposés. Les particules incidentes ayant
méme énergie, il vient :
2933 (1 + cosa) = (£,4 — £y2)° soit 4(EF —m2c") cos? (;) = (&1 —&2)
Ainsi : o
£ Epa = e —mic) P05 (3) et Gt Eya =26
d’aprés la conservation de I énergie. On en déduit aisément :

Ep1 = Ext m + EVHE + 2mP ) cos (”2') et 2 =Etme® —EV(E + 2mt)? cos (;)

Les valeurs des énergies des photons sont done :

1
Ey1 = 3,511+ 3 x /4,022 » 3 =S5 25MeV et £,,=3511 — 3% /4,022 x = = 1,77 MeV

1
2

On en déduit :
1240 1240

A= —— 0 _0.26pm et A= —0,7
1= s xir oo 1= 1 F7x 10 o pm

87-25. Désintégrations successives
1. Les lois de conservation de la quantité de mouvement et de I'énergie s’ écrivent dans R, respectivement :
P =Py +P0=0 et Ex=Erp + Eng =mgc”
puisque le méson K est au repos. I résulte de la premiére équation :

oy —niidt = 8y —miod" dod £y —E3y = (Exs — Exo)ied =miy " — mibec
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On en déduit aisément @
mige® 4+ miyct — miyc!
2yt

e’ — i ot + migct

= 2456 MeV et E.9= a3
K

Eap = = 248, 4 MeV

2. Pour calculer #; et #: , écrivons les lois de conservation relatives i la désintégration en vol :
Poo =Py + P,z et Ly = ‘£r.-1 + ‘£r.2 = 2£r.-1 = £r

Comme les normes des quantités de mouvement des photons sont égales (méme énergie), les vectewrs p, et p, 5
sont symétriques par rapport i la direction de p_, . Les angles de diffusion sont done égaux en valeur absolue. La
prise en compte de cette valeur commune ¢ donne :

P =poi+ P2+ 2p, Py = 25541+ cos(26)] = 4pS 1 cos” B soit  pro = 2py,1c08 6 = 2651 008 0 = Exncos B
On en déduit :

1,84
Extr

Le calcul donne 8y = 0, 836 et # = 33,3°.
3. La fréquence », associée aux photons d’énergie £, = Eq0/2 , avec Eqo = }'Lﬂﬂwqcz , est dong :

1)"*’2 o £ _ U84

]
=" = = 1= = -
cos Bo avec fo ( 2 3 1

- Vo M0 E
2h

Comme myoc”/(2h) représente la fréquence wo des photons émis dans le référentiel lié au méson o, on a la
relation suivante entre v et #y @ ¥ = yovy . Cette derniére relation s écrit aussi, puisque cos = 8y = v/c :
¥y 1 1 A 1 —a%/ 1 —veosffc soit ¥y
. =[1- = = = it =

2 (1= /)12 (1 —a?fc2)iz y(1—Bcosf)
La formule donnée dans le texte est la relation caractéristique de 1" effet Doppler-Fizeau sachant que, dans ce cas v
est 1a vitesse de la source (cf. chapitre 3).

v Yo

§7-26. Emission et absorption d'un photon par un atome et un noyau

l. Comme hr = he/dy = AE il vient :
Ao = he he _ 1240 am
T AE T eAE(eV) T AE(eV)
On en déduit :
Ag(Na) =590, 4nm et Aqg(Fe) = 0,086 nm

2. a) En raison de la faiblesse de 1’ énergie des photons émis ou absorbés devant celle des atomes et des noyaux,
les énergies de recul peuvent Etre caleulées i partir de leurs expressions newloniennes.

b) Les lois de conservation de p et £ doment, dans le cas de 1’émission :

l}=h:n+p; et £ =E+hv+E

On en déduit :
AE AE Ve —
hr=Af[1— 25 ) don wo=wm|l1- ") e =25 o _
g ( Zrnc-z) " vu( ch'z) ¥ 2mc? Ag

Pour I’ absorption, le raisonnement est analogue :

h”n=p; et hv+E& =E+E
c
me : 2 2 2 2
. _ ke N A AE
E = S = 5 on trouve  he 13.£'+2m‘:‘2 13.5'(1+?mc2
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O en résulte que :
cwm (14 BE) o PaTw_ AE | AE
Va =2 2mc? v 2m | 2md
¢) On en déduit les écarts relatifs :
A—da _ Aa—ho AL
Ao Ao Ime?

Application numérique :

5A . A _
s =4,87x 107" et [Z2 =1,35x 1077
Ao /Na Ao J Fe

3. a) D’aprés la théone cinétique des gaz, la vitesse quadratique moyenne v, est telle que :

T m? 3T 2
5L _ "™ go u.,=( “) =570m-s!
m

2 2
La formule de 1" effet Doppler-Fizeau relie AA/A & o,
AL,

v, 1239, 8
— =1 dJoi AA=A1=11 isque A = ———— = 590 nm
¢ ¢ P puisqu AE(eV)

b) Comme la masse est celle du cristal, ¢est-d-dire 1 g, et & = 14,4 keV ,ona:

A — Ay AE _og 1073 % 9 % 10
= =1,28 x 10 = — T
148 X car m 1.6 %107

A 2mé

Le décalage dii au recul du noyau est négligeable devant La largeur naturelle énergétique de la raie.

=5,6x 107 eV

57— 27. Perte d’énergie maximale d’une particule au cours d’une collision élastique

1. Calculons, dans les trois cas, pour A1, &, y1, B et p1 :
i) Pour un hélion (particule a ), d’énergie cinéique & = 5 MeV :

£ =Eq+mye =543727T = 3732 MeV y, =
: m,

=1,0013

395

1 1/2
B = (1 - F) =0,052 et py =y fimgc =1,0013 x 0,052 x 3727 = 193, | MeV -¢™!
1
ii) Pour un électron, d’ énergie cinétique &£, = 3 MeV
£ =i +mc? =3+0,511 =3,511 MeV 3, = % — 6.7
: m

1 1/2
ﬁ1=(1——) =0,989 et p1=6,87 x 0,980 x 0,511 = 3,473 MeV ¢!

"

i#i) Pour un photon, d' énergie cinétique &, = 2 MeV :

£
8 =&1=2MeV  yi=o0 fi=1 m==2MeV-c' et A
[

— = 0,621 pm
1
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2. a) Exprimons, dans le référentiel du laboratoire R | les lois de conservation de la quantité de mouvement
et de 'énergie pour cette collision élastique, sachant que I'électron cible A; est au repos dans R, -

pr=pi+p: et & +ma’ =8+ &

b) L équation reliant pic i .5';_2 s’obtient aisément i 1" aide de la relation entre énergie et quantité de mouve-
ment pour toute particule en relativité :
E—pt =md st EP—midt =p*d
On adone :
Bie = (& —mec®) (& + mec”) = Eia (i + 2mec’)
¢) Eliminons, dans les lois de conservation, les caractéristiques dynamiques de la particule incidente diffusée
Al s
(& + mec” — &)2 - —l:v;)Zn’:2 = mc'
soil :
(& — E;_z)z —pic — pz"zu:'2 + 2p1pic cos B2 = mic’
On en déduit, en simplifiant, puisque & — pic® = mic" . et en tenant compte de la relation entre py et &5 :

Eia(Erz —281) = p2"" ¢ — 2prcphc cos

ce qui §"écrit aussi :
El(Ela — 281) = E2(El 2+ 2m.c") — 2picpiceos By
Finalement, il vient :
£l A(Er + mc?) = prophecos 8
Ainsi, K qui est homogéne i une énergie, s"identifie  I'énergie de masse de 1'électron : K = m,c® = 0,511 MeV .

d) On élimine ph entre les deux relations obtenues en b) et en ¢), en élevant au carré cette derniére relation :
g:;{f.‘] +m,02)2 =p?c2c062 925;2{&2 +?ﬂi,c‘2) et &,2{3] +m,cz)z =£62C03292{££; +2m,c‘2)

Par conséquent :
2m, o pict cos” B,
(&1 +mc?)? — pledcos? B

3. a) La valeur maximale (. de la perte d'énergie subie par le projectile s’obtient aisément en faisant

cos®Hz=1:
_ mepgcz
Qo = et m2P — P2

y]
Epz =

Sion explicite p1 et £ , ontrouve :

_ 2y3pimict
Qo = m‘czm?c‘ + nct + 2y1m Cmec?

. 2(yi — )mi
so1t a = m,t:'2

On m; + me + 2yimem
Finalement :

2mecmic” (y1 + 1) 2
don K= = 0,511 MeV
m?c"+m3c"+2nm.m]c"&’] ° et '

me —

b) Btudions Ouax POUr m1 = me :

_2KmSn+l) . Kyt —Eiy = 2
Qre = 2 ch (1L 1) = md(1 4 y) 0t = b1 = (1 = Dhmec

Pour obtenir I’ approximation newtonienne, il suffit de faire y; & 1 dans 'expression précédente : Qg = mvi/2 .
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c) Dans le cas de 'hélion, my = m.

LK +1) . 2mn+1)
e e Exy = m

ce qui donne, dans I’ spproximation newtonienne :

4K dm,
Oax v = m&:,l = ”T]'fu & B

e

On voit que Qpar == gy, i

2me(y1+ 1)

. i
221 soit = —— —1=1364577
mt 1 Tm, s

cequi est énorme, mais envisageable en astrophysique. Notonsque y; = 3645, 77 correspond & v; = 0, 999999962 ¢ !
4. a) Pour un photon incident, on obtient I'expression de Onec en faisant my = 0, mais yimic™ = & ¢

2nem (y1+ 1) 2mamiy
Qe = — 1=
ny +mE + 2yimem m; + 2yimem
soit @ : p
_ Eol = k1
Qe Ltme/2yim) ' ™ 1+ mec/(2801)
Application numénque :
2
e = —————— = 1,77 MeV
Q 1+0,511/4
b) La fréquence »' du photon diffusé est telle que :
1
=hr—h' dob hv' =hr— B o | . —
Qres = ho — v v =AY Qe "[ 1+m.c2,r{zm-)]
0 vient en introduisant les longueurs d’onde :
1 1 1 h
B | . —— T
F [ 1+,1,'{2,\c)] o A= e

est 1a longuewr d’ onde Compton. On en déduit I’écart spectral :
A=A —A=2A
ce qui est I'écart maximal en longueur d’ onde dans U'effet Compton. Numériquement, on a :

¢ he 1240
j_p_£_2x1[ﬁ—0,62pm et AAd =24 =4,85pm

Motons que ce demier est indépendant de 1'énergie du photon incident.

57— 28. Fusée rapide

1. Parrapport & R, la vitesse d’ éjection w des gaz s’obtient en composant les vitesses suivant le mouvement :

—u+v —0,1+4+0,3

= = c=0206¢c
l—w/&  1-0,03

w

2. Les lois de conservation de I' énergie et de la quantité de mouvement du systéme, entre les instants voising
t et t+dt, s'écrivent respectivement

Ay M)+ ypdmed =0 et dP =d(y,Mv) + y,wdm = 0
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3. En combinant les équations précédentes, on trouve :

Yo¥dM + y Mdv + Mvdy, — wd(y,M) =0

ce qui donne, en projection selon I’axe du mouvement :
d d
yovd M + yoMdv + MY du—wyudM—Mwy’% =0 car dys, = f”?”
En effectuant, on obtient, puisque 1+ 8395 = ¥4 :

yuu(l+ﬁ?,y?,—t;—mﬁ)du+yu(w—w)du=u soit ﬁu(l— %)dv+{'a—w}dﬂd’=[}

Si on tient compte de la relation entre u, v et w il vient, en notant que v — w = (1 — ww/c?) :
2 w ndM dM yoduv dv
2 1——) Md =0 soit S0 = _ =_
”( 2 ( vt yz) "M u Wl — /&)

4, Pour établir la relation entre v, w et M, il suffit d"intégrer I équation précédente :

ﬁf=_i( dv _, dv ) donne 1n(%)=—zin[1n(1+§)+ln(1—§)]

M u\1+vje 1-uje
Or, a I'mstant imtial v = ve ¢t M = Mo :
n(Ge) =5 [n(1+2) (1= 7)]
1l vient en effectuant la différence des deux relations précédentes :
n (g) __c [,n (1+v/c)(1 —wc)}
My 2u [ (1 —v/e)(1+ va/c)
Pour w = 0, on trouve :

In (M) = |m %} - _0112 [111 %] — 3,005 d'od n’«% = exp(—3,095) = 0,045

My

5. Sionfait v <€ ¢, onretrouve ke résultat newtonien (cf. Mécanigue) :

M - M,
m(_)a_i[f_&f_ﬂ L Lk RN u_ﬂu=,.1n(_u)
H M

[ c [ [

8§7-29. Trajet d’un dectron dans un microscope entre son émission et sa détection

1. Pour exprimer le facteur relativiste ¥, i la sortie de 'anode, en fonction de V, , il suffit & exprimer la
conservation de I'énergie entre la cathode portée au potentiel —V, et I'anode connectée 4 la masse (cf. chapitre 5) :

eV, 1,5

2 2 2 _ _ _
04+ ma” +({—e)(—Va) = (¥ —1)mc” +m.c” dod '_r,—1+m‘c2 1+0—‘511 3,935

On en déduit B, et p, aisément :

14”2
ﬁ,.=(1 72) = 0,967 el pu= Yafamec =3,935x 0,967 x 0,511 x 10° = 1,945 MeV - ¢~
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2. Dans la région oil régne un champ magnétique constant B, normal 4 la direction de v, , 1a trajectoire de
I’électron est un cercle dont ke rayon de courbure R est tel que (of. chapitre 6) -
Yalhicls Po 1,945 x 10F

=evgB d'ot B=—

R R 3x10°x0,12 ~o4mT

3. a) Comme le nombre et la nature des particules changent dans ces réactions, ces deux collisions sont
inélastiques.

b) On sait que le seuil énergétique est donnée par I expression (cf. chapitre 7) :
_ {wacz)z - {Z‘_m‘_c?)z

Ers 2mac?

ce qui donne, dans la premiére réaction :

_ (mec® +mye® +0)° — (mc® +myc®)

b = Dy 2 0

On'y adonc pas de senil.
¢) Dans la seconde réaction oit la particule incidente est un photon :

Eir— (2m? +myc? P — (mpc? ) _ 2mc2 (2mc? + 2myc?) —om (147 22w
) 2mycz 2mycz iy
On en déduit 1a longueur d onde seuil selon :
he 2 . h Ac 2,426
T—Zm.c soit A—m—?— 2 = 1,213 pm
Le domaine spectral concemé est le domaine X.
Chapitre 8

58— 1. Rayon et masse volumigue de différents noyaux

Comme A = 16, le rayon et la masse volumigue du noyau d'oxygéne sont respectivement :

A Ixloxu

= 22,9x% 10" kg -m™?
B3  dmx23xlos 0% g-m

R=11x16""=28fm et p=

car lu= 1,66 x 107" kg . De méme pour le noyau de fer 56 :

A 3% 56 xu
drR 3 4w x 74,59, 77 x 105
De méme aussi pour le noyan de mercure 202 :

R=11x56""=42fm o p= 23 %x10" kg-m™°

A _ I w202 xu
AmR3 /3 4w x 269349 x 10745

R=11%20"=6,45fm et p= =3x10"kg-m™?

Les calculs donnent le méme valeur.

58— 2. Energie de liaison de différents noyaux

1. L énergie de liaison de la particule a §'éctit & = 2m,c + 2mu® —m,c , d'ob :

& 283
£ =2 x%938,2T+2 x 939,565 — 3727, 41 = 28,3 MeV et b=E‘= 3

=17,1 MeV
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2. L énergie de lizison du noyau de 3Fe s obtient de la méme fagon & = 26 mpe® + 30mac® — mec® , d'oi :

P 492
£ =26 x 938,27 4 30 x 939,565 — 52000 = 492 MeV et b= EI = 56 = 8,79 MeV

3. De méme pour le noyau d'wranium 3°U : & = 92m,c” + 146mac® —mpc®, d ol :

& _ 1800,36

£ =92 x 938,27 + 146 x 939,565 — 2216977 = 1798,5MeV et b =" a8

=7, 56 MeV

58— 3. Réactions radioactives successives

1. Les équations différentielles auxquelles satisfont I'évolution des nombres Ny, N; et N; de noyaux X,
Xz et Xz, ao cours du temps, sont :

d N, d N d N
TR Jp = Ali = AN, TR

2. La premiére équation s'intégre aisément :

dNﬁ = —A1dr donne In (%) = —Air doit Ni(r) = Cte x exp(—Ar) = N(0) exp{—Aut)
1

Injectons cette expression de N;(r) dans la deuxiéme équation différentielle. I vient :

d

d—A:z + ANz = J‘.]N{D) Cﬁp{ —J‘]I)
La solution de cette équation est la solution générale de I’ équation sans second membre, qui est Cle x exp(—Ayi) ,
i laquelle on ajoute une solution particuliére N (t) de I’ équation différentielle compléte, qui estde la forme Cte x
exp{—A;r) . Il vient, en injectant cette solution dans 1" équation différentielle :

Ay

(—A1 + A2) Qe x exp(—Aut) = A N(0) exp(—Aut) d’od Cre = 1 N(0)
22— A
Ainsi : i
Na(r) = Cte x exp(—Aat) + 1~ - V) exp(—Aur)
On trouve la valeur de la constante avec la condition initiale :
. Ay . _ A
Na0) = 0= Ce+ "L -N(0) d'od Cte = — = -N(0)
I en résulte : A
1
Na(t) = =N (0) exp(—Ais) — exp(—Aar)]
Quant i la troisiéme équation, elle donne :
dNs A1 Az
SGp = AaNa(e) = 75N () fexp(—Au) — exp(—Aar)]

En intégrant, on obtient :

Ni(r) = J‘:T;] N(0) [_C\XP{;J‘]I) + C\KP{;J\EI)] 1 Cle

Comme N: =04 r=0,il vient :

AAs 11
0= NO) |—— + —| + Cte
N — Ay “[ a]+az]+
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B Az A
Ni(t) = N{0) |1 - Frp exp(—dq ) + oA mp{—A;:)]

Les trois courbes sont représentées sur la figure 8.7. On voit que Nz est maximal pour

s 1 Az
AN = A2N: d'od I_.ai——).]ln(il.—])

En outre, les pentes de ces courbes & 'ongine valent respectivement :

58— 4. Radioactivité o du thorium

1. L' équation de désintégration §”écrit ©

Pty Sy

doit A =219 et Z=88.Lenoyau 4Y est done I'isotope 219 du radium.
2. L'énergie libérée O est reliée 4 la variation de la somme des masses par I équation :

Q=Y mc =3 mc" = mnc’ —mpac’ — mac® = 8,26 x 107 x931,5 = 7,69 MeV
i I

5i le novau de radium est dans son état fondamental, 1 énergie O est libérée sous forme d'énergie cinétique des
particules émergentes.

3. Les conservations de la quantité de mouvement et de I'énergie du systéme s’ écrivent, respectivernent :
Pi=p+ps=0 et & =8+E=md

ol la particule 1 est le noyau de thorium, la particule 2 le noyau de radium et 1a particule 3 le noyan d hélium.

0 vient, en explicitant :

1/2 /2

mic® = (pic” + mac" ) + (pic + mic)

Comme p; = ps = p, on oblient :
W +"§C-|)1,.E(chz n mic‘)”z = mic* —mid —mic® — i
soit :
N +mac )P+ mic’) = (A—2p°¢") enposant A =mic' —mic" —mic'
En effectuant et en simplifiant, il vient :

22 _ A? — mic*micd _ [mic* — (mec® 4+ ms® V) [mic® — (m2c® —msc® )
P dmich dmich

soit @

ch; _ {m]i:‘2 +mac® +J'1"is|:'2){l'1"ilcz—l'l'izc2 —msc‘z){m]cz—mzcz +m3c‘2){m16‘2 +mzc‘2—m3c‘z)
B 4mich

cequi donne pe = 237,487 MeV . On en déduit :

=1,16 x 1073

g P 237,487
Pava = (v2 —1) mac? 219, 01002 % 931, 5
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237,487
= e Feo . SILE g 637
Bays = (i —1) ma | 4,00260 x 931,5
Adnsi :
1 1/2
yo=1+1,346 x 107° ,82=(1—F) = 1,160 x 1073
2
et
2 1y
3= 1,00406 s=[(1—- = = 0,0635
Y %
3

Quant aux énergies cmétiques, elles valent respectivement :
Erz=(y2 — U)mac® = 0,114 MeV et &3 = (73 — Umac” =7,45 MeV
4. L approximation newtomenne se justifie, car I'énergie cinétique des particules émergentes est faible devant
I'énergie de masse. Dans ce cadre, ona :
Patps=0 et mac +Exz+mc + Exs = mic

ce qui donne :
b2+ 8z =mc —mc® —mc =0 et ;%2+2%3 =0

On en déduit, puisque p: = ps =p :
p= (2u@)'"?
oll g = myms/(mz+ ms) est la masse réduite des particules émergentes. Ainsi :
2p0)"* _ (?-'ﬂsQ.r'mz)m ot wy o HONT (m@fms)m

mz mz + ms ms mz + ms

ta t—
Quant aux énergies cinétiques, elles s’ écnivent, respectivement :
2
P no ms ro_ng mz
= = = et Eps = = =

Ena 2my oy mz+ms 2 B my  oms omatoms
MNumérniquement, on trouve :
w 3,49 x 10° =3 w o 1,91x 107

=2 =1,163 x 10 =8=2 = 0,064
¢ 3Ax 108 B= = 30

Erz = 0,136 MeV et £z = 7,554 MeV

On voit que I’ analyse newtonienne donne des résultats satisfaisants.

B =

58— 5. Radioactivité 8~ d'un noyaud’argent 108

L. L équation de cette réaction nucléaine est @
.]émAg X +e
On en déduit pour e noyau X : A = 108 et Z = 48 ; c'est done le noyau de cadmium 108, j5°Ag .

2. En tragant le graphe donnant InA en fonction du temps (Fig. $8.1), on obtient une droite dont la pente,
changée de signe, donne la constante radioactive :

0,693

A=030min~" dob Ty =

=231 min soit Typ=139s

3. On trouve le nombre de noyaux initalement présents dans 1’échantillon comme suit :

_ Ao ATy exp(B9) x 139

N = = = = = 17851
©) A 0,693 0,693
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jIn A

—

-

1 2 3 4 t(min)

Fic. 88.1.

58— 6. Accident nuckéaire de Tchernobyl

1. L équation-bilan de radivactivité s écrit :
Sl —=X+e +7
Par conséquent, le noyau X est caractérisé par A = 131 et Z = 54 ; ¢’est du xénon 13'Xe .
2. La constante radioactive de I'iode 131 s’obtient aisément :
_ 0,693

2= 105!
Ty

A
Un organisme, qui a absorbé de I'iode 131, ne contiendra plus que le centidme de 1a quantité initiale au bout de la
durée At telle que :

_ N
T )

In 100

N(Ar) = N(0)exp(—Adr) doi Ar= — = 4,6 % 10° s = 53,3 jours

58— 7. Mesure approchée d'une constante radioactive
L. Calculons I'intégrale, en posant x = Ar :
'r=.rl/ t exp(—Ar) dt = lf At exp(—Ar) d(Ar) = lf xexp(—x)dx
L} A L} A L}
En intégrant par parties, on trouve :
r= el - L [T —exp(nar= b -exp(—a)i = |
A © A A °© T
2. Expénmentalement, la durée précédente T peut étre approchée en effectuant la moyenne discréte suivante :
Td

1 1
Ta= 9t exp(—Ak) = % S Nty doilondéduit Az —

Comme la sommation discréte donne une valeur nféreure 4 la sommation continue (Fig. $8.2), 14 < 7. Par
conséquent, 1a valeur calculée est plus grande que A

1 1
Ta< — doll Ay=— =4
A Td
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texp (—hb)

-

Fic. 88.2.

58— 8. Influence de 1"élimination métabolique de I'iode radioactif

1. Effectuons le bilan du nombre de noyaux radicactifs pendant une durée élémentaire dr :
dN = —Agdrt — Audr soit dN = —dgdr avee Ay =Ag+ Am

Par conséquent :

1 Ag Ag A 111
— = = g —=—4+ —
T, 0,693 0,693 0,693 T, T; Ta

Ainsi, Tor estinférieur 4 la plus petite des demi-vies Tp et T .
2. Dans le cas du noyau d'iode 131 ¢

_ TgT. _ 8,1x180
T Tp+T. B, 1+180

Au bout de trois mois (90 jours), les nombres de novaux d'iode prévus dans les deux cas sont respectivement :

Ty

=T7,75 jours

Ng(90) = N(0) exp(—9045) et Ny (90) = N(0)exp(—904y)

Nor(90) 90 x 0,693
= —90A,) = — = 0,707
Ny(90) ~ OP(7I0m) = xp ( 180

don:

58— 9. Radioactivité des éléments transuraniens

1. L' équation de la réaction nucléaire §'éerit :
SCm+X — JiNo+dn
On en déduit pour le noyau X A = 12 et Z = 6 ; les projectiles sont done des noyaux de carbone 12
2. La durée an bout de laquelle 99 % des noyaux initialement présents ont disparu est telle que :

N(O i In1000 T
N{:)=£=N{U)mp{—m) dou 1= =06’;Z3

% 6,907 = 27,95

3. L'é&quation de réaction de la désintégration 8~ de gf,‘sEs et celle de la désintégration o de :]’f,;NG
s’ écrivent, respectivement :
WE — Y +e +7 et 3No — X +a
On en déduit A = 255 pour le noyau de fermium et Z = 102 pour le noyau de nobium.

58— 10. Datation d'une roche

Le rapport du nombre de noyaux d’uranium 238 sur le nombre de noyaux de plomb §’éerit :
Ny N(0)exp(—Aur)

"= New ~ N(0) - N(©) exp(—Aut)
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d’on

P SN § 1y _ T 1
mp{;\ur}l—1+r et r—Auln(l+r)—0.6931n(l+r)

Comme r= 1,5, 'ige de laroche est r = 3,3 Gan (milliards d’ années).

58— 11. Pouvoir d'arrét des matériaux pour des particules chargées rapides

L. 81 Z estle nombre d'électrons par atomes et na le nombre d’atomes par unité de volume, on a:

Ni _ Nap

=nmZ avec n.= =
Me = Na vee n Ma/p ~ Ma

2. D’aprés la formule générale donnant la perte d’énergie @ en fonction de 8% (cf. chapitre 7) :
2 *
_ ?mzz( i—1) mac® sin® [ 0
m +m3 + 2yimimz 2
y1 étant le facteur relativiste associé au mouvement de la particule incidente. 11 vient, 51 my = my elomy =m,

Ore = 2y — 1) md? = 2(yi — m.c o 200 Umc
" mE + i + 2y mym, (L mefmp)® + (y1 = ymefmp 1 42(y — Ljme/my,

En revanche si my = m, et mz = m, ,alors :

y-1

Tﬁmcz=(?1—l)m.cz

Oz =

Done (Qmmt)c = {Tl - 1)m,c2j2 :
3. Pour des protons :

( d.f)y_?fr_q:f& z [ln{2fﬁ;m.c2)z —2,92] e Ny Z h2(y2—1)m¢c2_ﬁ2]

Tdx ), md ,SQPE ~ aomc EPE I
avec : 2mgiNa [ (mac®) = 0, 1536 MeV -em® .
Pour des électrons @

dé 2rgf Ny Z [ (y—1)(y* — Damic®
(4, o 0205 ]

4. Dans le cas de U'aluminium, pZ/Mu = 1,3 cm™ . On constate que ke minimum du pouveir d’arrét a lieu
pour B =10,95 (cf. Tab. S8.1).

B 0.5 0.7 0.9 0,95 0975 0,995
B? 025 0,49 0,81 0,90 0,95 0,99
2 1,333 1,961 5,263 10 20 100

(~d&/dx), (MeV-cm™') | 11813 6,694 4,626 4455 4514 4,981
(—d&/dx). (MeV-cm ') | 9996 584 4,172 4,058 4142 46

TaB. S8.1.
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58— 12. Effet Cerenkov
1. La vitesse v de I'électron étant supérieure i la vitesse de propagation de la lumiére dans ce milieu, ona:

c . c —1
—  soit - =
tr}" H}-U B

2. On en déduit :
1 1 . n s . E n
. . ﬁz—l—?}"—z so1t T}m ¢ est-d-dire 1+m,cz}{ﬂ—l)]ﬂ
ar conséquent ¢
£ > mc’ [m - 1} = (E)m = 0,26 MeV

58— 13. Seuil énergétique de réactions nucléaires

1. a) Le seuil énergétique de 1a réaction a pour expression, avec des notations habituelles (cf. chapitre T) :
g - Eme) = (Smdy
2mac?
Cette énergie cinétique est nulle si 3, mec” = 3, mic” , ¢"est-i-dire si la collision est élastique.
b) On peut sisément faire apparaitre le défaut de la somme des masses. En effet :

£ {mef"z + Z.—mmz)(Zfﬂ?cg - Z.—mmp _ Zf"?"z + Z.—mnﬂ?
£ = Dmac? --¢ 2myc?

ce qui implique que @ = pc® < 0.

¢) Dans I'approximation des faibles vitesses des particules devant ¢, les énergies cinétiques sont négligeables
devant les énergies de masse. La conservation de 1 énergie implique done approximativement celle de la somme des
énergies de masse :

mic &+ myc”
;”“szdzmwz d'od ﬁﬁ—zQZQ:mTc? =—0™ mc:": =—0(1+a) avec a= —

L

d) Si la particule As était produite dans un état excité, avec un écart énergétique par rapport & 1'état fonda-
mental égal & AE | on aurait une expression analogue de £] dans laquelle O serait remplacé par Q' de telle sorte
que :

O = (mc® + mac®) — (mic® 4+ myc®) = (mc® +mac®) — (mad® +mye®) + mac® —mie® = 0 — AE
0 vient donc :

&' = (0 - A£)(1 +a)
2. a) La réaction suivante transformant un noyau de magnésium en un noyau d’aluminium :
a+i3Mg — [Al+p
satisfait aux régles de conservation de la charge, du nombre de baryons et du nombre d'étrangeté. En effet, on a,
pour le nombre de charges éémentaires et le nombre de baryons, respectivement :
126 +2e=¢+13¢ et 2444=1+427

Enfin, les nombres d’ étrangeté sont nuls dans chaque membre de la réaction.
b) Caleulons @ et le seuil énergétique de la réaction, lorsque I"aluminium est dans 1" état fondamental :

Q=3 mc - mc’ =(22341,343727,27) — (25132, 44 + 938,27) = 2,14 MeV
i f

3727,27

& =214 (1 1333413

)=2,4TM.:‘V
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¢) Lorsque Ialuminiuom est dans un éat excité, tel que = = 2, 21 MeV , on obtient :

3727,27

7 13
0 =Q0—c=-214-2721=—435MeV et 'E*_MS(HWIJ

)aSl\'lc\I’

3. a) Dans la réaction suivante y + nucléon — 7" 4 nucléon , le seuil énergétique du photon £} |, lorsque le
nucléon cible est au repos dans le référentiel du laboratoire, a pour expression :

o (mwe® +mac®)? — myc'  mec (Gt + mac”) mac” \
&= D2 = frows = mgc’ 1+2mwoz = 144, 7 MeV
On en déduit : 123
A= = 8,56 fm
Ef( eV)

b) La quantité de mouvement des nucléons se déduit aisément de leur énergie cinétique selon la relation :
e = (& —miyc®)'7? = (En — myc)' P (Ex + my?)'
= EwlEin +2mpc®) 2 = 2072(20 4 2 x 939)'2 = 194,83 MeV ¢!

¢) Lesnucléons-cibles éant en mouvement i Iintérieur des noyaux, avec une énergie cinétique &__N = 20MeV ,
le seuil énergétique est tel que :

(& +En)" = (0, — )7 = O myc”)’
f
Cette équation differe de celle connue seulement par la présence de p, . On obtient, en développant et en simpli-

fiant : 5
(5myet) — miet
2(Ey —my - poe)

2
miyc’ +261Ex —2p; Py = | D my? et £ =
f
m étant le vecteur unitaire défind par p, . Il en résulte :
(22, mpe®)? — miyc’

=——_————— enposant K= Ewn—m-pc=En—pnaC

! 2(muc? + K)

Ainsi : ) s
. (Symd ) —mic® &,
2mpc? (1 + K/myc®) 14 K /myc?
£, éant le seuil énergétique du photon pour un nuckéon au repos.
d) Caleulons le seuil énergétique du photon, dans les deux cas envisagés.

i) La cible se rapproche du photon incident (py . = —pwe)

K = Exn —prse = Exw + pre = 20 4 194,83 = 204,83 MeV

don:
& 144,7
T 1+ K/macd T 14 204,83/939

ii) La cible s” éloigne du photon incident (pu . = pnc)

& = 117,7 MeV

K= En—pnsc = En—pyc=20— 194,83 = —174,83 MeV

ce qui donne :
£l 144,7

&= -
VT T E/med T 1— 174,83/939

= 177,8 MeV
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58— 14. Fission de I"uranium 235 en noyaux de krypton et de baryum
1. En raison des lois de conservation du nombre de protons et du nombre de nucléons, on doit avoir :
Z=92-36=56 et a=(235+41)— (90+142) =4

2. Au cours d'une réaction de fission, la somme des masses des particules n'est pas conservée. L'énergie
libérée est :

0= ZE&; - ZE&; — Z mic® — Zm;cz = (muc® + mac®) — (Mt + maac® + dmac’)
i f i f
d’ob :
0 = myc” — mic” —mpac” — Imac” =0, 18185¢° u= 169,39 MeV
3. L' énergie libérée par 1 kg d’uranium 235 vaut, en joule :

185 % 10° % 1,6 x 107"

=175,8% 10"%1]
235043015 x Lggx 1027 0%

0=

On en déduit 1a durée nécessaire pour consommer cette masse d’uranium :

75,8 x 10"
=g=w =15,6x 10"s soit Ar= 1,75 jour

4. Comme le nombre de nuckéons est inchangé, les désintégrations matérielles sont de type S . Le bilan des
réactions est done :
a0, 90 —
wKr —g Zr + de

S8- 15. Energétique de la fission de 1’uranium 235 en noyaux de molybdéne et de lanthane

1. Les nombres x1 et xz satisfont aux lois de conservation du nombre de nucléons et du nombre de charges
Elémentaires :
3+ 1=95+1394+x et 924+0=4245T7—1x2
dolt x; =2 et x; = 7.Les photons observés proviennent de la désexcitation des noyaux ; le domaine spectral est
celui du rayonnement y .
2. L'énergie cinétique du neutron projectile, ¢n équilibre thermique 4 580 K, s'obtient aisément selon
(cf. Thermodynamigue) -

3 3
&=§kaT=2k$ % 580 = 75 meV

3. a) La conservation de I'énergie i laquelle doit satisfaire la réaction précédente, donne, sil’ énergie cinétique
du neutron-projectile est négligeable, si le noyau-cible d’uranium 235 est libre et immobile, enfin si I'énergie de
lizison des électrons est négligeable devant leur énergie de masse :

moc® +mac” = Muoc® + Miac® +2mac’ + Tmc® + 3 Eis
I
drob :
Z‘E"f =Zm,—c'2—2mfc2 = myc® + mut — My — My, &8 — 2m,c® — Tmoc®
f i f
Le calcul donne, puisque myc® = 931, 5 MeV :

E&;=931,5(235,u49+ 1,0087 — w94, 905 8 — 138,9064 — 2 x 1,0087 — 7 x 5,49 x lu“} = 207,724 5 MeV
-
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b) Par fission d'un kilogramme d’uranium 235, 1’énergie libérée, sous forme cinétique, vaut, en térajoule par
kilogramme :
Y s 207,7245
My 235,049 x 931,5/c2
Cette valeur est considérable, d’ on intérét énergétique des centrales nucléaires. Cette énergie cinétique provogue la
vaporisation de 1" eau et la rotation d’un alternateur par la vapeur produite. Finalement, 1'énergie cinétique produite
est transformée en puissance électrigque.

=85,4TI kg’

58— 16. Spectre énergétique des neutrons rapides

La valeur moyenne de I"énergie cinétique de fission a pour expression :
1 e oo
(&) = —f fine d&, avec N=f ne d&;
N o L
Ces deux intégrales s’écrivent, respectivement, en posant x = Ex/b :

ab”zf 2 exp(—x)dx e ab’ﬂ/ P exp(—x)dx
o

(1]

Pour comparer ces deux mtégrales, il suffit de noter que :
f x’ﬂcxp{—x)dx={—x""2cxp{—x)}m+§f xl"'zcxp{—x)dx=3—if X% exp(—x) dx
] o 2Jq 2 )4

On en déduit : ”
(&) = 7= 1,995 MeV

Comme mnc® = 938 MeV, ce qui est trés supéricur 3 (&) , les neutrons de fission peuvent étre considérés
newtoniens.

58— 17. Ralentissement de neutrons rapides par diffusion élastique

1. La diffusion étant isotrope dans R™, la valeur moyenne & ensemble de 1'énergie cinétique £ du neutron,
aprés collision, a pour expression (cf . chapitre 8) :

1+A*+24cos 0" d} 2 1+ A* + 2Acos8" . o
E/ tA S il tA T+ sing” dg

(14+A4)° 4w Aw (1+ay

On effectue, en posant :
u=1+A2+?Ac0§9' dot du= —24sing" dg”

I vient alors :

, £ £ . £ , ,
{£}=—mfﬂdﬂ=—m{ﬂz}u =m{{1 +AP —(1-A)}

En simplifiant, on trouve :

, 14+ A
0= ap
Analysons la variation de {£') avec A :
d(€) _ (1+A7 x24 —2(1 +A7)(1 + 4) (1+A4) x 24 —2(1 +A%) 2(A—1)
dA ~ (1 + A €= (1+Ay E=lsapt>0

Ainsi (€'} est d’ autant plus faible et le ralentissement plus grand que A est faible, d” ot I’ intérét des modérateurs
i faible nombre de masse.
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2. a) A I'aide du diagramme sur les quantités de mouvement, dans une collision élastique, en mécanique
newtonienne (cf. chapitre 8 et Mécanigue), on peut voir que 'angle #; de diffusion des neutrons est donné par
l'expression :

povg cos 8%+ gy fA soit cosfy — 1 +Acos@
[14217 + p20} JAT 1 2(u0} [A) cos 8°] 172 (1 +A% + 24cosd"
en divisant hant et bas par g fA, = mamu/(ma + mn) éant la masse réduite. On trouve done & = 2.
b) Le calcul de la valeur moyenne d’ensemble de cos#, est conduit comme celui de 1'énergie £'.Ona:

cos fly =

{cos 8;) = fccsﬂldﬂ = lf 14 Acoed sing~ dg"
dr 2 Jy (1 +A 24 cos 6%)1/2
O vient, en introduisant, comme précédemment la vanable w :
1 [1+@—1-4%)/2 L futl—a? B . &
{cm91}=—af,—;z =_ﬁf i / + uti? du
ce qui donne, en effectuant :
(eos) = — 1222 po 4 Ve = — L 2o P - 2 s e — )
B4 |3 4 |3 3
Finalement : 2 m
cos ) = —— = —
{ i) 34 3mw

Ainsi, dans le référentiel du laboratorre, la diffusion est anisotrope, alors gqu'elle wotrope dans le référentiel du
centre de masse ( {cos#”) = 0). Cette anisotropie est faible lorsque A est grand et fore pour A faible.

3. a) La densité de probabilité p;(£') du gain en léthargie est telle que :

ans aa sing" dg*
g O &)= |d£;

APy =po(Ed & = iF
k

1
T2

Comme d£] = —2Asinf* d6°£, /(A + 1)2, on en déduit :

(A+1)7 _ 1 _ 1 _fA-1
g T RAJATIRE T (T—wE& M “‘(A+1)

b) Le gain moyen en léthargie par collision, {g) , s’obtient selon :

£ ;
= [ neeaci=— [ () as
car les valeurs extrémes de £ sont af et £ 1 vient done, en introduisant le rapport x = £;/Ek :

{g}=—l_1ﬂf¢]ln.xdx=—ﬁ [{xln.x}l—f:dx]

ce qui donne en effectuant :

pu(Ep) =

l—a+oha
{g} = — =1+ 1 — ]n o
¢) Le nombre moyen de collisions nécessaires pour que 1'énergie cmétiquc d'un newtron passe de 2 MeV 4
1 eV, lorsque le modérateur est constitué de noyaux d’hydrogéne, vaut :

L

{mer) = i =2 x10°) (gu) =1 etdonc (ny)=14,5
i
Pour un modérateur constitué de noyaux d’ uranium 238, on trouve :
L P 0,967
=— avee L=1In(2x10% et =1 2 In 0,967 = 0,0166
i =~y ™ ol ) lev) =14 173 067

Dans ce cas, {ny) = 869,6 . Ainsi, I'hydrogéne est un excellent modérateur contrairement i 1"uranium 238,
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58— 18. Ralentissement de neutrons rapides par diffusion inélastigue
1. Le seuil énergétique du neutron incident est donnée par 1"expression bien connue (cf. chapitre 7) :

_ O5me) = (Emic®)’ _ (mae® 4+ my ) — (mac® + myc?)?

Ehe 2mpc? 2y c?

ce qui donne, en effectuant :

Eiu=

mitc — miet + 2m it —my) (e = mec) gty ) L, mé
2mpc? = e = {mye” — mye®) l+m

Le seuil énergétique des neutrons, dans la diffusion inélastique considérée, est done supérieure i I' écart énergétique
entre le niveau excité du noyau et son niveau fondamental.

2. Seuls les neutrons d'énergie cinétique supéricure a 3, 09 MeV peuvent exciter e novau. Il en résulte que
1a probahilité pour que cette diffusion inélastique de neutrons, d'énergie maximale 3, 1 MeV , se produise est trés
faible. La longueur d’onde du rayonnement émis,  la suite de la désexcitation du noyau, se déduit aisément selon :

)= 1239 1239
TOAE(eV) 3,00 x 108

A{ nm =401 x 10 %nm  soit A =0,4pm

Le domaine spectral est évidemment celui des rayons gamma.

58— 19. Fusion nucléaire dans le Soleil

1. En tenant des lois de conservation, les nucléides i identifier sont respectivement le deutérium ?H et
I'hélium 3 He.

2. Le taux de défaut de la somme des masses des particules par seconde, associde au rayonnement du Soleil,

vaut :
P 3,9x10%

= =TT =433 107 kg s
A=2= gy — 4P x10kes

3. La variation de la somme des énergies de masse est :
—,HCZ = Zm,rcz - Z mic” = mac” +me — moc
f i
avee Eicr = 17 mpe” +20muc” —meic” et Eiar = 18mpc” 419 muc” — ma,c” . Par conséquent, 1' énergie de liaison
de la réaction est :

b= mecz —Z:J'J"l.-.':2 = 18mpc” + 19mac” — Eipr + mei® — 1T mpc” — 20mac” + Erer
T -

soit :
&= m_nCz — m,e® +m. + Ea— Eiar
En effectuant, on trouve pour £ et pour I’ énergie hibérée Q -

E=3 mc =) mc® =-70kV dot 0=T0keV
F i

Une telle réaction est endoénergétique.
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58— 20. Formation de carbone dans les éloiles

1. On obtient I énergie de liaison du noyau de carbone selon :

Ei=(A—Z)mc +Zmpc” —mec” avee mect =12 x 931,5 — 6 x 0,511 = 11174, 934 MeV
car ¢’est atome de carbone 12, et non le noyau, qui définit 1" unité de masse atomique. On en déduit :

£ = (6% 1,008665+ 6 x 1,007277) x 931,5 — 11174,934 = 92, 166 MeV

Par nucléon, I'énergie de liason du carbone 12 vaut done : be = £/12 = 7,68 MeV .

2. La réaction de fusion de noyaux d’hélium en un noyau de carbone 12 " écnt :

3iHe —£ C

L'énergie de liaison de cette réaction de fusion de noyaux est :

E1=3 Aibi— Y Asby =3 x 4 X by — 12 x bc = 84, 84 — 92,166 = —7,326 MeV
i r

La réaction est exoénergétique puisque I'énergie qu’elle libére est positive : 0 = —& = 7,326 MeV .

Chapitre 9

59— 1. Transformation de la densité volumigue de charge et de courant

1. Le quadrivecteur {y, yP} s'identifie & 4-p/(mc) . Comme mc est uninvarant et que la pseudo-norme de
d4-p est me, ¢’est un quadrivecteur de pseudo-norme 1 :

2 2 2
Y -yB =y(1-g)=1
2. D’aprés la conservation de la charge, on a: n,d ' = nj,d ', d @ et d ' désignant les volumes
élémentaires dans R et R’ . Larelation entre d " et d " & obtient 4 partir des équations :

Ay d iy

d et di =

d {"a étmnt le volume propre, ¥ et ¥ les facteurs relativistes associés respectivement aux vitesses v et v’ . Ilen
résulte

n di ! u —
H:‘ = ai” =T_;, =T-r“_.lg¢.lgx) avec f, = c et T'r=“_ﬁz) ah
3. Rappelons les expressions de 4-J dans R etdans R' : pc = nuge, J=pv, pe=nyge, J = p'v'.
Comme g est invariant, il vient :

'

= b o o= pr1-pepl)
D’ autre part, en utilisant la transformation des vitesses, on cbtient pour le courant volumique :
o= p'vl = pyelt = i) b ¢ = vl — epe)
Iy =p'vy = py.(l - B.B.) ﬁ c=pfyc=1J,
L= = oy (1= BB f‘}m) c=pPc=1

Ainsi {pc,J} se transforme bien comme un quadrivecteur.
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59- 2. Transformation des forces et transformation des champs
1. Rappelons les formules de transformation des forces :
yF-vjc=vy. (YF -Vijc+ BA¥F)  yF.=v.(YF+By¥ -vjc) yF,=yF,  yF.=yF
2. Comparons les expressions de la force de Lorentz dans R et R, pour une particule chargée au repos
dans T . Dans ce référentiel 72, F = gE s'explicite selon :
Fo=qE  F,=qE  F =g4E
Dans R, F' = g(E"+ v' x B") avec:

R S S S
Rl ey Rl A (e =) Bkl ey Qe

=0
Ainsi :
F=gg F-qB+vB) F=oE—u5)
Comme ¥y =1, 15 = —u et ¥ = y., les formules de transformation des forces se réduisent  :
Fo= e (T-Fi —ﬁfw-‘i) =F F=yF F.=vF
O en résulte :
E.=E E, = y.(E + B.Bic) E. =y.(E.— B.Bx)

3. Les deux demidres équations permettent d’ écrire les formules réciprogues suivantes :

E, = ¥e(Ey — BeBic) E. = ¥e(E: + BeBye)
amnsi que les équations :
veEy = ¥:(E; + B.Bc) YeE: = ¥Z(E. — BeByc)
O en résulte, en éliminant y E, et y.E; :
E;- = —7.BBc+ v {E; + BBc) E, =y.B.Byc+ TE{E: - .IB!B;C)

On en déduit respectivement, puisque ¥2 — 1 = y282 : Buc = ye(Bic + B.E;) ¢t Byc = y{Bjc — BE.).
Afin d’obtenir la transformation de la premiére composante du champ magnétique, considérons une particule

se déplagant le long de I'axe Oy avec la vitesse v par rapport & R . Explicitons la composante suivant Oz de la
force qui s’exerce sur la particule dans R :

F=glE+vxB) dome F;=gqglE;:— BB«)
Dans R’ cette force a pour expression F' = g(E' + v x B') , avec:

P =V . Ty _ v . i =0
T — v f 2 e Y yell — veve/) ye “ % Yell — vt/ c2)
Ainsi : -
R B
0 en résulte :
¥(E. — BB.c) = ¥ (E; - 'UrB;- - ﬁ:ic) soit  E; — BB.c =y (E: _t‘rﬂ; - ﬁ,fic)

puisque ¥'c = ye(yc — Beyvs) = ye¥e . On en déduit, en utilisant la relation E; = y(E, — v.By) :
E. — BB = y.(E, _'U!B;-) — BBc et B, =B,
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59— 3. Invariance des équations de Maxwell en relativité

1. Dans R’ ,1’équation traduisant la loi d’induction électromagnétique donne :

OF, 0B, OB, . O _OE OB, . 05 oK
&y a7 ar a7 ax ' ar ax'

a a
Ve (% + ﬁ:a)

2. D’aprés la transformation de Lorentz-Poincaré, on a :

0 _ (o da 9 ox)_
det' ~ \ Bt~ B 8x T Bt

Solutions des exercices

9B _,

o __ (B, & 0 Ga\__ (9 o9
aw - e e ta o)™ "\ TPoa

En outre on a, évidemment : —8/8y' = —8/8y et —0/87 = —0/8z . Par conséquent :

8 T\ Vi
E,

: aE, E a8, o,
Bz 7(ax+&3:)+7(ﬁ_”‘ax =0
. (3.5; 4 35;) om (33' 33’) .

ax & o ay & o

JE,  BE, (33; . 33;) o

En ordomnant les deux demiéres équations et en les comparant aux équations analogues dans R, qui sont :

OE. O 0B, . . OFE O 0B

oz " ax T ar o tar =0

on frouve :
E;=FE  E=v.(E +pcB) E:.=v.(E,— B«B);)
By = ye(cBy, — BE;)  cB: = ye(cB, — B.E))

3. Afin d" obtenir la transformation de la composante B, , remplagons, dans 1 équation scalaire suivante, rela-

tive & la coordonnée x de R :
OE, OE, + OB,

dy Oz ot
E;, E, parleurs cxpnssions et 8/8t par y.(8/8t — v.8/8x") . 1 vient :

=0

[T-(E;' B<B))] - 5. D (yelE + BecBl)] + ¥ (ﬁ — g

OB, BB.) =0

soit :
oB, _ _oE. OF, ob. _ (0B OB, 0B
ar ~ Tay Tar  ar "Nar Tay T ar

En identifiant, on trouve, puisque div'B’ = 0 :

OB, _ 8B: _  #B:—B,) . a ., 8 _
= v, soit (31:!’ B. 31‘) (B,—B)=0

ar ar

On en déduit que B: — B, = Cle = 0 car ces composantes doivent §* annuler i Uinfini, ol I’ égalité B. = B; .

59- 4. Transformation des potentiels créés par un fil rectiligne

1. a) Les composantes du quadrivecteur courant volumigue 4-J_ associé aux électrons, dans R, sont :

poc=—135% 10" x 3% 10° = —40,5x 10" A-m~?

pot=—13,5%10"x 0,75 % 1077 = 10,125 x 10° A-m™ soit — 10,125 A-mm™
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Les formules de transformation entre R et R’ donnent :
Cp'— = yelep— — Bep—u) = yeep_(1 — B.B) ot “rp'— = Yelup— — Becp_) = yecp— (B — Be)

avec fe = vefc et ye = (1— g2)7YV2,
b) Celles du quadrivecteur courant volumique (4-J4) associé aux ions, dans R, sont :

cpyr=135x10" x3x10°=40,5x 10" A-m™? et wpy =0
Les formules de transformation entre 7 et R’ donnent, dans ce cas :
cply = yecps et W py = —yePepic
¢) On en déduit le quadrivecteur totale 4-J = (4-J_) + (4-J4) , de composantes dans R :
(p—+psle=0 et Jo=up_
Dans R, on trouve par transformation p'c = (p_ + pl e = y.c(l — B.B)p— + yecps ,suit:
p'c =y BcPp— = yePeup= — 1,67 x 0,8 % 10,125 x 10° = 13,53 x 10°A - m 2

et
Jo=u'p_ +u'py = yec(B — Pe)p— — YePecp+ = yecPp— = yeJx
Ainsi, dans R, le fil n’est pas neutre puisque sa charge p' n’est pas nulle, d’oil existence dans R’ d’un potentiel
Electrique d’expression :
1
2meo

V=

c 2men «©

' I YePeds _ YelBel _ Lyl £ _ Eygﬁgf £
A'lnR+ Cte  avec A—ps——c =— —]n(Ru)_Zfr—c ln(Ru)

en remplagant £opoc” par 1.
2. a) Le quadripotentiel 4-4 se réduit dans R 4 sa composante magnétique (cf. Electromagnétisme) :

Vv Mo o R
;—U et Ax__2_fr”nR+th__E”n(R_u) avec I =Jus=—p_us

si 1'origine est prise & R = Ko .

b) On en déduit le quadripotentiel 4-A" dans R’ par simple application des formules de transformation :

v _ vV _ _ Mo £
— =7 (; —ﬁgﬁl) = —YePeAs = 'r.ﬁ.zﬂ_ Iln (Ru)

[

' 1% R
A=y, (A( - ﬁ.;) = yehi = —y,z% Iln (R_u)

Notons que I'on retrouve ainsi le potentiel V' créé par la distribution de charge non nulle dans R’ .
S9- 5. Variation de 1’angle entre les champs électrigue et magnétique
1. D aprés les formules de transformation des champs, on a, pour les composantes selon ]’ axe du mouvement :
E.=E=0 B.=EB=0
Quant aux composantes transversales relatives au champ électrique, elles 8™ écrivent :

Ey = ye(E, + BeBic) = yeEo  E:=ye(EL — BeByc) = —yefeEo
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et, pour le champ magnétique :
Byc = ye(Bjc — B.E) = yEs  Buc = ye(Bic + B.E,) = yeEope
2. Pour que les champs E et B dans R fassent un angle de o , il faut que 'on ait :
E,B, +EB; YE1-B) B = (1 —.:om)‘”
EB

soit cos@ = L2t
1 +cosa

vE (1 + B)

Cos o =

En effectuant, on trouve, puisque cosa = 1/2 :

142
_(2-1/2 — 0 &Y =
ﬁ,_(2+m) =0,67 =0,77

3. Le domaine de variation de @ est défini par la double inégalité :
1 —cos

(74 . m
Ugmfl ce qui donne Us;n-{E

59— 6. Invariants du champ électromagnétigue

1. Les invariants du champ électromagnétique E, B sont E - Be et E° — B*¢". Le caréde F est aussi un
invariant, puisque :
F = (E+iBc)’ =E — B¢ +2iE-Be
2. Calculons la valeur des deux invariants E - Be et E* — B*¢® :
§=E Bc=EBccosf = 5 x 10° x 0,01 x 3 x 10° xcm(%) — 13 % 102 81
et N2 = E? — B** = 16 x 10" SI. On en déduit E'B'ccost’ = § et E? — B¢ = N, d'oi :

r2

, _ .8
Be=(E" =N =4,47%x10° V.m™' et cost' = ——— = 0,485
[

ER
Ainsi, I'angle que font entre eux les champs électrique et magnétique dans R vaut 617 .

3. Comme S # 0, il n'existe pas de référentiel dans lequel le champ électromagnétique précédent se réduise
4 un champ électrique seul ou 4 un champ magnétique seul.

4, Dans le référentiel R™ dans lequel les champs E” et B”c sont paralléles, on a :
Ky

E'B'c=5 et E"-B"I=N dou E"- . =N
On cbtient E” , en résolvant I'équation du deuxidme degré en X = E'* suivante :
N2 + (N + 452)1/2
X' —N*X — 58 =0 de solution physique X = N+ (W +45) 7 =123,12 x 10% SI

2
On trouve done E” = 4,82 x 10°V-m™ et B'c= §/E" = 2,695 x 10F V-m™'.

859-17. Force d’interaction entre un électron et un fil chargé positivement
1. Le champ électromagnétique ( E', B') que produit dans R’ la distribution linfique de charge se réduit

4 un champ électrostatique E' . On calcule de demier en appliquant le théoréme de Gauss i une surface fermée
cylindrigue centrée sur le fil. D" aprés les symétries (cf. Electromagnétisme), le champ est radial, d’oi :

21;15Lr1r:;=“'I et E;=( ! )2ﬂ=1.8x1(}7v-m-1

L
g dgqey )] D

1 est facile d’en déduire la force :
1 2 _
F'=—( )ﬂe; dod F =eE =28 x 107N

dmrsg
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2. On obtient le champ électromagnétique dans 7 4 1'aide des formules de transformation des champs :

' ' ' 1 2y, ,
E=E=0  E=y(B+BE)=yE= 2~ E. = y(E, — BBjc) = 0
et:
B.=B=0 B,.C=T,{B;.C—ﬁ,£;)=0
' r 1 Zy.B. ePIVe
B:xc = T-r{BzCJFﬁ:E;) = T‘ﬁEEy = dmey Tg o = %%
Ainsi :

dmeog D 4o 2D
La force qui s exerce sur I’électron dans T est:

E— 1 2}'.,0:&? ot B=,u.u2'yfpnr.

; —¢E' F'

F=—e(E+vxB)= —¢(yE & + Bt x Bee,) = —eE'y.(l — f2) e, = : &=

Ce résultat est bien en accord avec la formule de transformation des forces transversales (cf. chapitre 5) :
FF
yF, =y'F, donne y.F,=F, et F=—
Ye

59- 8. Champs électrique et magnétique entre les armatures d'un condensateur
l. Le champ magnétique est évidemment nul, puisque dans 7 les charges sont fixes : B = 0. Quant au
champ électrique, il a pour expression (cf. Electromagnétisme) -

E="0a—-F E="_- 2 | Bx1Fv.m
P €, avec Pl i R m

On en déduit les deux invariants : E - B = 0 et E* — B¢ = E* = [Q/(a’=)]” = 1,28 x 10" SI.
2. Dans R',les champs électrique et magnétique sont obtenus i I'aide de la transformation des champs :

E =E =0 E;='_|I,(E').—,8,Bzc)=y,£').=y,agu =3,62 x 10° V.m™ El=0

puisque y. = (1 — 2)72 =32 Enoutre : Bic = Bac = 0, Bjc = ye(Byo + BeE) =0 et:
Blc = 7B — BE) =0 —vB.B, = —(i =" 2 =3,44x10'V-m™!

3. On peut retrouver les expressions précédentes 4 1'aide de la transformation du quadricourant volumique :
4-J(pc,J) avec J=0 et pc=300A -m?
Les composantes de 4-J° dans R’ sont :
pe=ylpe— BJ) = yepc  F =y — Bepc) = —yPopc T =0 et L =0
Le champ électrique dans R est done produit par une double distribution surfacique de charge, de densités oppo-
SEES YePs CL —Yeps © )
PP _Yebs O
£0 £0 'EZEU
De méme, le champ magnétique dans R est produit par une double distribution surfacique de courant, de densités
—¥fepic et y.B.p.c.On sait qu'un tel champ est uniforme et vaut (cf. Electromagnétisme) :

Ey

B = pod; . = —paYeBepic = — Tﬁf‘ =—7.B.E puisque posoc’ = 1
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59— 9. Force d’interaction entre deux particules chargées de méme vitesse

1. Dans R',le champ est électrostatique :

E =FE¢, avec ,s'=_41r;£u (£)

Dans TR, on trouve, i 1"aide des formules de transformation des champs, en introduisant y. = (1 — g2) /% .
1 ey Hoy €Yep.
=_ - i B=
dmey d® & 4w d*

On en déduit la force de Lorentz :

— _ 1 Tt'ez ]’rﬁsez _ 1 ez
Fia=—e(E+uxB) =, ( s T) o=
2. Pour B 1, 1)y =(1— p3)Y2 = 1 — g2/2 . Par conséquent, en posant ¢ = &7/ (4mso)

fan (105

3. Les forces électrique et magnétique donnent séparément, dans 'hypothése ot 8 < 1 :
R U 2 AP - I3 _ _ Mo yw'e g €’
F.——eE—W—EU?equ(l+? e et F ——euxB——GTeyh—G?q

On voit que la force de Coulomb s'identifie au premier terme du développement de la force électrique et que la
force magnétique rappelle la force magnétique F,, qui 8’ exerce entre deux éléments de courants.

59— 10. Filtre de Wien en relativité

1. Pour gue 1" électron garde sa trajectoire rectiligne, il faut que la force électromagnétique qui s'exerce sur lui
soit nulle :
E 10f

F=—¢E+vxB)=0 soit Ee,+ve xBe =0 et ﬂ=§=0.02

=5x%x10"m-s7!

2. On obtient les champs E' et B’ dans R’ en utilisant les formules de transformation des champs :

E, = ye(Ey — BeBic) et Bic = ye(Buc — f.E)
toutes les autres composantes étant nulles.

3. La particule a une trajectoire rectiligne dans R si les champs électrique et magnétique E' et B' sont
reliés & sa vitesse v” par ’équation :
 _E - CT‘{E)‘ — BeB:c)

U =

_cEr_ﬁ-rﬂz _CErfwzc)_ﬁr vt

Bl ye(Bic— BE,)  Bic— BBy, c— BeEy/(Bec) 1 —uu/d

Ce résultat était prévisible, puisque conforme & la composition einsteinienne des vitesses. Pour 8, = 0,15, ona,
sachant que g = v/c =0, 167 :

ﬁ,=tr_’_ BB 0,167 — 0,15

- - = 10,0174
c 1-fBf 1-0,167x0,15
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59— 11. Particule dans des champs électrigue et magnétique orthogonaux

1. Comme les champs sont perpendiculaires 4 la direction de translation, il vient, en appliquant les formules
de transformation des champs :
E =E| =y.(E. +B, xB.c)=y(E+uB)e,
Be=Bc=y.B.c+B xE )=y (B+vE/)e,

I en résulte que E' -B'c = 0.
2. Comme E-Bc =E'-B'c = 0, il existe un référentiel R telque E'= 0 ou B'e =0 :

E'=0 pow u=—-E/B e Bc=0 por u=—¥

3. Dans le cas singulier ot E = Be, le deuxidme invariant E2 — B*¢® est aussi nul. On a alors, & la fois,
E-Bc =0 et E*— B¢ = 0.llenrésulte que E = Be dans tout autre référentiel. Notons qu’il n’ existe pas alors
de référentiel ol I'un des champs s”armule.

59-12. Force sur un électron de conduction dans un métal

L. L' application du théoréme de Gauss i un cylindre coaxial au conducteur, de longueur [ et de rayon de base
r< R, donne:
e E=0 dod E=0

Quant au théoréme d’Ampére, appliqué sur un cercle centré sur 'axe, normal 4 cet I'axe et de rayon r < R,
il fournit I équation :

2arB = ol = poJwr = pongenwr’ d'od B = —#r&r
La force qui 8" exerce sur 1’ électron a pour expression :
F=—cuxB= —%rey
2.0na p'=en, —en,_.Comme n, = y.n,(l—pB.u.fc) il vient :
Moy =yemus et om,_ =yl —fn, = n;:
puisque ve+ =0 et vy— = 1. Onen déduit, si ny =My+ = My,— ¢
o =enyy, (1 - )}E) = em,B1(1— p2)/2

3. Laforce F est transversale puisque dinigée suivant Oy . Dans ce cas, la relaion entre F et F' est simple.
On a, en effet :
yF=9F soit F'=2XF
¥

avec ¥ = 1 puisque v’ =0 et ¥ = y. puisque ¥ = u. On en déduit F' :

2
ey o= g PO
F=yk =i —we/ae™
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§9-13. Electron dans un champ électrigue et un champ magnétique orthogonaux

1. Siles champs E et Be sont orthogonaux, I'invariant E - Be est nul. Il existe donc un référentiel ob seul
existe soit un champ électnque soit un champ magnétique. Appelons R’ le référentiel dans lequel E' = 0. Pour
obtenir sa vitesse, 1l suffit d’utiliser kes formules de transformation des champs :

E, =y.(EL+v.xB )=0 dot Ee =Be xV,

On en déduit v, = B.ce, avec B, = Ef(Bc) = 4/5=10,8.

2. La valeur du champ magnétique dans 7" s’obtient aisément 4 1" aide de 1 invariant :

E—FF =B dod Be= (B —;'E."z)]Ilfz =3V.m™’

On I'obtiendrait de fagon plus laborieuse & 1" aide des formules de transformation du champ magnétique transversal ©

Blic=1y. (BJ_C—‘% X EJ_) = Ye(Bee, — Bee: x Ee,) = ye(Bc — B.E)e; = Bee

avec: B'c= y.(Bc— BE) = 1,67(5— 0,8 x 4) = 3, puisque y. = (1 —p2)" V2 =1,67.

3. Dans R, la vitesse garde sa vitesse initiale v" puisque la seule force qui 8”exerce sur I'électron est une
force magnétique. La composition des vitesses domne alors :

’ U — Ve —u, o = Uy
¥ Tr‘: 1— 'Uxtrr.lfcz)

-0 o ov=—_" _ __p

E ! Te{ 1 - tr‘tr,fc‘z)

=TI v fc? -
Par conséquent, la quantité de mouvement p” de I'électron a pour expression :

P =ymy = —yPemc ec= —(y: — 1) mce. = —p'e. avec p' =1,33 x 0,511 = 0,681 MeV ¢~

4, Le mouvement de 1 électron dans R est circulaire, uniforme avec unrayon R’ qui vaut (cf. chapitre 6) :

' / 0,681
R’=L=£=‘_=U‘ﬂ‘]‘m
eB'  eB'c 3
On sait que les équations du mouvement dans ' sont, puisque Ia vitesse initiale v" vaut —v. e, :

X = —R sin(elt) ¥ = R'[l — cos(a.t")] =0 avec o wl=
est la pulsation cyclotron dans R’ . La vitesse initiale d'un tel mouvement circulaire dans R’ est v, , ce que I'on
peut vérifier
dx' P ' eB' ! ,
(_x) Rol= P B P
dr J, eB' yame Yelte

On cbtient le mouvement dans R, 4 1'aide des formules de transformation de Lorentz-Poincaré :

x = ye(x' + Bect) = ye[vt' — R sin{wit')] y =y = R'[l —cos{wlr')] z=z'=0
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59— 14. Rayonnement synchrotron

1. L' équation dif férentielle du premier ordre, & laquelle satisfait le vecteur vitesse, est donnée par la loi fonda-
mentale de la dynamique einsteinienne dp/dt = gv x B avec p = ymv. Comme la force magnétique ne travaille
pas, il vient :

d
d—l:-v={qvxh)-v=i} soit en effectuant  d(yme?) = 0
O en résulte que ¥ etlanorme v de v sont des constantes. I1 vient, alors @
dv . _dv _ B _gB
ymdr—qva d'ol as= o =VXaop ave w‘_ym

2. Lorsque lacomposante de la vitesse initiale de la particule, suivant la direction de B , est nulle, la trajectoire
est un cercle ; sinon, ¢’ est une hélice.

3. La pulsation cyclotron de 1" électron dans ce cas vaut, au signe prés :

eB Lex1077x0,1

o P 1,76 10°rads™! puisque y = 10
ym. 0,91 x 10~ x 10 : pusque 7y

oy =

La longueur caracténistique de la trajectoire circulaire est le rayon R :

YA

R
eB

— m,c= _ 1,.*21'?‘&‘!7z
e

4. a) La puissance électromagnétique rayomnée est : @ = 2g2y"a*/(3¢°) avec a = w.v . Par conséquent :

BV 2By B 24 e B

Ainsi, on trouve bien :
Bfrrf
3

b) La quantité B2/(2uq) est I'énergie magnétique volumique associée au champ B ; r. est une longueur
telle que I énergie de masse de I'électron sait égale i I'énergie électrostatique (4 un facteur numénque prés gui vaut
3/5) d’un électron assimilé & une boule uniformément chargée en volume :

é_d é

&= =% o ="
e dwsare Fe darsamect

L =2¢a‘r££m{yz —1) avec or=

=28%x107" m

est appelé le rayon classique (par opposition i quantique) de 1’électron. La vérification de la cobérence dimension-
nelle de I'équation précédente est aisée : @ estune puissance qui s exprime en watt, B/(2uo) une énergie vo-
lumique, oy une aire (section efficace de Thomson) et ¢ une vitesse, Le membre de droite a bien, lui aussi, les
dimensions d’une puissance.

¢) Caleulons la puissance rayonnée par I’ électron. Comme :

B B
or =t —0,665x 10 ¥ m'  — m4x10°T.m™  4F—-1=99
3 2pg
on frouve : “
- . O L6x107M »
®=1,6x 107 W soit ot = 0,1 MeV s

5. Ecrivens la composition einsteinienne des vitesses entre R et Ry, de vitesse v, par rapport 3 R, pour
des photons émis de fagon isotrope dans Ry . Ona :

ceos fa + ve

ceosfl= —— —
1 + vecos b fc
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Lorsque fy varieentre O et /2, # varie entre 0 et une valeur maximale fy telle que @ cos fy = 8= 0,995 .
Comme v,/c = 1, I'angle #,, est petit. Par conséquent :

93:.", , _ . _ _1
- RB da G=21-B)=1+p1-p=1-F=;

La demi-largeur du rayonnement vaut done @ 8, = 1/y.

Chapitre 10

S510- 1. Boule de pétangue et balle de tennis

1. La poussée d’ Archiméde due 4 1"air est négligeable, puisque la masse volumique de1'air, p = 1,3kg-m ™,

est faible devant la masse volumique des boules. En effet, ona:
3 =07 M; 3% 0,058

M, 3 -3
= = = 3045 . t = = = 368, 3ke-
PP= w3~ 4w x 3.8 x 106 kg m™ et o= 3T dm % 3,350 x 1076 €
L'équation différentielle du mouvement, suivant la verticale descendante Ox, est :
dv 2 . ., dv o mgy /2
=mg—Av? ce quiséerit =g{1- enposant v = ( )
m T mg v qui 1] ar £ ( tr?) posant vy )

C’est une équation non linéaire que I'on résout aisément en I' écrivant sous la forme (cf. Mécanigue) :

duv n dv
l—uvjy  14v/y

1n(1+—”"”')=@ soit u=manh(3—')

1 —uwfwm vt L

= Z2gdr

O vient en ntégrant :

La quantité v est donc une vitesse limite. Elle vaut pour les deux boules, respectivement :
Mog 142 mg /2
—_ 4, —_
q“’:(A;) =08 5m-s~! et q_,=(ﬂu) =32 m-s!
Dans I'approximation de la chute libre, on a, puisqu’alors gr < w

T
- (i) e

0 est intéressant de calculer ces vitesses pour un objet sphérique. Compte tenu de la grande valeur du nombre de
Reynolds, ici de 'ordre de 10000, on peut adopter pour C, la valeur 0,44 | couramment admise.

i) Boule de pétanque @ my = 700 g, Dy =7,6cm, d'od Uy = ?2.?5111-5".

ii) Balle de tennis : mp = 58 g, D, =6,7 em,d’ol vy, =23,75m-s'.

2. Poursuivons 1" analyse en exprimant la distance parcourue :

- - ) g (U _&
x—/vd:—fﬂ:t&:&t(ﬂl)dr—(‘g)f‘ta.rhwdw en posant w—q

0 vient, en intégrant :
x= (ﬁ) Incoshaw + e soit x= (ﬁ) Incosh (3—’)
4 g ki
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puisque x =0 lorsque w = 0. Ici aussi, on retrouve le cas de la chute libre sans frottement en faisant v infind :
2z
x = ﬁ In{1+ ‘ﬁ =] i
g 2uf 2
Laboule de pétanque Aq, plus Jourde, atteint Je sol la premiére, au bout de la durée = telle que:
hy = Uﬁ] In cosh (ST]) soit T = (w-']) arg cosh gh
g 1 g 1
Sa vitesse wn est alors :
v = vy tanh (371)
LS|

Laballe de tenmis Az , plus 1égére, atteint, elle, le sol an bout d’une durée plus petite 2 , telle que :

s = (“-2) arg cosh 8h avec la vitesse vy = uy; tanh (g'rz)
g i ' e

3. Sur la figure S10.1, on a tracé le graphe donnant, en fonction de hy , 'écart h en centimétre qui sépare les
deux boules, lorsque la plus lourde touche le sol @

,UZ
h=h —h: avec h:= (E) In cosh (ﬂ)
g 2

On voit que 'écart h est faible, mais détectable & 1'wil, méme lorsque les balles sont abandonnées 4 hauteur
d’homme, Onpeuty lire pour flu =2m, A= 2Zcm.

| A (cm)

= Iy (m)

FiG. 810.1.

510- 2. Effet de marée dans une cabine spatiale
1. La lo1 fondamentale de la dynamique newtonenne, appliquée i un point A, dans le référentiel du centre
de masse R", relatif i la cabine spatiale, s” écrit (cf. Mécanigue) :
ma] =m[Gr(4) —Gr(C)] + Fuc
Fo étant la somme des forces autres que la gravitation (cf. chapitre 10).

2. La force maximale de marée qui s’exerce sur un cosmonaute, de masse m = 73 kg, est due i un effet
différentiel du champ de gravitation terrestre. En différentiant GMm/r? on obtient :
2GMm mMr

T 1 =29x107°N
(Rr + LP e

dr doit m[G(A) — G(C)] = 2
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510- 3. Effet de marée dans un amas de galaxies

1. Le champ de gravitation produit par I'amas galactique sphérique G: en un point de sa surface s’ obtient
awsément en appliquant le théoréme de Gauss sur une surface sphérique, de centre Cz et de rayon trés voisin de Rz
(cf. Mécanique). On obtient :

M.
ATRiG = —4nGM: dod G =Grer= —G Ez e
Le signe moins exprime le caractére attractif de la gravitation,
2. La valeur maximale de la différence du champ de gravitation, produit par G, entout point de Gz, s’ obtient
en différentiant le champ de gravitation GMy/v® produit par G; . Elle vaut done, selon un axe orienté vers Gy :
M, M,
ZGF] dr = 295’;22

3. La condition sur la distance d pour que I'effet de marée dans G neutralise attraction gravitationnelle
st

A
M; M, ) 2M; )
—GF—=+2G—R:=0 soit d=R2| —
R§+ ‘PRE i 2(M2)

Pour My =2 % 10° My , ontrouve d = Ry/10.

S10- 4. Grandeurs fondamentales de Planck
L. On sait que :
Ga6,67x10-11m ke '8  ca3x10®m-s™' e hm6,626%10-34]-s

La dimension de & s’obtient aisément 4 partir de la Joi d attraction umverselle de Newton, ou mieux i partir de
I"énergie gravitationnelle £,, = —Gmm'/r de deux masses ponctuelles en interaction :

[6] = [EJLIM]™ = M]LP[T] LM~ = [LP[M] 7T

2. Effectuons I’analyse dimensionnelle de (1 et Oz

0 = [hG} _ [ENT]x [BILIMI ™ _ [EF[TILIMI ™ _ (IMILFIT) PITILIMIT e
¢ [LP[T]— [LF[T] [LP[TI?
_ [he] _ EATILATI 1 e _[n] - MLt
[k = [G] = CEmmr: - e O ME et (2= [G] = (I
3. On en déduit :
G 12 . hie 1/2
Ip= (F) - 1165 b 10_3 m Mp = (E) =217 x lﬂ_skg
o 1/2
Ep =myc = (h{“;) =1,22 x 10°% eV
Par conséquent :
142
=2 (h—G) =0,54%x107%s et Te= mee” 1,415 x 107 K
c o ke

Larelation entre £ et Tp s'obtient en éliminant G . On trouve : Ep x 7p = fi .
4. L énergie potentielle de gravitation d'une distribution sphérique de matidre, de masse mp et de rayon Ip

est (cf. Mécanigue) :
3Ge: 3 (RSN 3
3”__3!_,__5 (F __Em’cz
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S510- 5. Mirages gravitationnels
1. La chemin L. s exprime aisément en fonctionde D, b et do =D, — D,
Le = A +1IT = (&2 + ) 4 (D 4 p%)'V?

2. En revanche le calcul de Ls est plus laborieux :

dr dr dr
Ly =15 — =TIy — + 15 —_
Ar T Agd T m T

Notons d’abord que dr = dz en raison de la faiblesse des angles d’inclinaison, puisque b < d, et b < D, .
En outre :

r= (2 +)'"? avec £+Lil=1 et g

respectivement le long de IT et le long de A, . 11 vient done :

f‘tufpz dz MfD: dz
wr Jo BAHPQ—g/DYR T fy [2— 2% /D + B2
L'intégration donne :

ny
dr B2\ D, b
LTM{IH[Z_E:_F(W) uﬁ‘]n(?)_'—]n(l_ﬁ)
5 en($)(-2)
g T b do
Par conséquent, en introduisant D tel que 1/D = 1/D.+ 1/d, , on obtient :

e o (3) pn(i- )] (£) - 2)] oo (35) -3

3. Appliquons le principe de Fermat :

D¢ méme :

dL 3 D.d, b
E_U avec L_L“+L5"“D°+2T;+r5[h(bz )—5]

donne, puisque b < D
20 soit b= (2rsD)'"

2rg
b

[T

On en déduit la déviation a :

b b b Zrs A

—_——_—— = — = —— = —  AVeC =2

D. 4 D b b Aw =215

Ainsi, A, , homogéne i une longueur, est le double du rayon de Schwarzchild associé 4 cette masse. Pour un rayon
lumineux passant prés du bord de Jupiter, on trouve :

2GM; 2% 6,67 % 1,91 , s 2% 2,83
=g = 9 =2,83m do lﬂl_?_v

soit 15,6 milliseconde d’arc.

la] = [6:] + 18] =~

% 107% = 0,078 x 107°

S510- 6. Déviation de la lumiire par le Soleil

1. L’ angle de déviation du rayon lumineux passant i la distance r = 1,4 x 10° m de 5 (deux fois le rayon
du Soleil) est, puisque 1" =2 5 prad :

4GM. _ "
8= = 4.25% 10" md soit #=0,85
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2. Tous les rayons lumineux paralléles situés i la distance r de § convergent au point Fotel que
SM/SF = #, M étant la projection de § sur la direction du rayon lumineux. On en déduit :
[ 1,4 % 10°

sF="_ = 222,33 x 108
§ 4GMs 4,25 % 106 m

3. Le systéme se comporte comme une grande lentille convergente présentant une forte aberration de sphéri-
cité, car la distance focale SF = f wvarie avec la distance r (cf. Optigue). Comme la focale f est proportionnelle
a7, ona:

& A gon Ar < T

f r 2000
Ainsi, lorsque la distance SM varie entre r — Ar/2 et r+ Ar/2, la focale reste invariable avec une précision
relative de 0,001 .

=0,7 % 10°m

S10-7. Décalage spectral gravitationnel d'une onde émise par le Soleil et détectée par la Terre

. Le décalage spectral gravitationnel d’une raie émise par le Soleil est un décalage vers le rouge domné par
I'expression :
Ad s GMs

A & R
Par conséquent, pour laraie H, ,ona:

=2,1%x 10"

AA=2,1%10"%x656,3=1,3x 107" nm

2. Pour un chservateur terrestre analysant la raie émise par le Saleil, le décalage spectral gravitationnel relatif

est vers le bleu et de valeur @
AX ®r  GMr

20,71 % 1077

A @ R

S10- 8. Loi d’Hubble et principe cosmologique

1. On a, d’aprés la loi d'Hubble - cz31 = Hda ¢t ¢ zn = H diz , soit, vectoriellement, les mouvements étant
radiaux et les vitesses radiales égales & vy 3 et wyy3 , respectivement :

¥is = Hry et w3 =Hry d'obpar différence vz — vaps = Hryy

Comme la différence des vitesses représente la vitesse de Gy par rapport i un référentiel lié & Gz , on voit que la
loi d" Hubble est vérfiée dans ke mouvement de Gy par rapport i Gz .

2. La distance di2 s obtient aisément :
Hd diz 38,22

—a 2B _pos=t .21
By, TP e T

]||"2
diz = (d§2 +a‘§,) =38,2x10%m d'od 2=

S10- 9. Décalages spectraux cosmologigues

1. La distance, qui correspond & z = 0, 14, esten Mpe (1 Mpe = 3,00 x lezm):

d=cz_ c 0,14

= = 600 M;
H 0,7 % Hio pe

2. La distance du quasar double UM673 est :

a'=§— cx 2,72

0= 075 i = 11:66Gpe dob D=ad=13,12kp
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S510- 10. Bilan énergétique d’une sphére matérielle de rayon R
1. L application du premier principe de la thermodynamique 4 la sphire domnne :

4xR?

dU =86W = —pdV avec U=pV et V= 3

Par conséquent :
di4mR'pc®) _ drR . d(Rpc’) _ , dR
3ar - TR G st TR = R
ce qui s’écrit auss

d[R*(pc® + p)) dp
e T LT

sdp
dr

SdR

=R+ 3pR

puisgue d—{ dRiP)

2.i) Pour p <& pc*, il vient :
=0 soit pR =Ce

i) Si p= pc*/3, alors :

5 .

"‘4;'“2 ) = R’Pj soit 4R%p + 12pR°R = Rp
I

On en déduit :

p R
Era= =0 e pR'=Cte
P+R P

Ainsi, lorsque la distance d’échelle augmente dans un rapport 10, on a, dans ke premier cas, une diminution de la
masse volumique dans un rapport 107, alors que dans le second cette diminution s’effectue dans un rapport 10° .

S10- 11 Force associée i la constante cosmologigue

l. Comme le potentiel gravitationnel est homogéne au carré d’une vitesse, son laplacien est homogéne lui &
I'inverse du carré d"une durée. On en déduit, en SL que A s'exprime en m™ et Ac® en s77.
2. L' équation i laquelle satisfait le potentiel gravitationnel @ s’explicite selon :

d (addY . dd _ dwGpr AP
d_r(;zg)_wsp#_mrz gon PO _AmGpr Ay

la constante d'intégration étant nulle, afin que 1'égalité soit satisfaite pour r = (. On en déduit le champ de
gravitation, en un point intérieur de la distribution :

_d® _ dwGpr Adr

G ==4r 3 T3

La premiére contribution est due & I’ attraction gravitationnelle, 1a seconde traduit une répulsion cosmologique. En
point extérieur de la distribution, on a:

d quj 22 5 2d¢' ACZYS
d_r(rF)__Mr d’ol rF_th—T
Le champ de gravitation, ¢n un point exténeur, §° écrit dong :

_dd _ Ce | Ar

=@~ et 3

En identifiant cette équation i celle obtenue en I'absence de A, on trouve évidemment Cte = GM .
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3. Dans le cas du Soleil agissant sur 1a Terre, les deux contributions valent respectivement :

. ASST

GMs et~ A 44T x 10" m-s?

5T°
Elles sont égales i la distance . telle que :

~=6x 10 m-s~

GMs;  Adr. . 3GM g
soit .=
2 3

1/3
- v ) =354 x 10" = 115 pc
S10- 12. Paradoxe du ciel noir ou paradoxe d'Olbers
1. La densité volumique d'éteiles qui peuplent I’ Univers a pour expression :

, 51,67 x 1077
don me= e

ny ny_ namp

57 _3
n="= =417x 10" m
Ni  Mjm, M,

car M, /m, représenie approximativement le nombre de nucléons présents dans une étoile telle que le Soleil.

2. Calculons Je libre parcours moyen d’un photon, ainsi que la durée moyenne t qui sépare deux collisions
d’un photon avec une étoile :
£ 0,15 x 107

— = = = 1
=0,15x10"m et 7 . 50 0,75x10" s

1 1

£= =
nwRE 4,17 x 10-5 x 7 x 0,6962 x 101

ce qui donne en Gan :
0,75 x 107
T 3,156 x 10%
0O en résulte que la dunée nécessaire pour observer le rayonnement émis par toutes les éoiles, ce qui permettrait
d’avoir une nuit totalement éclairée, est bien plus grande que la durée de I'Univers, puisque cette demidre est
inférieure & 14 Gan . C'est donc la durée de vie imitée de I'Univers, et par conséquent celle des étoiles, qui permet
de lever ke paradoxe d’Olbers.

= 24 % 10" Gan

S10- 13. Matiére noire dans une galaxie spirale

1. Appliquons la loi fondamentale de la dynamique 3 A, soumis 4 1'action de @, pour r > R, , sachant que
le mouvement est circulaire uniforme. 11 vient, puisque la force de gravitation est celle entre deux points :

! ¥ GMam oM\ 1
ma=F, dod me- == et ve= - ={GM'“)”2H,§

Pour r << R, ,le champ de gravitation est proportionnel & r . En effet, on a, d'aprés le théoréme de Gauss
appliqué 4 un systéme présentant la symétrie sphérique (cf. Mécanigue) :

amr dmr M,
4w G, = —4wGp x 5 o G =-Gpx 5 = —GE;r

La loi fondamentale de la dynamique donne, dans ce cas :

» GM, oM\ M?
m— =m "y dob v= ( ") r
r

R R

Ainsi, v croit d’abord proportionnellement & r, jusqu'd r = R, , puis décroiten 1/rY? .
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2. On sait que le décalage spectral par effet Doppler-Fizeau a pour expression, lorsque la vitesse est faible
devant ¢ (cf. chapitre 3) :
A v
A e
v étant la vitesse d’éloignement de la source. I en résulte :

3,25 x 10°
3 108
Comme la masse du noyau est donnée par I'expression :

1/2
ﬂw=(6£~) roavwee r= R

A=A =0,21 % =0,2275% 10 m
(5

il vient :

v 3,257 x 10" x 3,46 x 3 x 10" M. 16,4 x 10"
_ Yula _ =16,4x10%kg don o =

G 6,67 x 10~ M; 2% 10%
Ainsi, le noyau de cette galaxie contient environ 82 milliards d’étoiles telles que le Soleil.

M, =82 x 10°

3. La contradiction est évidente lorsque r dépasse la valeur maximale : la vitesse ne varie plus, alors que le
modéle donne une vitesse qui décroit comme 1/7Y? . La matidre gazeuse, dans laquelle se trouverait plongée la
galaxie, est qualifiée de noire, car elle n’émet pas de rayonnement détecté.

S10- 14. Modiéle d’Univers non stationnaire d’Einstein et de Sitter

1. Les deux équations, auxquelles satisfait le modele d’ Einstein et de Sitter, sont obtenues & partr de I'équation
de Friedmann qui donne H? et de 'équation du bilan énergétique. En effet, en faisant k =0, p=0et A =0,

on obtient : o
R BwGp d(pc’R7) \
H = 2] =00 o SR ) 0 dou pR = Cre
(R) 3 dr oL e

2. Comme pR® = Cte, il vient :

dR\® _,8wGp Cte , _ dR i

On en déduit I'équation différentielle :
R dR = Cte x dr qui s'intégre selon RY? = Cte x ¢
si,d t =0, R =0.0On trouve bien une loi de variation de R(r) en 77 :
R(f) = Cpg x #°
Crys étant une constante.
3. Calculons le facteur de décékration g . Comme :

dr 2 _ 4R 2 _
Comme — = —Cgist 13 et = —— Cgist 413

RE  FAP2Ar3 )9
dr 3 47 " 9 -

il vient g= T —W =05

4. On en déduit alors Hr) selon :

27133

R 2
H=%="mr =3
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S510- 15. Modile de Weinberg de I'expansion primordiale
1. L' équation de Friedmann-Lemaitre :

_ 8wGpR _ 8wGpR' , 8aGR' A _ 8aGA

R’ - =
3 32 € 32 R O32R

donne :

142
R=c;° soit RdR = Cte x dr avec m=(3”m)

32
O vient, en intégrant, en supposant que R=04a t=0:

B

1/4
3 =Ctext et R=Cyxt¥? avec Cw=(32FGA)

32

2. Comme w est anssi égal 3 opT", on en déduit :

174
e A 1/4 1 o T A N\ e _ 32 ! T
[eg R asCyy aGos

3. Dans ce modéle, la température de 1"Univers peut étre caleulée puisque le coefficient Cw,r est déterming
uniguement par des constantes physiques fondamentales. On obtient, numérquement :

T=1,52 % 10" x 42

Pour f= 0,015 et t = 180 s, on trouve respectivement : Ty = 0,15 x 10" K et Ty = 1,1 x 10° K.
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dans un champ électrique, 108
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